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1. Uvod

Prolaskom elektri¢ne struje kroz neki vodi¢ dolazi do zagrijavanja vodi¢a zbog specifi¢nog
otpora vodica, odnosno dio elektricne energije se pretvara u toplinsku energiju. Toplina koja se
razvija u vodi¢u se naziva Jouleova' toplina te je proporcionalna s kvadratom jakosti elektri¢ne
struje, odnosno s otporom tog vodi¢a. U ovom radu ¢emo pomocu Fourierove analize, tocnije
Fourierove transformacije rijeSiti problematiku distribucije topline u beskona¢no dugom vodicu u

ovisnosti o vremenu, $to se modelira pomocu parcijalna diferencijalne jednadzbe.

Fourierovu analizu je osmislio 1 oblikovao francuski matematiar Jean-Baptiste Joseph Fourier
o kome ¢e biti govora na pocetku rada. Fourierovu analizu ¢emo zapoceti proucavati s Fouriero-
vim redom koji nam sluZi za reprezentaciju periodi¢nih funkcija beskona¢nom sumom sinusnih i
kosinusnih komponenti. U nastavku ¢emo objasniti njegovu matematicku i fizikalnu primjenu, te
na primjeru periodi¢ne pravokutne funkcije prikazati razvoj u Fourierov red i Gibbsov fenomen.
Posto je Fourierov red ogranicen na razvoj samo periodi¢nih funkcija, pod uvjetom da se postuju
Dirichletovi uvjeti, koje éemo navesti, uvodimo novi alat s kojim analiziramo neperiodi¢ne funk-

cije, a to su Fourierov integral i Fourierova transformacija.

Fourierova transformacija je vrsta integralnih transformacija koja se ¢esto upotrebljava u fizici
i inZenjerstvu u svrhu analize funkcija i1 signala te rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
Sto cemo tek kasnije razmotriti. Izvod s kojim zapocinjemo trece poglavlje je izvod Fourierove
transformacije direktno iz Fourierovog reda. Nadalje ¢emo objasniti ukratko $to su to integralne
transformacije, te u nastavku prikazati Fourierovu transformaciju nekoliko jednostavnih neperi-
odi¢nih funkcija poput pravokutne i eksponencijalne funkcije. Primjenom Fourierove transforma-
cije nailazimo na komplicirane izraze Cije rjeSavanje moZemo pojednostaviti primjenom svojstva
Fourierove transformacije koja su opisana i izvedena u nastavku poglavlja. Nadalje, koristeci neka
od navedenih svojstava, izvest ¢emo Fourierovu transformaciju Gaussove funkcije koja ¢e nam

posluZiti u nastavku.

Na pocetku Cetvrtog poglavlja objasnit ¢emo pojam parcijalne diferencijalne jednadzbe te nji-
hovu klasifikaciju. Ne postoji jedinstvena metoda rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
ve¢ metode ovise o vrsti 1 tipu jednadzbe. Neki od tipova rjeSavanja jednadzbi su direktna in-
tegracija i separacija varijabli koje ¢emo demonstrirati pri rjeSavanju jednostavnog primjera. U
sljedecem dijelu poglavlja ¢emo prikazati kako je izvedena parcijalna diferencijalna jednadzba

provodenja topline, te fizikalno i matematicki opisati toplinski sustav koji prou¢avamo.
U zadnjem poglavlju, ¢emo rjesiti jednadzbu provodenja topline u jednoj dimenziji Fouriero-
vom transformacijom te prikazati ovisnost rjeSenja o pocetnoj temperaturi tijela, odnosno sustava

kojeg prou¢avamo.

! James Prescott Joule (1818. - 1889.), engleski fiziGar matematiCar i pivar
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2. Uvod u Fourierovu analizu

Ljudsko uho mehanickim putem razdvaja dolazne zvucne valove na njihove sastavne frekven-
cije iskoriStavanjem prirodnih rezonancija, buduéi da su razliciti Ziv€ani zavrSeci u naSim uSima
osjetljivi na razlicite frekvencije. Sli¢an princip koristi se i u matematickoj analizi zvuc¢nih valova,
pri ¢emu se odreduju sve frekvencije komponenti vala, a to se moZe posti¢i metodama koje je
osmislio francuski matematicar Jean-Baptiste Joseph Fourier u 18.-om i 19.-om stolje¢u. Svakako
treba reéi da se Fourierova analiza moze koristiti i u drugim podru¢jima matematike, primjerice u

rjeSavanju diferencijalnih jednadZzbi §to je i tema ovoga rada.

2.1. Jean-Baptiste Joseph Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier roden je 21. oZujka 1768. go-
dine u Auxerreu, malom selu u Francuskoj, kao deveto dijete u
obitelji od dvanaestero djece. Izgubivsi majku s ranih 9 godina
i oca s 10 godina, kao siroCe svoju osnovnu edukaciju zapoceo
je u lokalnom samostanu zavrSivsi je kao uzoran ucenik. 1780.
godine pocinje pohadati Ecole Royale Militaire of Auxerre, gdje

se s ranih 13 godina zainteresirao za matematiku. [?, ?]

Politi¢ka situacija u Francuskoj je u to doba bila sloZena,
zemlja je bila na rubu revolucije te je narod bio Zeljan stvoriti

drzavu bez kraljeva i plemica. Cilj kojeg je Fourier podrzavao

pridruzivsi se lokalnom odboru za revoluciju, a ta mu je od-
luka prili¢no zakomplicirala Zivot. Braneci svoje stavove 1794.

godine, uhicen je i poslan u zatvor. S pogubljenjem najveceg Slika 2.1." Jean-Baptiste Joseph

zagovornika revolucije, takozvane Vladavine terorom, Maximi- Fourier. Irvor: [?]
liena Robespierrea (1758.-1794.), revolucija je oslabila 1 izgu-
bila zamah, Fourier biva osloboden i izabran za studenta u novoj, danas svjetsko poznatoj, $koli za
obuku srednjoskolskih profesora u samom centru Pariza, Ecole Normale kako bi pomogao u edu-
kativnoj obnovi Francuske. [?] Danas je Ecole Normale jedan od najboljih i najpoznatijih fakulteta
u svijetu koji nudi Sirok spektar sveudiliSnih programa, od umjetnosti, filozofije i lingvistike, do

kemijskog inZenjerstva, ekonomije, racunarstva i prava.

Velika inspiracija u Fourierovom istrazivackom, znanstvenom i matematickom Zivotu bili su
profesori koji su mu predavali, najveca imena u povijesti matematike, matematicari: Joseph-Louis
Lagrange (1736.-1813.), Pierre-Simon Laplace (1749.-1827.), Gaspard Monge (1746.-1818.).



Fourier dobiva posao u prestiznoj $koli Ecole Polytechnigue i nakon samo tri godine rada 1797.
zamjenjuje Lagrangea na poziciji profesora analitike 1 mehanike. Ova je institucija 1 nakon dugo
godina ostala medu najvise rangiranim fakultetima u svijetu, a nudi programe iz matematike, fizike

racunalnih znanosti i ekonomije. [?]

1798. godine Fourier se pridruzuje Napoleonovom pohodu na Egipat kao znanstveni suradnik,
te sudjeluje u arheoloskim ekspedicijama i pomaZze organizirati edukacijske objekte po Kairu. Na-
kon 3 godine se vrada u Pariz i nastavlja karijeru kao profesor analitike na Ecole Polytechnique.
Na zahtjev Napoleona, Fourier zauzima administrativhu poziciju na institutu u Grenobleu 1801.
godine gdje je, unato¢ svojim duZnostima, napisao vecinu svojih istrazivanja kao i radove na temu

teorije o toplini. U njegovu Cast, institut je kasnije preimenovan u "Université Joseph Fourier". [?]

1815. godine Fourier se vraca u Pariz te je 1817. godine izabran za Clana Académie des
Sciences. U to vrijeme nastavlja svoja istrazivanja po kojima je danas u matematici najpoznatiji, a

to su rezultati povezani s trigonometrijskim redovima i funkcijama realnih varijabli. [?]

Rad koji je izazvao mnoStvo matematicke kontro-

verznosti je rad o provodenju topline, objavljen 1807.

THEORIE godine pod naslovom O provodenju topline u ¢vrstim ti-
ANALYTIQUE jelima. U tom radu Fourier tvrdi da je tok topline izmedu

DE LA CHALEUR, dvije susjedne molekule proporcionalan razlici njihovih
g erhms, temperatura, te da se valno gibanje molekula moZe prika-

- zati kao suma vise razli¢itih valova. Upravo tu ideju da
t . . .y .. .y oy-
i@% se valno gibanje moZe predstaviti kao suma viSe razlici-

tih valova temelj je podrucja matematike koje danas nazi-

A PARIS,
ERE ET FILS,
rCTURE mYDRAVLIQUE

g et vamo Fourierova analiza, ali i ideja koju su matematicari

LIRAIRES POUR LFS MATHEN

njegova vremena vrlo tesko prihvacali. Ipak, taj rad mu
je 1811. godine donio nagradu na PariSkom znanstve-

: nom institutu. Fourier se aktivno nastavlja baviti mate-
matikom i objavljivati radove sve do svoje tragi¢ne smrti

Slika 2.2. Originalno izdanje Fouri- 16. svibnja 1830. godine, kada se spotaknuo i pao niz

erove knjige na temu difuzije topline
(1822.). Izvor: [?]

stepenice od svoje kuce. [?]

Kako su Fourierove ideje bile prilicno revoluci-

onarne, znacajan broj radova znanstvena javnost njegove

generacije nije mogla prihvatiti i objavljene su tek iza njegove smrti. Jedna takva ideja je i problem
naSe svakodnevice, odnosno "Efekt staklenika" (Effet de serre). Naime, Fourier je zakljucio da bi
odredeni plinovi u Zemljinoj atmosferi mogli zarobiti sun¢evu toplinu umjesto da je zrace natrag
u svemir, povecavajuci tako povrSinsku temperaturu Zemlje. Rad je napisan 1824. godine, no ta je

tvrdnja dokazana i objaSnjena Cak 50 godina kasnije Stefan-Boltzmannovim zakonom. [?]



2.2. Fourierov red

Fourierova analiza proizlazi iz ideje da svaku periodi¢nu funkciju mozemo zapisati kao sumu
sinusa i kosinusa razli¢itih amplituda, frekvencija i faza. Ta se suma naziva Fourierov red koji se u
danasnjoj literaturi Cesto objasnjava kao samostalan izraz i ne postavlja se pitanje kako je nastao,

jo$ manje, kako je puno naprednija Fourierova transformacija proizasla iz tog reda.

Pri razvoju funkcije u Fourierov red, prvi uvjet koji moramo ispuniti je periodi¢nost. Nepe-
riodi¢ne funkcije definirane na nekom konacnom intervalu takoder moZemo razviti u Fourierov
red, ali samo ako ih u¢inimo periodi¢nima. Tada proucavani interval postaje period te funkcije i

ponavlja se beskonacno puta. Za periodi¢ne funkcije vrijedi sljedece:

Definicija 2.1. Neka je zadana funkcija f : R — R, periodic¢na na intervalu |—m, |. Reprezen-
taciju funkcije f(x) danu s

flz) = % + i lay sin(kx) + by, cos(kx)], (2.1)
k=1

nazivamo Fourierov red funkcije f(x), a vrijednosti ag, ag, by € R za k € N koeficijentima Fo-
urierova reda. Clanove aysin(kx) i by, cos(kx) zovemo harmonicima, dok broj k oznacava broj

harmonika.

Kako bi dobili opéenitiji izraz Fourierova razvoja, odnosno za funkcije definirane na intervalu
[—L, L] promotrit ¢emo linearno preslikavanje koje interval [—m, 7] preslikava u interval [—L, L].
Koristenjem takve transformacije varijabli iz (2.1) dobivamo Fourierov red za funkcije definirane

a |[—L, L] koji se zapisuje na sljedeci nacin:

kmx . kmx
=4 Z (ak cos —— + by sin T) , (2.2)
gdje su pripadni koeficijenti Fourierovog reda jednaki:
1 (L
=7 fL f(z)dz, (2.3)
J f(z) cos @dm (2.4)
k
J f(z)sin ﬂd:v (2.5)

U sustini, Fourierov razvoj, temeljni princip iza polja Fourierove analize signala, je promatra-
nje sloZene funkcije kao kompozicije niza sinusnih 1 kosinusnih komponenti. U fizici 1 inZenjer-
stvu, konkretno u poljima elektronike, elektrodinamike i kvantne mehanike, takve reprezentacije
su korisne jer omogucuju lakSe manipuliranje funkcijama koje su diskontinuirane ili ih nije jed-

nostavno prikazati analiticki.



Primjer 2.1. PrikaZimo aproksimaciju periodicne pravokutne funkcije Fourierovim redom. Opce-
nito, pravokutnu funkciju centriranu oko ishodista s trajanjem T definiramo pomoéu Heavisideove'

step funkcije u na nacin:

f(z) = rect (%) =u (:L' + Z) —u (x — Z) , (2.6)

T 2 2
gdje je
1, >0,
u(r) = . . (2.7)
Y x < Y

Heavisideova step funkcija.

U ovom primjeru aproksimiramo pravokutnu funkciju s trajanjem T = 7 koja glasi:

f(z) = rect (;) : (2.8)
odnosno njeno periodicko proSirenje:
x 1, —E+nT0<x<z+nTo,zan€Z,
(o +nTp) = rect (— + nTo) — 2 2 2.9)
T 0, inace,

pri cemu je osnovni period funkcije jednak 'Ty. Ovdje cemo uzeti da je Ty = 2w, pa naSa funkcija

poprima oblik:

T 1, —E+27m<x<z+27m,zanez,
f(z + 27n) = rect (— + 27m> = 2 2 (2.10)
T

Graficki prikaz ove funkcije prikazan je na slici 2.3.

Pravokutna periodi¢na funkcija

T I T T
12
1 —
08
06
04
02
0 — e — | g e —| L1
| | | | | | | | |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Slika 2.3. Pravokutna funkcija iz izraza (2.10). Izvor: izrada autora.

!Oliver Heaviside (1850. - 1925.), engleski matematicar



Sada moZemo izracunati koeficijente Fourierovog reda zadane funkcije:

™

1 [ 1
— == 2.11
o = 5 . dz = 5, (2.11)
x 0, k = parno,
1 (2 2 k
ap = - f_zg cos(kx)dr = - sin (;) = %’r, k=1,59,13..., (2.12)
—kE bk =3,7,11,15...,
1 (2
by = —f sin(kz)dz = 0. (2.13)
m™J_=
Konacno, Fourierov razvoj funkcije (2.10) glasi:
1 2 2 2 2 2
f(z) = 5t - cos(x) — 3 cos(3x) + o cos(bx) — o cos(7x) + o cos(9z) — ..., (2.14)
ili jednostavnije:
1 2 1 1 1 1
f(z) = = + = |cos(x) — = cos(3z) + = cos(bx) — = cos(7z) + = cos(9z) —...|.  (2.15)
2 7 3 ) 7 9

Prikazimo sada graficki kako izgleda aproksimacija funkcije f(x) sa 10 harmonika, $to mo-

Zemo vidjeti na sljedecoj slici.

1o Fourierov red pravokutne periodicne funkcije k = 10
- \ \ \ \ \ T

osl | | | | | | | | | | | —
o6 | | I
: \ | | \ | | \

04l | \ \ | | \ |

02

0k [\ A

02 | | | | | | I I I
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Slika 2.4. Aproksimacija pravokutne funkcije iz izraza (2.10) pomocu Fourierovog reda za k = 10.
Izvor: izrada autora.

Povecanjem broja harmonika tj. povecanjem broja sinusnih i kosinusnih komponenti kojima
aproksimiramo zadanu funkciju ocekujemo bolju aproksimaciju, kao sto prikazuje graficki prikaz

s 50 harmonika na slici 2.5.



Fourierov red pravokutne periodicne funkcije k = 50
T T T T T

12

1 v [prsnnmstal Wnarmansanl

J l

Wranmannaand [RTeRwem——yY () e —

0.8 - B

04 n

0r [[fspmammanetdf| fippampmmaani| fpreranmami|

fﬁwﬁ{' (P st [ vnmrmradfy —

02 I \ I \ \ \ \ \ \
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Slika 2.5. Aproksimacija pravokutne funkcije iz izraza(2.10) pomocu Fourierovog reda za k = 50.
Izvor: izrada autora.

Razvojem funkcije u Fourierov red, vidimo da aproksimacija u tockama diskontinuiteta ima
zamjetan skok u amplitudi. Tocnije receno, aproksimacija u tockama diskontinuiteta funkcije f(x)
ima visoko-frekventne oscilacije (oko 9% amplitude) na svakoj strani diskontinuiteta. Ova je po-

java jos poznata kao Gibbsov? fenomen, a ilustrirana je na slici 2.6.

1.2
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04l | | -
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Slika 2.6. Gibbsov fenomen na aproksimaciji pravokutne funkcije (2.10) pomocu Fourierovog reda
za k = 50. Izvor: izrada autora.

Fenomen Gibbsa jednostavno se moZe objasniti. Naime, u Fourierov razvoj ukljucene su samo
funkcije sinus i kosinus koje su neprekidne i glatke. Iluzorno je ocekivati da ce se diskontinuitet

moci jako kvalitetno aproksimirati glatkim funkcijama.

2Josiah Willard Gibbs (1839. — 1903.), americki teorijski fiziar, kemicar i matematicar.



2.2.1. Konvergencija Fourierovog reda

Za bolje razumijevanje Fourierovog reda i ispravnost Fourierove reprezentacije funkcije, tre-
bamo navesti uvjete koje funkcija treba ispuniti kako bi njen razvoj uopée bio mogué. Ti se uvjeti

nazivaju Dirichletovi® uvjeti.

Definicija 2.2. Neka je na intervalu |—L, L] zadana periodi¢na funkcija f(x) perioda T = 2L.
Kazemo da funkcija f(x) zadovoljava Dirichletove uvjete na intervalu [—L, L| ako vrijedi slje-

dele:

1. Funkcija f(x) je na [—L, L] po dijelovima neprekidna i ima najvise konacan broj prekida

iskljucivo prve vrste, odnosno skokova.
2. Funkcija f(x) je na [—L, L] monotona ili na |— L, L] ima konacan broj ekstrema.

3. Funkcija f(x) mora biti apsolutno integrabilna na |— L, L], odnosno mora vrijediti:

L
J |f(z)|dx < c0. (2.16)
-L

U matematici, pojam konvergentnosti opisuje grani¢no ponasanje beskonacnih redova prema
nekoj konacnoj vrijednosti odnosno. limesu. Kada Fourierov red ispunjava navedene uvjete, tada
kaZzemo da on konvergira, te da ima kona¢nu sumu u svakoj tocki u kojoj je funkcija neprekidna,
dok je u tockama diskontinuiteta, suma reda jednaka aritmetickoj sredini vrijednosti funkcije s

lijeve i s desne strane, matematicki zapisano:

flx—=0)+ f(x+0)

f(z) = 5 ; (2.17)
pri ¢emu je
f(z+0)= lim f(y), (2.18)
y—oxt
[z =0)= i f (v), (2.19)

dok za tocke u kojima je funkcija neprekidna vrijedi:
f(@) = f(z+0) = fa —0). (2.20)

Treba napomenuti da Dirichletovi uvjeti nisu previse restriktivni. Drugim rijeCima, gotovo sve

periodi¢ne funkcije koje susreéemo u fizici i inZenjerstvu mogu se razviti u Fourierov red.

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1859.), njemacki matematicar
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2.3. Fourierov integral

U principu se samo periodi¢ni signali, odnosno funkcije mogu razviti u Fourierov red pod uvje-
tom da se poStuju Dirichletovi uvjeti. Medutim u praksi se ¢esto pojavljuju i neperiodicni signali
za koje je potrebno naci sli¢an alat, a to ¢e biti Fourierov integral i Fourierova transformacija.

Fourierov integral opisan je u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3. Neka je zadana neperiodicna funkcija f(x). Reprezentacija funkcije f(x) dana s

fla) =+ Jw (A(\) cos Az + B(A) sin Az) d), 221)
0

zove se Fourireov integral, pri Cemu se funkcije A(\) i B(\) izracunavaju izrazima:
0 ¢]
A(N) = f f(z) cos \xdzx, (2.22)
—00

0
B(\) = J f(z)sin Azxdx. (2.23)
—0
Uvjeti koji garantiraju egzistenciju reprezentacije funkcije f(x) Fourierovim integralom dani
su sljede¢im teoremom.

Teorem 2.1 (prema [?]). Neka je zadana neperiodicna funkcija f : R — R. Funkcija f(x) moZe

se reprezentirati Fourierovim integralom (2.21) ako zadovoljava sljedece uvjete:

1. Neprekidna je po dijelovima®.
2. Ima lijeve i desne derivacije u svakoj tocki domene.

3. Apsoultno je integrabilna na R, odnosno vrijedi:

F |f(z)|dz < 0. (2.24)

—0
Pokazimo na jednom primjeru kako izgleda Fourierova reprezentacija neperiodi¢ne funkcije.

Primjer 2.2. PrikaZimo neperiodicnu pravokutnu funkciju iz proslog primjera Fourierovim inte-

gralom. Drugim rije¢ima, promatramo funkciju definiranu s:

0, —o<x< —g,
f(x) = rect (;) =41, S<a<-7, (2.25)
T
O, 5 <<

“Funkcija je neprekidna po dijelovima ako se moZe rastaviti na intervale na kojima je neprekidna.
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Graficki prikaz ove funkcije moZemo vidjeti na sljedecoj slici.
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Slika 2.7. Neperiodi¢na pravokutna funkcija iz jednadzbe (2.25). Izvor: izrada autora.

Sada moZemo izracunati koeficijente Fourierova integrala:

3 3 2 . (7mA
A(N) = cos A\xdr =2 | cosAxdr = sl 5 ) (2.26)
—z 0
3
B(\) = J sin Azdx = 0. (2.27)

Konacno odredujemo Fourierov integral po formuli (2.21):

1 [*2 A 2 (1 A
f(z) = %L X sin (%) cos Axd\ = ;L X sin (%) cos AxdA. (2.28)



3. Fourierova transformacija

U proslom poglavlju smo razmatrali kako zapisati te posljedi¢no analizirati periodi¢ne funkcije
Fourierovim redom na nacin da ih zapiSemo kao beskona¢nu sumu sinusnih i kosinusnih kompo-
nenti. Zelimo li proucavati neperiodiéne funkcije, upotrijebit éemo alat koji nazivamo Fourierova
transformacija. Ona se moZe smatrati generalizacijom Fourierovog reda, odnosno njegovo prosire-
nje i na neperiodi¢ne funkcije. Fourierova transformacija je funkcija koja razlaze valni oblik, koji
je funkcija u vremenu, na frekvencije koje ga ¢ine. Rezultat dobiven Fourierovom transformaci-
jom je slozena funkcija frekvencije. Apsolutna vrijednost Fourierove transformacije predstavlja
frekvencijsku vrijednost prisutnu u izvornoj funkciji, dok njen kompleksni argument predstavlja

fazni pomak osnovne sinusoide u toj frekvenciji.

3.1. 1Izvod Fourierove transformacije pomoc¢u Fourierovog reda

Koeficijente trigonometrijskog Fourierovog reda iz jednadzbe (2.2) moZemo zapisati drugacije

na sljedeci nacin:

ap = o, ap = ¢ + Cc_y, by = i(cr — c_k), (3.1)
pri cemu su:
1 , 1 .
co = ayg, cp = é(ak — ibg), Cp = §(ak + ibg). (3.2)

Funkcija koju promatramo je definirana na intervalu [—L, L] iz ¢ega moZzemo zakljuditi da je

perioda osnovnog harmonika te funkcije jednaka 7, = 2L. Uvrstimo li sada u izraz (2.2) za

24 Z [ak cos < kmc) + by sin (2];:%)] . (3.3)

. a 2 . : . D
Osnovna frekvencija harmonika je jednaka wy = I te ju ubacujemo u gornji izraz i dobivamo:
0

T
L= ?U dobivamo:

e]
= % Z a, cos(kwoz) + b sin(kwoz)) . (3.4)

Uvrstavanjem novog oblika koeficijenata iz jednadzbi (3.1) i (3.2) u jednadZbu Fourierovog trigo-
nometrijskog reda zadanog preko osnovne frekvencije wy dobivamo:

0

f(x)=co+ Z [(ck + c—i) cos(kwox) + i(cy — c—y) sin(kwor)], (3.5)

k=1

odnosno kada izmnoZimo dobivamo:

f(x)=cy+ Z [c_i[cos(kwox) — isin(kwoz)] + cx[cos(kwoz) + i sin(kwox)]]. (3.6)

12
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Koristec¢i Eulerovu formulu e'® = cos(¢) + i sin(¢), pretvaramo ovaj izraz u:
o0
f(x) =co+ Z (c_ge Fomt 4 ¢peheorty (3.7)
k=1

odnosno kada razdvojimo sumu:

—1 ']
flz) =co+ Z et 0Tt 4 Z et (3.8)
k=1

k=—o0

Dvije sume iz gornjeg izraza moZemo jednostavnije zapisati i spojiti u jednu s promijenjenim
granicama sumacije. Dobivamo Fourierov eksponencijalni red koji je opCenitiji i obi¢no prikladniji

1 kompaktniji u usporedbi s trigonometrijskim Fourierovim redom:

e¢]
fl@)=cot+ Y, e (3.9)
k=—o0
Moze se prikazati da izraz vrijedi za opceniti interval, odnosno interval [— L, L], te tada Fourierov

eksponencijalni red glasi:

f@)=co+ > et (3.10)

k=—0o0

s koeficijentom cy, koji je u promatranom intervalu jednak:

1 L krxi
- = e 11
k=57 JL flx)e™ T dx (3.11)
. .. 1 1 Wo .. .
S promjenom frekvencije Av = — = — = — za promatrani interval [—L, L], uvrStavamo
To 2L 2m

koeficijent ¢y, iz jednadZzbe (3.11) u jednadzbu (3.10) te dobivamoo:

o L
f(x) _ Z [AVJ f(x)ek2”A”mdx] pk2m v (3.12)
k=—o00 L
Promatrali smo kako funkciju periodi¢nu na intervalu [—%Z, 7] odnosno [—L, L] razviti u Fo-

urierov red, no pustimo li da L — oo, dobivamo funkciju koja je periodi¢na na intervalu (—o0, c0),
s beskonacno velikim periodom. Tada i frekvencija tezi u nulu tj. Av = 0 u Fourierovom ekspo-
nencijalnom redu. Promatramo li taj izraz u limesu, suma se pretvara u integral, te se frekvencija
Av pretvara u dv, tj. diskretna varijabla se pretvara u kontinuiranu varijablu. Jednadzba poprima
sljedeci izraz:

@) = ﬁo d ﬁo [f(x)e 2 g2t (3.13)

Zamijenimo ponovno w = 27v dobivamo

f(z) = Jw F(w)e™*dw, (3.14)

—Q0
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gdje je:
= J f(z)e™™"d. (3.15)

Dobivena funkcija F' : C — C naziva se Fourierovom transformacijom funkcije f : R — C,
bududéi da izrazi F' i f sadrZavaju kompleksne brojeve, oba izraza daju i primaju kompleksne
vrijednosti. Tu se jasno vidi da Fourierova transformacija u principu predstavlja frekvencijski

spektar periodi¢nog signala x(t). Fourierova transformacija kona¢no glasi:

F{f(x) f fx)e " du, (3.16)
dok inverzna Fourierova transformacija glasi:
1 (® ,
FUFW)) = fla) = — J Flw)e d. (3.17)
2 J_ &

3.2. Opcenito o integralnim transformacijama

U proslom poglavlju smo prikazali izvod Fourierove transformacije, sada bi valjalo objasniti
Sto su to integralne transformacije. Integralne transformacije su linearni matematicki operatori koji
djeluju na funkcije za promjenu fizikalne domene. Transformacije se koriste za laksSe algebarsko
rjeSavanje integrala i diferencijalnih jednadzbi. Integralna transformacija ili pretvorba je vrsta
transformacije koja dodjeljuje funkciji f(z) novu funkciju F'(w). Za funkciju f(x) njena integralna

transformacija 7{f(z)} se odreduje po formuli:

T{f(z) f K(w, z)f(z)dz. (3.18)

Kompleksnu funkciju K koja sadrZi nezavisne varijable obje domene, zovemo jezgrom transfor-
macije, funkciju f originalom, a funkciju F' slikom. Domena orginala naziva se x-domena, a
domena slike w-domena. Koeficijenti «v i 5 definiraju interval transformacije. U sljedecoj tablici

navodimo nekoliko poznatih transformacija s parametrima:

Transformacija | Oznaka | o | 8 | Jezgra K(w,z) |

Laplaceova L 0 | e
Fourierova F — | © e
Mellinova M 0 | oo z!
Abelova A w | o —j%
Hilbertova H —0 | © 7r(fw(f)gc)

Tablica 3.1. Integralne transformacije s pripadnim parametrima

Tako primjerice Laplaceova transformacija glasi:

L{f(x) f flz)e “*dz, (3.19)
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dok je Fourierova transformacija dana s:
e¢]
F{f(2)} = F(w) = f f@)e = da. (3.20)
—0o0

Sljedeca dva svojstva vrijede za sve integralne transformacije. Buduci je svaka integralna tran-
sformacija u sustini integral, a integral je linearni operator, iz definicije integralne transformacije

mozemo zakljuciti da vrijedi svojstvo linearnosti.

Teorem 3.1 (Linearnost integralne transformacije). Neka su zadane funkcije f,g : R — C te neka

je T proizvoljna integralna transformacija. Tada za
T{f(x)} = Flw) @ Tig(x)} = Gw), (3.21)

vrijedi:

T{af(x) + bg(x)} = aT{f(x)} +bT{g9(z)} = aF(w) + bG(w), (3.22)

pri cemu su a,b € R proizvoljne konstante.

Nadalje, ako nam se u transformacijama pojavljuje neki koeficijent, skalar, koji mnoZzi vremen-

sku varijablu, transformaciju takve funkcije izrazavamo na sljede¢i naCin:

Teorem 3.2 (Svojstvo skaliranja vremenske varijable). Neka je zadana funkcija f : R — C,
te neka je T njezina proizvoljna integralna transformacija. Tada za T{f(x)} = F(w) i realnu

konstantu a # 0 vrijedi:

x
T{s (g)} — aF(wa). (3.23)
Direktna posljedica ovog izraza je svojstvo:
1
T{f(ax)} = art (%}) : (3.24)

Nakon $to primijenimo integralnu transformaciju, nalazimo se u domeni slike (w-domeni), a
za povratak u polaznu domenu moramo primijeniti inverznu transformaciju. Za gore navedenu

Laplaceovu transformaciju, inverzna Laplaceova transformacija glasi:
1 e 0]
LHFW)} = f(z)=—| Fw)e"“dw, (3.25)
21 ) _o
odnosno, inverzna Fourierova transformacija za Fourierovu transformaciju:
| ,
FUFW)) = fz) = — f Flw)e™ d. (3.26)
2 ) o
Postoje mnoge vrste integralnih transformacija sa Sirokim rasponom primjena, ukljucujuci di-
gitalnu obradu slike i obradu signala, te u fizici, inZenjerstvu, statistickoj i matemati¢koj analizi.
Tako primjerice, primjenom integralnih transformacija, zahtjevnu diferencijalnu jednadzbu svo-
dimo na jednostavniju, ¢esto algebarsku jednadzbu. U tom slucaju, da bi dosli do rjeSenja polazne
jednadZbe na dobiveni rezultat, potrebno je primijeniti inverznu integralnu transformaciju kako bi

dobili konacno rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe.
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3.3. Fourierova transformacija nekih jednostavnijih funkcija

U ovom ¢emo poglavlju izvesti Fourierove transformacije nekih jednostavnijih funkcija koje

se Cesto koriste u primjenama.

Primjer 3.1. U ovom primjeru ¢emo prouciti Fourierovu transformaciju eksponencijalne funkcije.

Funkcija je zadana na sljedeci nacin:
flx) =e"u(x), za aeRT, (3.27)

gdje je u(x) Heavisideova step funkcija. Na sljedecoj slici moZemo vidjeti graficki prikaz ove

funkcije. Prema definiciji Fourierove transformacije slijedi:

10 T
9 i

8| .

Slika 3.1. Eksponencijalna funkcija iz izraza (3.27) za a = 1. Izvor: Izrada autora.

Fif@) = Flw) F ey ()= . (3.28)

—o0
Posto je funkcija pomnoZena s Heavisideovovom step funkcijom, vrijednosti razlicite od nule po-
prima samo na intervalu [0, c0|. Zbog toga moZemo promijeniti podrudje integracije i gornji izraz
zapisati u sljedecem obliku:

Q0

F{f(z)} = F(w) = J e~(@t)e gy, (3.29)

0

Rjesavanjem integrala dobivamo:

F - F — 1 —(a+iw)z 3.30
(A} = Fw) = fiy S| (3.30

Kako je a > 0, slijedi da je
lim e~ (@F)e = (3.31)

£—00
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pa gornji izraz prelazi u

1
F =F = , 3.32
)} = Flw) = ——- (3.32)
cime smo dobili Fourierovu transformaciju eksponencijalne funkcije. Primijetimo da bi u slucaju

da je a < 0 pripadni integral divergirao i ne bi bilo moguce odrediti Fourierovu transformaciju.

Odredimo sada Fourierovu transformaciju jo$ jedne eksponencijalne funkcije koja takoder ima
znaCajnu primjenu.

Primjer 3.2. U ovom primjeru ¢emo prouciti Fourierovu transformaciju eksponencijalne funkcije
s apsolutnim argumentom. Funkcija je zadana na sljedeci nacin:

—kx
— € ;T = 07
o) = e M = (3.33)
ez <0,
pri Cemu je k € R*, a graficki je prikazana na sljedecoj slici.
12
= , _
.‘\I
08
06 \
04 \
02+ \
/ \
/| AN
0 | | T | | | T | |
-10 8 6 4 2 0 2 4 6

8 10
Slika 3.2. Eksponencijalna funkcija iz (3.33) za k = 1. Izvor: Izrada autora.

Zadanu funkciju uvrstimo u definiciju Fourierove transformaciju te dobiveni izraz razdvojimo
na dva integrala:
.F{f($)} = J e—k\l’|6—zwxd$ _ J ek:ze—zwxdl, + J e—kxe—zwxdz‘
0 C

0
Sredujemo izraz pod integralom i dobivamo:

(3.34)
Fif(@)) = f h-i)e gy f (i gy,

(3.35)
0
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U svrhu lakseg integriranja, moZemo promjeniti granice integracije u prvom integralu promjenom

predznaka u eksponentu. Dobivamo:

F{f(x)} = L e ke dy 4 L e ke gy, (3.36)

Direktnom integracijom dobivamo:

0

, (3.37)

—(k —iw k + iw) .

F{f(x)} = [;)6_(’“‘1’“”] ‘00 i [_(;e—(k-&-iw)x]

Sto uvrstavanjem granica integrala prelazi u:

R B Rl R [ e Rt ] FRCE)

odnosno:
1 1 _ k+iw+k—iw 2k

—iw+k+iw  (k—iw)(k + iw) TR 4w

Fif)} = -

Napomenimo da je uvjet pozitivnosti parametra k osigurao konvergenciju svih navedenih inte-

(3.39)

grala. Graficki prikaz dobivene Fourierove transformacije funkcije dan je na sljedecoj slici:

1.2 T T T T T

0.8 f -

06| .

02 \ -

/ M,

/ .
. | a | LN |
20 15 10 5 0 5 10 15 20

Slika 3.3. Fourierova transformacija funkcije iz (3.33) za k = 1. Izvor: Izrada autora.

U sljede¢em primjeru odredit cemo Fourierovu transformaciju pravokutne funkcije.

Primjer 3.3. Promotrimo pravokutnu funkciju zadanu s:

<< —g, (3.40)

N AN
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Ciji je graficki prikaz dan na sljedecoj slici.

08 1

0.7 1

06 1

05 1

04 1

03 1

02 1

0.1 -

-3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 3.4. Neperiodi¢na pravokutna funkcija iz jednadzbe (3.40). Izvor: izrada autora.

.. .. . .. . ™ T VI .
Vidimo da funkcija poprima vrijednost 1 na intervalu [—5, 5| a inace je jednaka nuli. Da
bismo mogli izracunati Fourierovu transformaciju funkcije moramo podijeliti podrucje integracije

u tri dijela: Integral funkcije u intervalu <—oo, —g] gdje funkcija poprima vrijednost 0, u inter-
T T 7

valu [—5, 5] gdje ima vrijednost 1, te u intervalu [5, oo> gdje funkcija ponovno ima vrijednost

0. Uvrstavanjem u definiciju Fourierove transformacije dobivamo:

_T
2

Fe) =P = [ o= [ ot [

—0 —

0

le ™“%dr + j Oe~“Tdzx. (3.41)

Wl

Iz gornje jednadzbe vidimo da ¢e prvi i treci integral biti jednaki nuli posto je vrijednost funkcije
u tim intervalima jednaka nuli, pa nam preostaje samo da izracunamo integral:

™

Fif(2)} = F(w) = J ey, (3.42)
-3
Nakon integriranja dobivamo sljedeci izraz:
1 ' ™ ; s
Fw) = —— [e—% _ e*’w(*f)} . (3.43)
iw

Ovaj cemo izraz zapisati u nesto povoljnijem obliku koji se Cesce koristi. Algebarskom manipula-
cijom neposredno slijedi:
2t 1, .« , x
F(w) = === (w2 — g w3 3.44
() wT 21 ( ) ( )
Da bismo mogli pojednostaviti gornji izraz moramo upotrijebiti Eulerovu formulu za kompleksni

zapis sinusa pomocu eksponencijalnih funkcija koja glasi

sin(g) = Imfeity = 7 (3.45)
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upotrebljavanjem gornjeg izraza slijedi:

= : o = 7 sine (7) , (3.46)
gdje je funkcija .
sine(z) = SIZ“T. (3.47)
Graficki prikaz funkcije iz (??) prikazan je na sljedecoj slici.
35
3 h“\
25 ‘I"‘.‘I 1
2 ."‘ ‘II‘.‘
15 "‘.‘ 1
.l ::‘I I"‘I‘ ]
05 N ."‘I‘ I"‘I‘ N
o5k - '\,\d / "'«,\ -
'1,5 4‘1 3 2 1 (I) 1

Slika 3.5. Fourierova transformacija pravokutne funkcije. Izvor: Izrada autora.

Sada ¢emo odrediti Fourierovu transformaciju Diracove delta funkcije.

Primjer 3.4. Diracova' delta funkcija definira se izrazom

o, x =0,
0(x)

(3.48)
0, inace,
pri cemu mora vrijediti sljedece svojstvo:

ﬁo 5(x) = 1.

Svakako treba napomenuti da na Diracovu delta funkciju moZemo gledati kao na funkciju

samo u generaliziranom smislu buduci da su njena definicijska svojstva u kontradikciji s klasicnom
teorijom funkcija. [?]. Funkcija dana je graficki na sljedecoj slici.

"Paul Dirac (1902. - 1984.), engleski teorijski fizi¢ar

(3.49)
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Slika 3.6. Diracova delta funkcija. Izvor: Izrada autora.

Diracova delta funkcija ima jedno vaZno svojstvo koje se Cesto koristi kod dokazivanja njenih

svojstava, a zove se svojstvo prosijavanja. To je svojstvo opisano u sljedecoj lemi. [?]

Lema 3.1 (Svojstvo prosijavanja). Neka je f integrabilna funkcija. Za Diracovu 0 funkciju vri-
jedi:
oo}
J F@)(x — a)dz = f(a), (3.50)
—0

pri cemu je a € R proizvoljna konstanta.

Odredimo sada Fourireovu transformaciju Diracove delta funcije. Uvrstavanjem u definiciju

Fourierove transformacije slijedi:
w .
Fio(x)) = f 5(x)e " dg. (3.51)
-0

Direktnom primjenom svojstva prosijavanja na ovaj izraz dobivamo

F{o(z)} = e7™*| _ =1 (3.52)

Analognim postupkom moZe se zakljuciti da vrijedi

1
Ho(w)} = — 3.53
FUo) = o (3.5
te da je
1

F {5} — (W), (3.54)

Sto je rezultat koji ¢e nam trebati u sljedecem primjeru.

Sada ¢emo odrediti Fourierovu transformaciju Heavisideove step funkcije.
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Primjer 3.5. Heavisideova funkcija je prije spomenuta te je dana izrazom (2.7), te je njen graficki

prikaz dan na sljedecoj slici.

08

06

04+

02r

2 -1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

Slika 3.7. Heavisideova step funkcija. Izvor: Izrada autora.

Heavisideova funkcija nije integrabilna na citavom skupu R, stoga njenu Fourierovu transfor-
maciju ne moZemo odrediti direktno. Kako bi odredili Fourierovu transformaciju Heavisideove

funkcije koristit cemo se sljedecom jednakosti:

— 1’ —ax
o) = Jum e

u(z), (3.55)

temeljem koje ¢emo pronaci kandidata za Fourierovu transformaciju Heavisideove funkcije. Na-
ime, problem je u tome Sto se razmatra limes kompleksne funkcije koji jako ovisi o putanji, tako da

primjenom ove formule moZemo samo naslutiti o kojoj se funkciji radi.

Prema rezultatu iz primjera 3.1 vrijedi:

1 1
Ulw) =F = lim F{e ™ = li = —. 3.56
() = Flu(n)} = Jim Fle™u(e)) = hm 2 = .56
1
Da bi se uvjerili da smo dobili dobru transformaciju odredimo Fourierov original funkcije —.
w
Prema definiciji inverzne Fourierove transformacije i vrijedi:
1 1 © 1 1 0 wr 0wz
F 1l =\ = _J —edw = — J ‘ dw—lrf C dw). (3.57)
w 21 J_ o W 2 \J_o w 0 w

Napravimo li u prvom integralu supstituciju w = —\, dobivamo:

1 1 0 —idx DO iwx
f*{f}z—f(—ffz w+f e(m). (3.58)
w 2mi 0 A 0 w

Ako varijablu intgracije A\ zamijenimo s w, gornji integral moZemo zapisati kao:

1 1 X iwxr _ ,—IwWT
;4{_}:_J e (3.59)

w T Jo 21w




Primjenom formule (??) dobivamo

£ {i} _ lf’o sinwxdw’
iw ) w

¢ime smo dobili Dirichletov integral, odnosno [?]

a0 1 t
[Fanty_x
.1 2

Sada moZemo zakljuciti da je:

1
. 1 5, x>0,

odnosno vrijedi:
1 1
Flu(z)} = .7:{5} + —.

Sada primjenom (??) konacno dobivamo

Flu(z)} = mo(w) + —.

3.4. Svojstva Fourierove transformacije
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(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

U nastavku su dana svojstva Fourierove transformacije koja nam koriste za lakSe rjeSavanje

nekih problema na koje nailazimo njenom primjenom.

Teorem 3.3 (Svojstvo vremenskog pomaka). Neka je zadana funkcija f : R — C, te neka je F'

njezina Fourierova transformacija. Za xo € R koja predstavlja pomak u vremenu funkcije f(x)

Cija je Fourierova transformacija jednaka F (w), vrijedi:
Fif(w — o)} = Flw)e™™.

Dokaz. Po definiciji Fourierove transformacije imamo:

Fif(e—20)} = J_Z (= z0)e .

Supstituiramo i, radi lakSeg integriranja, A = x — x(, dobivamo:

Fif—s) = [ o0y

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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Clan e~ pe sadrZi varijablu integracije pa ga moZemo izluditi ispred integrala:

Fi{f(x —zo)} = e ™m0 foo FN)e ™ AdN. (3.69)
—
Pod integralom nam ostaje izraz za Fourierovu transformaciju, te konacno dobivamo:
F{f(x —x0)} = F(w)e ™. (3.70)
]

Teorem 3.4 (Svojstvo frekvencijskog pomaka). Neka je zadana funkcija f : R — C, te neka je

F' njezina Fourierova transformacija. Za wg € R vrijedi:

F{f(x)eT™"} = F(w+ wp). (3.71)

Dokaz. Po definiciji Fourierove transformacije imamo:
F{f(x)e™*} = f(z)e ey, (3.72)
J—0o0
Pojednostavimo li vrijednost unutar integrala za lakSu integraciju, izraz poprima oblik:

o0

F{f(x)e™*} = f(:c)e”'(“’“")“d:c. (3.73)

J—00

Pod integralom nam ostaje definicija Fourierove transformacije, te kona¢no dobivamo:
F{f(x)e™*} = F(w — wp). (3.74)
[

Teorem 3.5 (Svojstvo dualnosti). Neka je zadana funkcija f : R — C, te neka je F njezina Fouri-
erova transformacija. Tada postoji funkcija F(x) u vremenskoj domeni koja ¢e imati Fourierovu

transformaciju f(w) u frekvencijskoj domeni i vrijedi:

F{F(x)} =2nf(—w). (3.75)

Dokaz. Koristeéi inverznu Fourierovu transformaciju imamo:

1 (* .
FUFW)) = fla) = — J F(w)e du. (3.76)
2 J_ &
Supstituiramo li © = —x dobivamo:
1 [ .
f(—u) = —f F(w)e ™" dw. (3.77)
2 J_ o
Sada zamjenimo varijablu u s varijablom w 1 pomnoZzimo cijelu jednadZbu s 27:
Q0
2 f(—w) = J F(u)e™™"du. (3.78)
—00

Izraz s desne strane jednadZbe je obicna Fourierova transformacija, te slijedi:

F{F(x)} =2nf(—w). (3.79)
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Teorem 3.6 (Fourierova slika derivacije). Neka je zadana funkcija f : R — C, te neka je F

njezina Fourierova transformacija. Vrijedi:

F {%Sj)} = iwkF(w), (3.80)
odnosno: on
F{ aj;:(f)} = (iw)"F(w), (3.81)

pri Cemu je % operator deriviranja po varijabli .

Dokaz. Inverzna Fourierova transformacija glasi:

1 (” ,
FUF(W)} = flo) = — f F(w)e™*dw. (3.82)
21 J_
Deriviranjem ovog izraza po varijabli x dobivamo:
of(x) o1 (* .
= —|=— F “dw | . 3.83
or or |27 JOO ()™ da (3:83)
Konstantu % stavljamo ispred oznake derivacije, te izraz u integralu deriviramo i dobijemo:
of(x) iw [ :
el F wr . 3.84
) P a8
Na ovaj izraz sada djelujemo operatorom F i dobivamo:
0
F {@} — iwF(w). (3.85)
x

Ponovnom derivacijom pove¢avamo potenciju ¢lana 1w, te moZemo zapisati da za n-tu derivaciju

funkcije f vrijedi sljedeci izraz:

LTI s

ox"

]

U nastavku rada od velike vaznosti je operacija konvolucije funkcija. Konvolucija dvaju func-
kija fi(z) i fo(z) definira se kao integral njihova umnoska nakon $to se jedna funkcija zrcali oko

osi ordinata i pomakne za vrijednost 7, a oznaCava se s operatorom .

Fourierova transformacija konvolucije dvaju funkcija u vremenskoj domeni dana je sljede¢im

teoremom.

Teorem 3.7 (Konvolucija u vremenskoj domeni). Fourierova transformacija konvolucije funk-
cija f1(x) i fo(x) u vremenskoj domeni jednaka je umnoSku njihovih Fourierovih transformacija,

odnosno vrijedi:
Fifi(z) = fala)} = Fi(w) - Fa(w), (3.87)

pri Cemu su Fy(w) i Fy(w) Fourierove transformacije funkcija fi(z) i fo(x), fi, fo: R — C.
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Dokaz. Prema definiciji konvolucije i Fourierove transformacije, Fourierova transformacija ko-

nvolucije dvaju funkcija dana je izrazom:

F{fi(x) = fo(z)} = foooo [JOOOO fi(7) fo(z — T)dT:| e dx. (3.88)

Posto je interval integracije isti kod oba integrala, moZemo promjeniti poredak integracije. Zatim,

¢lan f;(7), posto ne ovisi o varijabli x, moZemo izluditi ispred integrala. Dobivamo:

Fih() + fola)} = ﬁo A7) [ f; ol — T)ewdx] dr. (3.89)

Uvodenjem supstitucije z = 7 + 6 slijedi:

F{fi(z)« fo(z)} = Fw fi(xz —0) [ r; fg(e)e—W”)dx] dr, (3.90)

Sto sredivanjem prelazi u:

Fih@) + fola)} = Fw ol — 0) [ f; f2(0)6_wedx] T dr (3.91)

Izraz u uglatim zagradama je po definiciji Fourierova transformacija, te moZemo zapisati:
w .
FUh@) fla)) = | o= 0)Fswye “mar 3.9
—0

Funkcija F>(w) ne ovisi o varijabli 7 te ju izlu¢ujemo ispred integrala. Takoder, uo¢avamo da je

T = ¢ — w te dobivamo:
F{fi(x) = fo(x)} = Fg(w)f fi(r)e “Tdr. (3.93)

Izraz s desne strane znaka jednakosti je jednak Fourierovoj transformaciji funkcije f;(x) pomnoZen

s Fourierovom transformacijom funkcije fo(x):

F{f1(@) « foz)} = Fi(w)Fa(w), (3.94)
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. [

Teorem 3.8 (Konvolucija u frekvencijskoj domeni). Neka su zadane funkcije fi, fo : R — C te

neka su I i F; njihove Fourierove transformacije. Tada vrijedi.

FUA@ L) = 5= [F) » F)]. (3.95)

Dokaz. Konvolucija signala u frekvencijskoj domeni izracunava se slicno kao konvolucija signala

u vremenskoj domeni. ZapiSemo Fourierovu transformaciju umnoska dvaju funkcija:

PR h@) = [ h@he . 396



27

Koristedi izraz za inverznu Fourierovu transformaciju funkcije f;(z) dobivamo:

Fifi(z) fa(z)} = f ) [i f : Fl()\)e““"d)\] fo(z)e ™ dz. (3.97)

o L2m ) o

Kao i kod dokaza prethodnog teorema mijenjamo poredak integracije, a konstantu % stavljamo na

poletak izraza, te izluCujemo Clan F;()\) ispred unutarnjeg integrala poSto ne ovisi o varijabli .

Dobivamo: e "
Fh@h@) = 5 [ A0 | [ s © )i 399)
T J-w —0
Izraz u uglatim zagradama je po definiciji Fourierova transformacija u varijabli w — A, te moZemo
zapisati:
1 Q0
FUh@h@) = 5- [ ROR@- YA (3.99)
—00

Izraz u integralu je izraz za konvoluciju dvaju signala u frekvencijskoj domeni po varijabli w s

pomakom A, pa slijedi:
1

Flfi(z) fa(z)} = %[Fl (w) * Fy(w)], (3.100)

¢ime je teorem dokazan. [

Teorem 3.9 (Fourierova transformacija integrala). Neka je zadana funkcija f : R — C, te neka

je F' njezina Fourierova transformacija. Tada vrijedi

F Uw f(T)dT} _E@) L r(0)s(). (3.101)

o,

Dokaz. Za dokazivanje ovog svojstva koristimo varijantu Heavisideove funkcije koja poprima vri-

jednost 1 za x > 7, a za sve ostale vrijednosti varijable 7 je jednaka nuli:

1, z=7,
u(z —71) = (3.102)
0, inace,

kao i Heavisideovu step funkciju u(z) koju sada moZzemo definirati s:
u(z) =u(x —7), zaT = 0. (3.103)

Konvolucija funkcije f(z) i u(x) jednaka je:

f(z) = u(x) = Jj:o f(ru(z — 1)dr = J:O f(r)dr, (3.104)

Sto znaci da je za dokaz teorema dovoljno promatrati konvoluciju tih dviju funkcija. Prema pret-

hodnom teoremu moZemo zapisati sljedece:
F{f () s u(z)} = Fw)U(w), (3.105)

pa prema rezultatu primjera ?? dobivamo:

Fif(@) s ul@)} = Fw) <,i + 7r5(w)> . (3.106)
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Kako Diracova delta funkcija ima vrijednost samo u nuli, kona¢no dobivamo:

F{f(x) =u(x)} = % + TF(0)d(w), (3.107)

¢ime je teorem dokazan. [

Moduliranje ili modulacija je postupak mijenjanja amplitude i frekvencije neke funkcije po-
mocu sinusnih i kosinusnih komponenata. Ovaj se proces koristi u obradi signala u svrhu pobolj-
Sanja odziva nekog signala poSto komponenta s kojom moduliramo u praksi ima vecu frekvenciju,
te ima bolja svojstva Sirenja prijenosnim medijem. Sljedeci teorem prikazuje kako se moduliranje
ponasa u relaciji s Fourierovom transformacijom. Pokazat ¢emo da ako neku funkciju f(x) modu-
liramo sinusoidalnom funkcijom frekvencije wy u vremenskoj domeni, pomicemo spektar signala

u frekvencijskoj domeni za vrijednost frekvencije wy.

Teorem 3.10 (Svojstvo modularnosti Fourierove transformacije). Neka je zadana funkcija f -

R — C, te neka je F njezina Fourierova transformacija. Vrijede jednakosti:

F{f(x)sin(wox)} = %F(w —wp) — %F(w + wo), (3.108)
i
F{f(z)cos(wox)} = %F(w — wp) + %F(w + wp)- (3.109)

Dokaz. Koristimo se Eulerovim formulama za raspis sinusa i kosinusa koje glase:

WO T —iwoT

sin(wor) = Jm{eor} = % (3.110)
cos(wpr) = Refe0"} = M (3.111)
Koristeci svojstvo linearnosti dobivamo:
FUf (@) sin(wpr)} = %]—"{ Fa)eomy — %f{ F)e o). (3.112)
Potom primjenom teorema o frekvencijskom pomaku dobivamo:
F{f () sin(wor)} = %F(m ) — %F(w ). (3.113)

Na sli¢an na¢in mozZemo i dokazati modularnost signala kosinusoidalnom funkcijom Ponovno,

koristeci svojstvo linearnosti dobivamo:
F{f(x)cos(woz)} = %}"{f(x)emoz} + %]—“{f(:z:)ei”ox}, (3.114)
te primjenom teorema o frekvencijskom pomaku slijedi:
F{f(x)cos(wox)} = %F(w—wo) + %F(w—i—wo). (3.115)

]
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3.5. Fourierova tranformacija Gaussove funkcije

U ovom poglavlju odrediti éemo Fourierovu transformaciju tzv. Gaussove® funkcije koja je
izuzetno bitna za rjeSavanje jednadzbe provodenja topline. Istaknimo da odredivanje Fourierove
transformacije ove funkcije nije jednostavno i da ¢emo u postupku koristiti neke teoreme iz pret-

hodnog poglavlja.

Inace se Gaussova funkcija koristi se modeliranje distribucije normalno distribuiranih slu¢ajnih

varijabli, te se naziva jo§ Gaussova prirodna razdioba, a definirana je sljede¢im izrazom:
fl@)=e"" zaa>0, (3.116)

dok je njen graficki prikaz dan na sljedecoj slici:

08*F \ 4

06 F 4

0.2+ 1

Slika 3.8. Gaussova funkcija za a = 1. Izvor: Izrada autora.

Tijekom izraCunavanja Fourierove transformacije Gaussove funkcije nailazimo na jedan slo-

Zeni nepravi integral kojeg cemo rijesiti u iducoj lemi.

Lema 3.2 (Gaussov integral). Neka je a > 0, a € R. Tada vrijedi:

J e~ 4y — \/E 3.117)
- a

Dokaz. Uvedimo oznaku:

© 2
I = J e “dx. (3.118)
—o0
Kvadriranjem ovog izraza i primjenom Fubinijeva teorema dobivamo:
*© 2 © 2 © © 2 2
I’ = f e “dx - J e Ydy = J f eV ) dady. (3.119)
—00 — —0 J—00

2Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.) njemacki matematicar i fizi¢ar
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Prelaskom na polarne koordinate, odnosno supstitucijom za:
r2 =22+ 42 &= arctan (9) , (3.120)
i

dobivamo sljedece:

0 2T ) 0 0 ) 0 )
I? = J J re” " dodr = J dgbf re " dr = QWJ re " dr. (3.121)
0o Jo 0 0

0

Preostali integral moZzemo rijesiti supstitucijom —ar? = ¢, pa je —2ardr = dt. Kako bi is-
koristili navedenu supstituciju, algebarskom ¢emo manipulacijom prosiriti podintegralnu funkciju,

pri ¢emu dobivamo:

o0 —0 —w0
I? = —ZJ —2are=""dr = —ZJ etdt = —Ze¢t = —, (3.122)
a Jo a Jo a o
odakle neposredno slijedi tvrdnja leme. 0

Odredimo sada Fourierovu transformaciju Gaussove funkcije. Po definiciji Fourierove tran-

sformacije imamo:

e o]
Fif(x)} = F(w) = J e~ Ty (3.123)
—0
Deriviramo li cijeli izraz po varijabli w dobivamo:
d d ® >
—F(w) = — T e x| . 3.124
= (w) oy [Jwe e x] ( )

Funkcija s desne strane jednakosti u w-domeni ovisi o varijabli w pa dobivamo F”(w). Pod integra-

lom jedini ¢lan koji ovisi o nezavisnoj varijabli w je jezgra Fourierovog integrala. Tako dobivamo:
“ 2 d :
Fl(w) = T — e d 3.125
() f@e ——le ] de, (3.125)
odnosno kada sredimo izraz i deriviramo dobivamo:
0 ) '
F'(w) = —z'f e~ e dr, (3.126)
-0
Sto se u svrhu lakSeg rjeSavanja moze zapisati u obliku:

'L. e 0]

Fllw)=—— | 2aze e %dy. (3.127)
2a J)_
Bududi je:
d
- || = —20we, (3.128)
dx
promatrani izraz moZemo zapisati u obliku:
i (* d 2 A
Flw) = o | o [em|eeda. 3.129
() 2a JOO dz ‘ ¢ v ( )
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Vidimo da je ¢lan pod derivacijom funkcija iz izraza (??) ¢iju Fourierovu transformaciju tra-

zimo. Uvazavajuci tu Cinjenicu, integral moZemo zapisati u obliku:

. o0
Fl(w) = if F(x)e ™ dz, (3.130)
2a J_4
odnosno: .
Fl(w) = QLf{f’(x)}. (3.131)
a
Sada moZemo iskoristiti svojstvo Fourierove transformacije iz Teorema ??. Slijedi:
Fl(w) = —iwF(w), (3.132)
2a
Sto sredivanjem prelazi u:
Fl(w) = —;F(w). (3.133)
a

Ovime smo dobili obi¢nu diferencijalnu jednadZbu koju moZemo rijeSiti metodom separacije

varijabli, pa dobivenu diferencijalnu jednadzbu zapisujemo u obliku:

1 w

——dF(w) = —dw. 3.134
F(w) () 24" ( )
Integriranjem ovog izraza slijedi:
1 w
——dF(w) = | ——dw. 3.135
f F(w) () j 2q" ( )
odnosno rjeSavanjem integrala:
2
In |F(w)| = —Z—a +C, (3.136)

gdje je C' € R konstanta integracije. Koristeéi svojstva prirodnog logaritma, ovaj se izraz moZze

zapisati u obliku:

w2

F(w) = Ce 4a. (3.137)

Uocimo da je F'(0) = C, pa éemo konstantu C' izralunati, ako w izjedna¢imo s nula u izrazu (2?).

Primjenom prethodne leme tako slijedi:

F(0) = F e’ dy = \/g —C. (3.138)

Uvrstavajudi vrijednost dobivene konstante C' u izraz (??) kona¢no dobivamo Fourierovu transfor-

maciju Gaussove funkcije iz izraza (2?):

wQ

FUf(2)} = Flw) = \/ff 3.139)

Ciji je graficki prikaz dan na sljedecoj slici.
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Slika 3.9. Fourierova transformacija Gaussove funkcije iz (??) za a = 1. Izvor: Izrada autora.

Analizirajuci ovaj rezultat moZemo uociti jednu zanimljivu ¢injenicu. Naime, Fourierova tran-
sformacija Gaussove funkcije takoder je Gaussova funkcija, ali s neSto ve¢om maksimalnom vri-

jednosti i sporijim padom tj sporijom raspodjelom u vremenu.



4. Jednadzba provodenja topline

U ovom poglavlju ¢emo ukratko objasniti $to su to parcijalne diferencijalne jednadZzbe te pro-
uciti njihovu osnovnu podjelu, te svojstva koja ih opisuju. Na jednom primjeru demonstrirati ¢emo
postupak rjesavanja jedne jednostavne parcijalne diferencijalne jednadzbe. U zadnjem dijelu ovog

poglavlja napravit ¢emo izvod jednadZbe provodenja topline te objasniti njenu klasifikaciju.

4.1. Opcenito o parcijalnim diferencijalnim jednadzbama

Diferencijalne jednadZbe dijelimo na obi¢ne i parcijalne diferencijalne jednadzbe. Obic¢na di-
ferencijalna jednadzba je vrsta jednadZbe koja sadrzi nepoznatu funkciju koja ovisi samo o jednoj
nezavisnoj varijabli, te derivaciju te nepoznate funkcije s obzirom na tu varijablu. Kontrastno,
parcijalna diferencijalna jednadzba je vrsta jednadZbe koja u sebi sadrzi jednu ili viSe parcijalnih
derivacija nepoznate funkcije u(x,y) s obzirom na varijable x i y, te njezino rjeSenje, ovisi o ba-
rem dvije varijable. Vrlo Cesto ovisi o varijablama x i ¢t kada = oznaCava poloZaj u prostoru, a ¢

oznacava vrijeme., pri ¢emu varijabla x primjerice predstavlja pomak koji ovisi o vremenu y.

Formalnu, parcijalnu diferencijalnu jednadzbu definiramo na sljede¢i nacin.

Definicija 4.1. Parcijalna diferencijalna jednadzba je jednadZba u obliku:
F(2, Y, ooy Uy Ug,y Uy, ooy Uy Ugyyy Uy, ) = 0. 4.1)

za danu funkciju F', gdje je u nepoznata funkcija koja ovisi o nezavisnim varijablama x i y. Parci-

jalne derivacije nepoznate funkcije s obzirom na te varijable oznacavamo s:

ou ou 0%u 0*u 0%
Up = —, Uy = =) U ==

= _cu 42
ox’ oy’ o2 oz oy Y oy? “4.2)

Parcijalne diferencijalne jednadzZbe klasificiramo po nekoliko kriterija, $to je potrebno posto

prema tim kriterijima moramo odabrati ispravan nacin za njeno rjeSavanje. [?]

1. Red: Red diferencijalne jednadzbe odreden je redom najviSe derivacije u jednadzbi. Tako
je primjerice jednadzba:

Ut = CQU&C:{:) (43)

koju zovemo jednodimenzionalna valna jednadZba, parcijalna diferencijalna jednadzba dru-

gog reda.

2. Broj varijabli: Pod brojem varijabli mislimo na broj nezavisnih varijabli u jednadZbi. Tako
jednadZzba:
Ugy + Uygyy + Uy = Oa (44)
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koju zovemo trodimenzionalna Laplaceova jednadZba, ima tri varijable! i drugog je reda.

3. Linearnost: Parcijalna diferencijalna jednadzba je linearna ako je linearna u nepoznatoj
funkciji i njenoj derivaciji (nisu primjerice kvadrirane ni mnozZene nekim skalarom). Tocnije,

parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda je linearna ako se moze zapisati u obliku:
AUgy + DUy + clyy + du, — euy + fu = g. 4.5)
gdjesua,b,c,d, e, fig proizvoljne konstante ili funkcije nezavisnih varijabli z i y.

4. Homogenost: Linearna parcijalna diferencijalna jednadzba je homogena ako je desna strana
jednadZbe (??) jednaka nuli, odnosno ako je koeficijent ¢ = 0. U protivhom, jednadzba je

nehomogena.

5. Vrsta koeficijenata: Ako su koeficijenti a,b,c,d,ei f u jednadzbi (??) konstante, jed-
nadZzba je parcijalna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima, u protivnhom je

s promjenjivim koeficijentima.

6. Podskupina jednadzbe: Sve parcijalne diferencijalne jednadzbe dijelimo u tri glavne pod-
skupine s obzirom na determinantu D = b? — 4ac, &ije koeficijente uzimamo iz jednadzbe

(??). Tada jednadZzbe klasificiramo na sljedeci naCin:
a) Paraboli¢ne: Opisuju protok topline i difuzijske procese. Primjer:
Up = Uy b* — dac = 0. (4.6)
b) Hiperboli¢ne: Opisuju titrajne sustave i valne pojave. Primjer:
U = Ugy b* — dac > 0. 4.7)
c) Elipti¢ne: Opisuju stacionarna stanja procesa (steady-state). Primjer:

U + Ugy = 0 b2 — 4ac < 0. (4.8)

Parcijalne diferencijalne jednadzbe matematicki opisuju mnoge procese u fizici poput dina-
mike fluida, elektriciteta, valnih pojava, magnetizma, elektrodinamike ili Sto ¢emo mi promatrati,
protoka topline u vodicu. U elektrostatici parcijalne diferencijalne jednadzbe moZemo iskoristiti
za opisivnje elektricnog potencijala ¢ pri danom rasporedu elektrickog naboja. U kartezijevim
koordinatama potencijal je opisan jednadZbom:

0? 0? 0?
Ap = [6_9:2 + oW + @]

'Izraz s lijeve strane znaka jednakosti naziva se jo§ Laplaceov operator ili Laplacian i oznadava se s A, definira
se kao divergencija (V) gradijenta funkcije (V f), Af = V2f.

$(z,y,2) = é (4.9)
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gdje je p gustoca elektricnog naboja, ¢, dielektricna permitivnost vakuuma, a A ve¢ navedeni
Laplaceov operator. Ova jednadZzba se takoder naziva i Poissonova?® parcijalna diferencijalna jed-

nadzba.

Kod rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi ne postoji univerzalna metoda rjeSavanja,
ve¢ metode ovise o njihovom tipu, a vrlo Cesto se koriste metode koje mijenjaju parcijalnu dife-
rencijalnu jednadzbu u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. U jednostavnijim slucajevima, parcijalne
diferencijalne jednadZbe se mogu rijesiti direktnom integracijom ili uvodenjem novih varijabli kao

Sto ¢emo vidjeti u sljedeCem primjeru.
Primjer 4.1. Nadimo opce rjesenje parcijalne diferencijalne jednadZbe zadane s:

Uy + 1y = 0. (4.10)

Zadana jednadzba je linearna, homogena, parcijalna diferencijalna jednadZba prvog reda s

dvije varijable i s konstantnim koeficijentima.

Temeljeni princip rjeSavanja ove jednadzbe leZi u pretpostavci da se njeno rjesenje u(zx,y)
moZe napisati kao produkt dvaju funkcija o(x) i 5(y), tako da jedna samo o nezavisnoj varijabli
x, a druga samo o nezavisnoj varijabli y. Uz danu pretpostavku jednadZbu moZemo zapisati na
sljedeci nacin:

By)a'(z) + afz)B'(y) = 0. (4.11)

Sada radimo separaciju varijabli, tj. prebacujemo funkcije zavisne o varijabli x na lijevu, te

funkcije zavisne o varijabli y na desnu stranu jednadZbe. Dobivamo:
——a/(z) = ———F'(y). (4.12)

Posto lijeva strana jednakosti ovisi iskljuc¢ivo o nezavisnoj varijabli x, a desna strana jed-
nadzbe o nezavisnoj varijabli vy, jedini nacin da jednadZba ima smisla je da postoji zajednicka

konstanta c € R s kojom se mogu izjednaciti lijeva i desna strana jednakosti, tj. da vrijedi:
——ad(z) = ———pF'(y) =c (4.13)

S ovime smo podijelili parcijalnu diferencijalnu jednadZbu na dvije obicne diferencijalne jed-

nadZbe koje su rjesive direktnom integracijom.

L,
L
_ﬁ(y_)ﬁ (y) = c. 4.15)

2Siméon Denis Poisson (1781. - 1840.) francuski matemati¢ar i fizi¢ar
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Iz jednadZbe (??) ¢lan pod derivacijom moZemo zapisati na drugaciji nacin pa slijedi:

1 do(z)
— =c. 4.16
alx) dx ¢ (4.16)
Vrsimo separaciju varijabli pa dobivamo:
1
——da(x) = cdz. 4.17)

a(x)

Sada integriramo cijeli izraz s lijeve i desne strane s neodredenim integralom.

Jid& = chw. (4.18)
a(z)

Rjesavanjem integrala dobivamo:
In|a(z)| = cx + K;. (4.19)
Iz odnosa prirodnog logaritma i eksponencijala moZemo zapisati:

ax) = ke, (4.20)

pri Cemu je ky = e,

.....

cijalnih jednadzbi (??) i (2?) glase:
a(x) = ke, (4.21)

By) = koe Y, (4.22)
gdje su ky, ko € R proizvoljne konstante.

Iz pretpostavke da je rjesenje izvorne parcijalne diferencijalne jednadZbe jednak umnosku
dvaju funkcija o(x) i 5(x) dobivamo da je konacno opée rjeSenje parcijalne diferencijalne jed-
nadZbe jednako:

u(z,y) = ax) - Bly) = k1™ - kae™ Y, (4.23)

odnosno:
u(zx,y) = ket™Y), (4.24)

gdje je k = ky - ka, k € R proizvoljna konstanta.

4.2. Izvod jednadZbe provodenja topline

U ovom poglavlju ¢emo prikazati kako je izvedena parcijalna diferencijalna jednadzba provo-
denja topline iz nekoliko pretpostavki, te je ovo poglavlje pisano po [?]. Parcijalna diferencijalna
jednadzba provodenja topline opisuje promjena topline u vremenu u nekom homogenom tijelu, te
se iz nje moZe odrediti temperatura neke proizvoljne tocke tijela u odredenom trenutku. Jednadzbu

¢emo izvesti prema sljedecim fizikalnim pretpostavkama:
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1. Specifi¢ni toplinski kapacitet o, [J/kgK] i gustoéa materijala p, [kg/m?] tijela su kons-
tantni, te se toplina ne proizvodi i ne gubi u tijelu.

2. Tok topline u tijelu usmjeren je prema smanjujuéoj temperaturi, odnosno stopa protoka pro-
porcionalna je gradijentu temperature, iz Cega slijedi da je vektor brzine protoka ¢ topline
dan u obliku:

U = —K grad(u), (4.25)

gdje je u(x,y, z, t) temperatura tijela u tocki s koordinatama (z, y, z) u vremenu ¢.

3. Toplinska vodljivost K je konstantna za homogene materijale i neekstremne temperature.

Neka je 1" volumen tijela ograni¢en plohom S s vektorom normale na povrsini 7. Tada je:
v, (4.26)

normalna komponenta protoka topline gdje oznaka - oznacava skalarni produkt vektora. Slijedi da
apsolutna koli¢ina topline koja ulazi ili izlazi iz volumena tijela 7" u jedinici vremena ¢ u nekoj

tocki P od S kroz mali dio plohe AS povrsine AA je dana s sljede¢im izrazom:
|7 - TAA|. (4.27)

Ako toplina ulazi u volumen tijela 7" vrijedi: ¥ - 77 < 0 u nekoj tocki P, odnosno ako toplina izlazi
iz volumena tijela tijela 7" vrijedi v- 77 > 0 u nekoj tocki P. Slijedi da je sveukupna koli¢ina topline

kroz plohu S iz volumena tijela 7" dana sljede¢im plo$nim integralom:

H it dA. (4.28)
S

Kada uvrstimo izraz (??) u gornji izraz dobivamo:
ffﬁ ndA = Jj — K grad(u) - 11 dA. (4.29)
S S

Posto je K konstanta, te ne ovisi o povrSini A moZemo ju premjestiti ispred integrala pa konac¢no

Jfﬁ ndA=—-K Jf grad(u) - 11 dA. (4.30)
S S

Kako bi pojednostavili ovaj izraz, moramo upotrijebiti teorem o divergenciji koji daje vezu izmedu

dobivamo:

plo$nog integrala vektorskog polja po zatvorenoj plohi S'i trostrukog integrala po podrucju V' kojeg

ploha S omeduje. U svrhu lakSeg pracenja teorem navodimo u nastavku.

Teorem 4.1 (Teorem o divergenciji). Neka je a zadano vektorsko polje, a S orijentabilna ploha

s normalom 71 koja omeduje volumen V. Tada vrijedi:

#a - idS = m div(a@) dV. 4.31)
S \%
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Integral na lijevoj strani jednakosti u teoremu predstavlja protok vektorskog polja @ po pozi-
tivno orijentiranoj zatvorenoj plohi, dok je integral na desnoj strani trostruki integral divergencije
tog vektorskog polja po podrucju V' kojeg ploha S omeduje. Dakle, primjenom gore navedenog
teorema, dobivamo trostruki integral po volumenu tijela 7" umjesto plosnog integrala po plohi S.
Tako vrijedi:

Jfﬁ- ndA=—-K fjf div[grad(u)] dzdydz. (4.32)
S T

Kod definicije parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi spomenuli smo pojam Laplaceova operatora
ili jednostavnije Laplaciana, te smo ga definirali kao divergencija gradijenta funkcije. U ovom
slucaju, pod integralom imamo toc¢no to, Laplacian funkcije u, pa taj izraz moZemo zamjeniti

oznakom V24 odnosno Au te moZemo pisati:

fj v-ndA=—-K ij Au dzdydz, (4.33)
S T

odnosno prema (??), Laplacian je jednak sumi parcijalnih derivacija neke funkcije po Kartezijevim
koordinatama: ) ) )
Viu = Au = Ou O Ou

e (4.34)

Izrazom (??) dobili smo koli¢inu topline koja izlazi iz tijela 7. Sada modeliramo koli¢inu

topline koja se nalazi u tijelu 7" i oznacavamo je s H. Vrijedi:

H = fjfa pu drdydz, (4.35)
T

gdje su o 1 p navedeni u prvoj pretpostavki. Sli¢no se moZe vidjeti iz jednadZbe promjene toplinske
energije:
Q = mc(T1 — Tz), (436)

gdje je m, [kg] masa promatranog tijela, ¢, [J/kgK] specifi¢ni toplinski kapacitet tijela, te se
definira kao koli¢ina topline potrebna da se tijelu od jednog kilograma promjeni temperatura za
jedan stupanj celzijev. 77 [K] je poCetna temperatura tijela, dok je 75 [ /K| temperatura tijela mase

m nakon promjene toplinske energije.

Nadalje, moZemo zapisati da promjena, odnosno smanjenje temperature u vremenu u volu-

menu tijela 7" kao derivaciju ukupne temperature koja se nalazi u tijelu H po vremenu ¢. Derivi-

oH ou
== fjfa > dxdydz. (4.37)
T

Posto, po pretpostavki 1, toplina se ne gubi i ne stvara u tijelu, ovaj izraz mora biti jednak izrazu

ramo cijeli izraz i dobivamo:

(??). Zakljucujemo da koli¢ina topline koja je izaSla iz tijela mora biti jednaka promjeni koli¢ine

topline koja se nalazi u tijelu, odnosno:

— jfj op % drxdydz = —K JJJ Au dxdydz, (4.38)
T T
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Jff la p 2—1; — KAU] dxdydz = 0. (4.39)
T

Podijelimo li cijelu jednakost s op, te napravimo supstituciju za:

pa vrijedi:

K
= (4.40)

O'_p7

fff [% — C2Au] dxdydz = 0. (4.41)
T

Gornja tvrdnja vrijedi za bilo koji dio volumena tijela 7', a kako je integral jednak nuli, ako je

dobivamo izraz:

integrand jednak nuli, slijedi:

ou
Fri c“Au =0, (4.42)
odnosno: 2
a—? — 2Au. (4.43)

Dobiveni izraz se naziva parcijalna diferencijalna jednadzba provodenja topline. Ona modelira
tok topline u homogenom tijelu 7" u jedinici vremena t, te daje temperaturu u(x,y, z,t) u nekoj
tocki (z,y, z) tog tijela u jedinici vremena ¢. Izvedena konstanta ¢ naziva se konstanta toplinske

difuzivnosti.

Sa znanjem s pocetka ovog poglavlja sada moZemo klasificirati ovu jednadZbu po navede-
nim kriterijima. PoSto je najvisi stupanj derivacije u jednadzbi dva, zakljuCujemo da je parcijalna
diferencijalna jednadZba provodenja topline drugog reda. Nadalje, tok topline opisan je u svim
smjerovima unutar tijela u jedinici vremena $to znaci da jednadZba sadrZi 4 varijable. JednadZba
je linearna jer je zavisna varijabla u linearna te je linearna u svim njenim derivacijama te se ne
pojavljuje pod potencijom, te vrijedi svojstvo superpozicije. JednadZba je homogena, poSto po
izrazu (?7?) ¢lan g koji ne stoji uz zavisnu varijablu je jednak nuli. JednadZba u sebi sadrZi jednan
koeficijent opisan izrazom (??), taj koeficijent ne ovisi o nezavisnim varijablama odnosno koefici-
jent je konstanta. JednadZba je paraboli¢na po kriteriju b* — 4ac = 0, Cije koeficijente uzimamo iz

jednadzbe (?7?), Sto ¢emo kasnije detaljnije objasniti.



5. Rjesavanje jednadZbe provodenja topline Fourierovom transformacijom

Prethodno smo napravili izvod parcijalne diferencijalne jednadzbe provodenja topline koja mo-
delira tok topline u volumenu nekog tijela u jedinici vremena. RaspiSemo li izraz (??), odnosno

Laplaceov operator A po (??), slijedi:

E—C

ou L [Pu Pu Pu
[@ + 2 + @] . (5.1)

Vidimo iz ove jednadZbe da je tok topline opisan u Kartezijevim' koordinatama x, i z u je-
dinici vremena t. Mi éemo u ovom radu proucavati tok topline u vremenu u tankom, beskona¢no

dugom cilindri¢nom tijelu, orijentiranom oko osi apscisa, odnosno u nekom vodicu ili Zici, kao na

-—X’

Slika 5.1. Proucavano tijelo. Izvor: izrada autora.

sljedecoj slici.

Pretpostavimo li da je tijelo idealno lateralno izolirano, to¢nije da toplina tee samo u smjeru
osi apscisa , Sto znaci da ¢e promjena temperature u smjeru osi ordinata i aplikata, odnosno de-
rivacije po varijablama y i z biti jednake nuli. Dobivamo jednadZbu provodenja topline u jednoj
dimenziji, koja modelira tok topline samo u smjeru osi apscisa, te osim varijable vremena ¢, ovisi

samo o varijabli x.

ou 0%

o2l 52

ot~ C o2 (5-2)
ili zapisano krace:

Up = Uy (5.3)

Iz gornjeg izraza po jednadZzbi (??) primjecujemo da su vrijednosti b = 0, a = 1,te c = 0 iz
Cega slijedi da je b* — 4ac = 0. ZakljuCujemo da je parcijalna diferencijalna jednadzba primjer
paraboli¢ne parcijalne diferencijalne jednadzbe. PoSto smo ogranicili tok topline samo u smjeru
osi apscisa u jedinici vremena, varijabla sadrzi sada samo dvije nezavisne varijable x i¢. Ostala

svojstva jednadzbe ostaju nepromijenjena kao iz prethodnog poglavlja.

IRené Descartes (1596. - 1650.), francuski filozof, fizi¢ar i matemati¢ar

40
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5.1. Rjesavanje jednadZbe provodenja topline s opéenitim pocetnim uvjetima

Pretpostavimo da promatrano tijelo ima neku pocetnu temperaturu, odnosno da Ce u tijelu u

trenutku ¢ = 0 distribucija temperature biti zadana funkcijom:

u(z,0) = p(z), (5.4)

gdje je p(x) proizvoljna funkcija.

RjeSavanje parcijalne diferencijalne jednadZbe provodenja topline zapocinjemo tako da cijeli
izraz transformiramo s Fourierovom transformacijom, odnosno vr§imo Fourierovu transformaciju

lijeve i desne strane jednadzbe (??):
Flup = F{Puz,}. (5.5)

Fourierovu transformaciju u ovom izrazu vr§imo kao integralnu transformaciju po prostornoj va-
rijabli x. S desne strane jednakosti transformiramo dvostruku derivaciju funkcije u po varijabli

2, pri ¢emu ¢emo primijeniti teorem o Fourierovoj slici derivacije dan izrazom (??). Dobivamo

sljedece: R

Cfi—? = 2 (iw)?4, (5.6)
pri Cemu je u(w, t) = F{u(x,t)}. Koriste¢i definiciju imaginarne jedinice i2 = —1, nakon sredi-
vanjem izraza slijedi:

du 2 24

i —w c . (5.7)

VaZno je primjetiti da smo iz parcijalne diferencijalne jednadzbe (??) dobili obi¢nu diferencijalnu

jednadZbu koju moZemo lako rijesiti metodom separacije varijabli, slicno kao u primjeru ??. Do-

bivamo: @
o L2t (5.8)
u
Integriranjem ove jednakosti dobivamo:
1 ~ 2.2
—du = | —wcdt, (5.9)
u
In|a| = —w?c*t + In P(w), (5.10)

pri ¢emu je In P(w) konstanta integracije koja moZe ovisiti o parametru w bududi se integriralo po

varijabli ¢. Koriste¢i vezu logaritma i potencije moZemo zapisati:
~ —w?c?t
(w,t) = P(w)e . (5.11)

Funkciju P(w) mozemo dobiti ako u izraz (??) uvrstimo vrijednost ¢ = 0 te iskoristimo pocetni

uvjet. Vrijedi:
2 20

U(w,0) = P(w)e ¥ “° = P(w), (5.12)
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odakle zaklju¢ujemo da funkcija P(w) nije nista drugo nego Fourierova transformacija pocetnog
uvjeta (??). Odnosno vrijedi:

Pw) = i(w,0) = Flu(z,0)} = F{p(z)}. (5.13)

Konacno dobivamo:
2 2t 2 2t

U(w,t) = 4(w,0)e " = Plw)e 7, (5.14)
Sto je rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadZbe provodenja topline u w-domeni uz zadani po-
Cetni uvjet (2?). Kako bi dobili rjeSenje u vremenskoj t-domeni, na (??) moramo primijeniti
inverznu Fourierovu transformaciju, pri cemu ¢emo Koristiti Teorem (??), tj. Teorem o konvoluciji
u vremenskoj domeni. Teorem govori da je umnozak Fourierovih transformacija funkcija u frek-
vencijskoj domeni jednak konvoluciji dvaju funkcija u vremenskoj domeni, pa iz gornjeg izraza
slijedi:
FYa(w,t)} = F YP(w)} » F e ™). (5.15)
Izraz s lijeve strane jednak je traZenom rjeSenju u vremenskoj domeni, odnosno slijedi:
F Hi(w, )} = u(z, 1), (5.16)
dok za inverznu Fourierovu transformaciju pocetnog uvjeta vrijedi:
FHPW)} = p(x) = u(z,0). (5.17)

Prema tome moZemo pisati da je:

u(z,t) = u(z,0) = F-H{e " (5.18)
Iz ovog izraza vidimo da je rjeSenje jednadZbe provodenja topline jednako konvoluciji pocet-
nog uvjeta i inverznoj Fourierovoj transformaciji Gaussove funkcije, ¢iju éemo inverznu Fouri-

erovu transformaciju odrediti algebarskom manipulacijom izraza (??) u kojem je dana Fourierova

transformacija Gaussove funkcije. Uvodenjem supstitucije

=, (5.19)

1 {e_wzczt} _ \/g £ { \/ge—} (5.20)
1 {e_wt} _ \/ge—ax? (5.21)

a=— (5.22)

dobivamo:

pa prema (??) slijedi:

1z (??) je:
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pa dobivamo:

1 2t 412t 1 2 1 z2 932
F- { —we }:4/ o = e = e, (5.23)
™ Va2t 20\/

Uvrstimo li sada ovaj izraz u (??), dobivamo:

_ a2 1 _ a2
e 4c2t

1
e 4c%t = €T) * ,
2/t p() 2c/ Tt

Sto je traZeno rjeSenje problema u ¢t-domeni.

u(z,t) = u(z,0) * (5.24)

Iz ovog izraza vidimo da Ce vrijednost topline u promatranom tijelu, kako vrijeme prolazi, opa-

dati i ovisiti o poCetnoj raspodjeli temperature, te na kraju pasti na nulu. Po definiciji konvolucije

slijedi: .
RO £0 = | AE©f( - ) (5.25)
odnosno za na$ izraz imamo:
u(z, 1) = fi 2;%6(3532;9(5)&, (5.26)
odnosno: ,
u(z, 1) e p(€)de. (5.27)

ZC\ﬁ

Ovime smo dobili opéenito rjeSenje parcijalne dlferencijalne jednadzbe provodenja topline, neo-

visno o zadanom pocetnom uvjetu.

5.2. Rjesavanje jednadzbe provodenja topline s Gaussovim pocetnim uvjetom

U ovom ¢emo se dijelu baviti jednadZbom provodenja topline kod koje je poc€etni uvjet, od-
nosno pocetna distribucija temperature tijela zadana kao Gaussova funkcija, odnosno pocetni uvjet
je zadan na sljedeci nacin:

2

p(z) = u(,0) = e, (5.28)
Promatrana distribucija temperature za a = 1 prikazana je na slici ??.
Uvrstavanjem (??) u (??) dobivamo:

2 1 z2
u(z,t) =e " = e 1t 5.29
(z,1) T (5.29)

Sto se u integralnoj formulaciji zapisuje kao:

_(z—9)? 2
u(z,t) w2 e g, (5.30)
20\/
odnosno:
_(@=8?
u(z,t) Tac2t d£ (5.31)
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Slika 5.2. Gaussov pocetni uvjet. Izvor: Izrada autora.
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5.3. Rjesavanje jednadzbe provodenja topline s pocetnim uvjetom zadanim pravokutnom

funkcijom

U ovom slucaju pocetnu distribucija temperature zadajemo pravokutnom funkcijom:

koja je prikazana na sljedecoj slici.

u(z,0) = rect (g) =

1,
0,

z < 1,

x> |1],

0.9 r
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0.5 |
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Slika 5.3. Pocetni uvjet zadan kao pravokutna funkcija. Izvor: Izrada autora.
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UvrStavanjem ovog izraza u (??) dobivamo:

X 1 <2
) = rect (—) = 5.33
u(z,t) =r 5 2C\ﬁe ( )

odnosno:

ule,t) = 5 \ﬁ e~ i rect( )dg (5.34)
C

Kako je pravokutna funkcija razli¢ita od nule samo na intervalu [—1, 1], a na tom intervalu jednaka

je 1, gornji izraz moZe se zapisati u obliku:

1 L ae?

2t d . 5.35
26\/% . 4 6 ( )

Za ¢ = 1 dobivamo temperaturu koja se sniZzava kroz vrijeme te se rasporeduje duljinom vodica

u(z,t) =

kao na sljedecoj slici:

T T T — 1
1k u(t),t=0 i
u(t), t=0.08s 10.9
u(t), t=0.13s
u(t), t=0.22s 10.8
08 u(t), t=0.49s
u(t), t=1.98s 10.7
06 10.6
0.5
041 0.4
14
| 0.3
02 L —
0.2
0 0.1
1 | | 1 0

-3

-2

Slika 5.4. Pocetni uvjet zadan pravokutnom funkcijom. Izvor:

Izrada autora.



6. Zakljucak

U ovom radu obradena je primjena Fourierove transformacije na rjeSavanje parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe provodenja topline u beskonacno dugom vodicu s proizvoljnim pocetnim
uvjetima. Zadatak prije rjeSavanja jednadzbe provodenja topline je bio objasniti sve elemente Fo-
urierove analize, te svojstva transformacija i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi kako bi mogli

konac¢no rjesiti jednadzbu.

Zapoceli smo s definiranjem Fourierovog reda te objasnili njegovu matematicku i fizikalnu
primjenu na primjeru razvoja pravokutne funkcije u Fourierov red. Fourierov red mora ispunja-
vati odredene uvjete kako bi uopce razvoj funkcije bio mogué. Ti se uvjeti nazivaju Dirichletovi
uvjeti, te su navedeni u nastavku istog poglavlja. U teoriji, samo se periodi¢ni signali mogu razviti
u Fourierov red, Sto poprilicno ogranicava primjenu Fourierovog reda, zato, uvodimo novi alat,
Fourierovu transformaciju s kojom prou¢avamo neperiodi¢ne funkcije u vremenu. Fourierovu

transformaciju smo dobili direktno iz Fourierovog reda u izvodu koji slijedi u nastavku poglavlja.

Fourierova transformacija je vrsta integralnih transformacija koje smo objasnili u nastavku.
Koristimo u svrhu napredne analize funkcija, a sluZe i1 za rjeSavanje sloZzenih diferencijalnih jed-
nadzbi, Sto je bila tema ovog rada. Kada transformiramo neku jednadzbu ili izraz izlazimo iz
vremenske domene, te problem prevodimo u frekvencijsku domenu u kojoj problem postaje jed-
nostavniji. Primjerice, obi¢na diferencijalna jednadzba postaje algebarska, a parcijalna diferen-
cijalna jednadzba postaje obicna. Kako bi dobili konacno rjesenje transformirane jednadzbe ili

izraza u vremenskoj domeni, moramo primijeniti inverznu integralnu transformaciju.

Tijekom rjeSavanja moZemo naici na komplicirane izraze koji su tesko rjesivi i oduzimaju pre-
viSe vremena, zato se koristimo svojstvima Fourierove transformacije koja nam olakSavaju cijeli
postupak rjeSavanja, a veéinu tih svojstava smo u radu i naveli. Odredili smo Fourierove transfor-
macije nekoliko funkcija, od kojih je posebno vazna Fourierova transformacija Gaussove funkcije

buduci Ce se koristi kod rjeSavanje jednadZbe provodenja topline.

U nastavku smo definirali parcijalne diferencijalne jednadZbe te objasnili svojstva i kriterije po
kojima se klasificiraju. Parcijalne diferencijalne jednadzbe imaju mnogo metoda rjeSavanja ali ne-
maju univerzalnu metodu rjeSavanja. Tako smo na primjeru jednostavne parcijalne diferencijalne

jednadZbe demonstrirali metode direktne integracije 1 separacije varijabli.

U sljedecem poglavlju smo napravili izvod jednadzbe provodenja topline uz nekoliko pret-
postavki. Takoder smo fizikalno opisali sustav te homogeno tijelo, odnosno vodi¢ u kojem pro-
ucavamo distribuciju topline. Pretpostavili smo da je vodi¢ lateralno izoliran, to¢nije da toplina
teCe samo u jednom smjeru. Ta pretpostavka omogucava proucavanje distribucije topline u samo
jednoj prostornoj dimenziji. Nadalje smo krenuli s rjeSavanjem jednadZbe primjenom Fourierove

transformacije, te iz teSko rjesive parcijalne diferencijalne jednadZzbe, dobili jednostavnu i lako
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rjeSivu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Upravo nam to govori o snazi Fourierove transformacije

kao metode rjeSavanja rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Posto vodi¢ u pocetnom trenutku ima neku pocetnu vrijednost, morali smo ju uzeti u obzir
tijekom rjeSavanja. Pokazali smo da je rjeSenje u frekvencijskoj domeni umnoZzak transformiranog
pocetnog uvjeta i Gaussove funkcije, odnosno u vremenskoj domeni konvolucija pocetnog uvjeta s
Gaussovom funkcijom. U zadnjem dijelu rada analizirali smo dva konkretna pocetna uvjeta, jedan

je bio opisan pomocu pravokutne funkcije, a drugi pomocu Gaussove funkcije.

MozZemo zakljuciti da je Fourierova transformacija moc¢an alat za rjeSavanje parcijalnih dife-
rencijalnih jednadzbi, konkretno jednodimenzionalne jednadZzbe provodenja topline. Ipak treba
istaknuti da je dobiveno analiticko rjeSenje sloZeno i dano u obliku integrala koji je u pravilu rjesiv

isklju¢ivo numerickim metodama.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U radu je obradena primjena Fourierove transformacija na rjeSavanje parcijalne diferencijalne
jednadZbe provodenja topline. Na pocetku rada smo objasnili Fourierov red te na primjeru pra-
vokutne funkcije pokazali kako neperiodi¢nu funkciju mozemo razviti u Fourierov red. Napravili
smo izvod Fourierove transformacije iz Fourierovog reda, te u nastavku objasnili $to su to inte-
gralne transformacije. Nadalje smo definirali Fourierov integral i Fourierovu transformaciju te
objasnili klju¢na svojstva Fourierove transformacije koja smo primijenili u transformiranju neko-
liko jednostavnih funkcija kao $to su eksponencijalna, pravokutna i Gaussova funkcija. U nas-
tavku smo ukratko opisali parcijalne diferencijalne jednadzbe, te objasnili po kojim se kriterijima
te jednadZbe klasificiraju, a potom klasificirali i rijesili jednu jednostavnu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu. Napravili smo izvod parcijalne diferencijalne jednadZbe provodenja topline te ju klasi-
ficirali po navedenim kriterijima. Kona¢no smo rijesili jednadzbu provodenja topline Fourierovom

transformacijom te pokazali razliku u rjeSenjima ovisno o razli¢itim pocetnim uvjetima.

Kljucne rijec¢i: Fourier, Fourierov red, Fourierova transformacija, toplina, integralna transfor-

macija, parcijalna diferencijalna jednadzba, provodenje topline
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Summary and key words

In this paper we study the application of the Fourier transform to the solution of the partial
differential equation of heat conduction. At the beginning of the paper, we explained the Fourier
series and used the example of a rectangular function to show how a nonperiodic function can be
evolved into a Fourier series. We made an extract of the Fourier transform from the Fourier se-
ries and explained what integral transforms are. Furthermore, we defined the Fourier integral and
the Fourier transform in more detail and explained the most important properties of the Fourier
transform, which we applied to the transformation of several simple functions such as the expo-
nential function, rectangular function and the Gaussian function. Next, we briefly studied partial
differential equations and described the criteria by which these equations are classified, then used
the knowledge we learned to classify and solve an example of a simple partial differential equ-
ation. We made a derivation of the partial differential equation of heat conduction and classified
it according to the criteria mentioned. Finally, we solved the heat conduction equation by Fourier

transform and showed the difference in the solutions depending on the different initial conditions.

Keywords: Fourier, Fourier series, Fourier transform, heat, integral transform, partial differen-

tial equation, heat transfer
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