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Raul Ivan Gasljevic¢ Primjena logisticke regresije u inZenjerstvu

1. UVOD

U mnogim se inZenjerskim problemima na temelju ulaznih podataka, odnosno poznatih zna-
Cajki, trebaju donijeti zakljuéci o pripadnosti odredenoj kategoriji ili pak procijeniti (predvidjeti)
vjerojatnost pojave odredenog ishoda. Jedan od mogucih alata koji se moze koristiti za takvu
svrhu je logistiCka regresija, koja daje vezu izmedu predikcijskih varijabli i klasifikacijskih vjero-
jatnosti koju je lako interpretirati. Logisticka se regresija moZe smatrati matematickim, odnosno
statistickim modelom u podrucju strojnog ucenja.

LogistiCka regresija predstavlja jedan od osnovnih alata u strojnom ucenju za binarnu klasifi-
kaciju, odnosno klasifikaciju u dvije kategorije. Primjena ovog modela je vrlo Siroka, a primjeri
obuhvacaju podrucja kao Sto su medicina, financije, inZenjerstvo, ekonomija i mnoga druga po-
drucja. Ovaj model se Cesto koristi za rjeSavanje problema kao Sto su procjena rizika, klasifikacija
klijenata u financijskom sektoru ili kategorizacija klijenata u marketinske svrhe.

Jednostavnost 1 lakoca koriStenja su glavni razlozi zaSto se ovaj algoritam Cesto koristi u
praksi. LogistiCka regresija je posebno ucinkovita u situacijama kada se radi o binarnoj klasifi-
kaciji, tj. kada se Zeli razvrstati podatke u jednu od dvije klase. Metoda je vrlo prilagodljiva i
moze se lako primijeniti na razliCite vrste podataka, bilo da se radi o malim ili velikim skupovima
podataka.

Medutim, znacajno je napomenuti da logisti¢ka regresija nije uvijek najbolji izbor za sloZenije
probleme klasifikacije. U takvim je situacijama cesto potrebno koristiti sloZenije algoritme koji
mogu primijeniti sloZenije obrasce u podacima. Tako su na primjer, kod klasifikacije slika ili go-
vora, sloZeniji algoritmi kao Sto su neuronske mreze, konvolucijske neuronske mreZe ili rekurentne
neuronske mreze obicno bolji izbor. Ti algoritmi mogu obraditi velike koli¢ine podataka i izvuéi
sloZenije znacajke iz podataka, Sto omogucuje precizniju klasifikaciju. Dakle, uz sve prednosti
logisticke regresije, postoje i neki izazovi u njezinoj primjeni. Jedan od glavnih izazova je kvali-
teta podataka, jer neispravni ili nedostajuci podaci mogu dovesti do netocnih predvidanja. Drugi
1zazov je interpretacija rezultata, jer je potrebno pazljivo analizirati dobivene rezultate i razumijeti
njihovu stvarnu primjenu. U konacnici, odabir algoritma za klasifikaciju ovisi o specificnim zah-
tjevima problema koji se rjeSava, pa je vazno dobro razumjeti karakteristike razlicitih algoritama i
njihovu primjenu u razli¢itim situacijama kako bi se donijela najbolja odluka.

U ovom radu ¢e se istraZiti primjena logistiCke regresije u inZenjerstvu. Cilj rada je prikazati
kako se ovaj model moZe primijeniti u inZenjerskim problemima, te kako se interpretiraju dobiveni
rezultati. U prvom dijelu rada bit ¢e objasSnjeni osnovni koncepti logisticke regresije, kao $to su
logisti¢ka funkcija i parametri modela. Nakon toga, bit ¢e prikazane razliCite primjene binarne lo-
gisticke regresije 1 viSestruke logisticke regresije. Objasnit Ce se postupak uc¢enja modela s osvrtom
na implementaciju u programskom jeziku Python, te znacenje parametara koji se pojavljuju.

U sklopu programskog jezika Python koristit Ce se niz alata, uklju¢uju¢i Pandas, NumPy, Mat-
plotlib, Scikit-learn, Statsmodels, Wntr te drugi potrebni za analizu i vizualizaciju podataka. Ta-
koder, cilj ovog rada je primijeniti pristup strojnog ucenja za analizu podataka i implementirati
logisticku regresiju pomocu Scikit-learn biblioteke. Bit ¢e prikazani postupci za evaluaciju per-

formansi modela i odabir optimalnih parametara. Konkretno, logisti¢ka regresija e se primijeniti
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na skup podataka kako bi se predvidio odredeni ishod na temelju znacajki. Ovaj rad ¢e takoder
pokazati kako koristiti alate za vizualizaciju podataka kako bi se bolje razumjeli podaci, a isto
tako ¢e se obraditi i problemi poput testiranja modela kako bi se osigurala njegova pouzdanost i

primjenjivost u stvarnim situacijama.
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2. LOGISTICKA REGRESIJA

U statistici, logisticki model je statisticki model kojim se modelira vjerojatnost p realizacije
dogadaja uz pretpostavku da postoji jedna ili viSe nezavisnih varijabli koje utjeCu na promatrani
dogadaj. Pritom se pretpostavlja da je logaritam izgleda realizacije promatranog dogadaja linearna
kombinacija tih nezavisnih varijabli. Izgled nekog dogadaja definira se kao kvocijent vjerojatnosti

da se taj dogadaj dogodi 1 vjerojatnosti da se ne dogodi tj. ﬁ. Logaritam izgleda (eng. log—

odds) potom je jednak In . Iz toga Ce slijediti da je vjerojatnost dogadaja opisana logistickom

p
L—p
krivuljom, koja je sigmoidnog oblika. U regresijskoj analizi, logistika regresija odnosi se na
procjenu parametara logistickog modela. Parametri te krivulje odreduju se na osnovu empirijskih

podataka.

Logisticka regresija takoder se naziva binomna logisticka regresija ili binarna logisticka regre-
sija, jer se njome modelira binarna (Bernoullijeva, indikatorska) slu¢ajna varijabla Y koja poprima
vrijednosti "0" ili "1". Vrijednost logisticke funkcije predstavljat ¢e procjenu vjerojatnosti doga-
dajap = P(Y = 1), pa se zapravo model moZe koristiti za klasifikaciju u dvije klase (binarnu
klasifikaciju). Ako postoje vise od dvije klase tada se koristi poopéenje logisticke regresije, koje

se naziva visSekategorijska logisticka regresija.

2.1. Model logisticke regresije

Standardna logisticka funkcija je sigmoidna funkcija o: R — (0,1) definirana s:

et 1

= ) 2.1
et +1 1+et 2D

o(t) =

2.1.1. Jednostavna logistiCka regresija

Kod modela jednostavne logisticke regresije pretpostavlja se da vjerojatnost realizacije nekog pro-
matranog dogadaja ovisi o vrijednosti nezavisne varijable X. Precizinije reCeno, pretpostavlja se

da su za neke vrijednosti nezavisne varijable z1, . .., poznate uvjetne vjerojatnosti
p(z;)) = P(Y =1lz;), i=1,...,N. (2.2)
Zadatak logistic¢ke regresije je odredivanje logisticke funkcije oblika

p(x; Bo, Br) = o(Bo + Pr),

odnosno parametara (3, i 3, u funkciji:

1
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na nacin da funkcija p(x) u toCkama z;, ¢ = 1,..., N "najbolje" opisuje empirijske podatke.
Pritom se u (2.3) zbog jednostavnosti na lijevoj strani zanemarilo pisanje ovisnosti funkcije p o
parametrima [, i 8. MozZe se uociti da se ovdje pretpostavilo da je varijabla ¢ logisticke funkcije
zapravo linearna funkcija varijable x, tj. t = By + (1.

Iz izraza (2.3) lako se dobiva

p(v)

. p(z)

= By + P, (2.4)

pa s obzirom da je prije spomenuto da je logaritam izgleda dogadaja s vjerojatnosc¢u p jednak

iz (2.4) slijedi da u logistickom modelu vrijedi linearna veza izmedu nezavisne varijable i logaritma

izgleda. Izgled dogadaja za tako definirani model jednak je

p(z) Bo+pB1x
—e . (2.5)
1—p(z)
Iz prethodnih se izraza moze zakljuciti da parametar 5; u modelu odreduje koliko se promjeni

mjera izgleda realizacije dogadaja (Y = 1) kada se nezavisna varijabla x povecéa za 1.

2.1.2. SloZena (viSestruka) logistiCka regresija

U slucaju kada ishod (zavisna varijabla) ovisi o viSe nezavisnih varijabli X, ..., X, govori se o
viSestrukoj ili sloZenoj logistickoj regresiji. Kao i kod jednostavne logisticke regresije, u modelu se
pretpostavlja da je varijabla ¢ u logistickoj funkciji linearno povezana s nezavisnim (prediktorskim)

varijablama tj. t = Sy + f1x1 + - - -, Bux,. Dobiveni logisticki model ima oblik:

1
P(E1, ey Ty) = TP (2.6)
U ovom je slucaju zadatak logisticke regresije odrediti parametre (3, 51, ..., 3, za koje e funkcija

maksimalne vjerojatnosti dosegnuti maksimalnu vrijednost.

2.2. Usporedba linearne i logisticke regresije

Na Slici 2.1 dana je usporedba grafickog prikaza linearnog i logistickog modela, kao i izrazi kojima
se ti modeli opisuju. Linearni model prikazan graficki predstavlja pravac, dok je graf logisticke
regresije, logistiCka ili logit krivulja koja poprima vrijednosti izmedu 01 1.

Kod problema linearne regresije pretpostavlja se da postoji linearna funkcijska veza izmedu
zavisne 1 nezavisne varijable. Zadatak linearne regresije je odrediti linearnu funkciju koja "naj-
bolje" opisuje dane podatke. Pritom se kod modela linearne regresije obi¢no pretpostavlja da je
zavisna varijabla kontinuirana. U slu€aju kada je sluCajna varijabla diskretna ili kategorijska, mo-

del linearne regresije neée biti pogodan, pa ¢e se u tom slucaju biti pogodnije koristiti logisticku

5
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¥ = bg + blx 4= Linear Model

1 ~~

-

p Legistic Model
1

RS

p

Slika 2.1. Usporedba linearnog i logistickog modela [4]

regresiju.

U najjednostavnijem slucaju binarne logistiCke regresije promatra se zavisna slucajna varijabla
koja moze imati samo dvije vrijednosti, 0 ili 1. Model logistiCke regresije omogucit ¢e odrediva-
nje vjerojatnosti promatranog dogadaja, odnosno temeljem dobivene vjerojatnosti zakljucivanje o
vrijednosti promatrane slu¢ajne varijable.

Nezavisna varijabla moZe biti samo jedna ili moZe postojati viSe nezavisnih slucajnih varijabli,
pa ¢e u tom slucaju u problemu s viSe nezavisnih varijabli (ulaznih znacajki) model linearne regre-
sije procjenjivati vrijednost zavisne varijable uzimajuci u obzir linearnu kombinaciju svih ulaznih
znacajki. Na Slici 2.2 shematski su prikazane ulazne varijable, oznaCene s x1, x5 1 x3 1 izlazna

varijabla Y. Parametri modela oznaceni sus f3;, i« = 0,1,2, 3.

Ulazne varijable

1

Bo
Izlaz
X ﬁ\l‘
-/_’18_2_’/ Y
X2 Bs
Xz

Slika 2.2. Ulaz i izlaz kod linearnog modela

Kod modela logisticke regresije, prikazanom shematski na Slici 2.3 uzima se takoder linearna
kombinacija ulaznih varijabli, ali se na rezultat primjenjuje logisticka (sigmoidna) funkcija. Time
se dobiva nelinearna veza izmedu nezavisnih ulaznih varijabli 1 vjerojatnosti ishoda promatranog

dogadaja. Temeljem te se vjerojatnosti dobiva binarni izlaz u obliku 1 ili O (ili pak "tocno" ili

6
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"neto¢no").

Ulazne varyjable

1

& 1
X ‘;ﬁ\_‘ Sigmoidna —
B = fkcia
X2 A T~ .
Xz

Slika 2.3. Ulaz i izlaz kod logistickog modela

Metode za odredivanje parametara linearne, odnosno logisticke regresije razlikuju se. Kod pro-
blema linearne regresije koristi se metoda najmanjih kvadrata za odredivanje regresijske funkcije
koja najbolje odgovara danom problemu. Prema metodi, regresijski koeficijenti trebaju biti oda-
brani tako da smanje zbroj kvadrata udaljenosti svake varijable odgovora na prilagodenu vrijed-
nost. Rezultat se moZe odrediti direktno rjeSavanjem linearnog sustava. LogistiCka regresija pak
koristi metodu najvece vjerojatnosti, gdje se regresijski koeficijenti biraju tako da maksimiziraju
vjerojatnost ishoda y za dani z. Kod rjeSavanja problema logisticke regresije dobiva se nelinerani
sustav koji se rjeSava iterativnim numeri¢kim metodama koje su bitno zahtjevnije, te stoga i sporije

od rjeSavanja lineranog sustava.

2.3. Procjena parametara modela

U nastavku Ce najprije biti opéenito opisana metoda maksimalne vjerojatnosti. Zatim ¢e se opisati
njezina primjena na binarnoj slucajnoj varijabli, te na kraju za odredivanje parametara logisticke

funkcije.

2.3.1. Metoda maksimalne vjerojatnosti

Metoda maksimalne vjerojatnosti (eng. maximum likelihood method) polazi od pretpostavke da su
poznati ishodi nekog sluc¢ajnog pokusa koji se mogu opisati slu¢ajnom varijablom Y, te da funkcija
distribucije te sluCajne varijable nije u potpunosti poznata, odnosno da nisu poznati svi parametre
te funkcije. Zadatak metode je odrediti takve parametre da vjerojatnost pojavljivanja dobivenih
ishoda bude najve¢a moguca.

Postupak je sljedeci. Za zadanu funkciju gustoée f(y;0), pri ¢emusu 6 = (01, ..., 6) nepoz-

nati parametri, 1 dobiveni uzorak vy, ..., yy vrijednosti sluajne varijable Y, funkcija maksimalne

7
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vjerojatnosti (eng. maximum likelihood function) definira se s:

N
L(ys, o yn; 0) = f(y1:0)...f(yn: 0) = [ | £ (i 0) 2.7)
i=1
Zadatak je odrediti parametre 0 za koji ta funkcija dosegne maksimalnu vrijednost tj.

6 = argmng(yl,...,yN;Q). (2.8)

Ovdje je funkcijom arg max oznacena vrijednost argumenta u kojem funkcija dosegne maksimum.
S obzirom da je logaritamska funkcija In rastuéa, logaritmiranjem funkcije L(yi, ..., yn;6) dobi-

vamo funkciju
N
[y, yni0) =D Inf(y1, .. yns 0) (2.9)
i=1

za koju je maksimalna vrijednost dosegnuta u istoj tocki tj. vrijedi

6 = argméxxl(yl, o yn; 0).

2.3.2.  Metoda maksimalne vjerojatnosti za binarnu slu¢ajnu varijablu

U nastavku ¢e se metoda maksimalne vjerojatnosti primijeniti na binarnu (Bernoulijevu) slucajnu

varijablu. Pretpostavlja se da je slucajna varijabla dana distribucijom

Y ~ Ber(p) = <1 0 ) , (2.10)

p 1—p

pri ¢emu je p nepoznati parametar kojeg treba procijeniti temeljem empirijskih vrijednosti yq, . . . , yn.

Funkcija gustoce za razdiobu (2.10) moZe se zapisati na sljedeci nacin:

py=1 _
fly;p) = =p’(1—p)'v. (2.11)
l1—py=0

Funkcija maksimalne vjerojatnosti i pripadajuci logaritam potom su jednaki:

N

Ly, ynip) = [ [ (1 —p)'

i=1

N
y1, . ynip) = > _yilogp+ (1 —y;)log(1 — p)

=1

N N
= (Zyz) logp + (N—Zyi) log(1 — p). (2.12)
i=1 i=1
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Za odredivanje maksimalne vrijednosti funkcije [, izraz (2.12) je potrebno derivirati i izjednaciti s

nulom, pa se dobiva:

A~ 1 =1
oy = (2u) (N—;yi)ﬂ(—l) =0

=1

N N

= Zyi(l—p)—(N—Zyi)pzo
z;l N z:lN

= > ui—> yp—Np+> yp=0
=1 =1 i=1

L
= ﬁzﬁz%zy,
i=1

gdje je s § oznaCena aritmeticka sredina uzorka {y;, . . ., yn }. Dobiveni izraz p naziva se tockastim

procjeniteljem parametra p prema metodi maksimalne vjerojatnosti.

2.3.3. Procjena koeficijenata logistiCke regresije

Opisana metodologija primijenjuje se kod odredivanja parametara logisticke regresije. U modelu
logistiCke regresije se pretpostavlja da parametar p koji se pojavljuje u binarnom modelu, dodatno
ovisi o vrijednostima nezavisne slucajne varijable X. Kao $to je u potpoglavlju 2.1 opisano, za

poznate vrijednosti nezavisne slucajne varijable x1, ..., zy, vrijedi:

1
- 1 4+ ¢~ (Bot+Biz:)

PY =1]z;) = p(x;)

e~ (Bo+P1z:)
1 4+ e—(Bot+Bizs)’

PY=0|z;)=1-p(x;) =
te
fly:p(x:)) = pla)?(1 — p(z))™Y, i=1,...,N.
Funkcija maksimalne vjerojatnosti je sada jednaka

N

L(y1, . yn; Bo, Br) = D plaa) (1 = p(x:)' ¥,

i=1

9
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a njezin logaritam
N

_ Z ,1og1f<—;z?m +log(1 — p(x:))

N
= Z i(Bo + Brs) — (Bo + rs) —log(1 + e~ otAmd) - (2.13)

S obzirom da je cilj odrediti parametre /3 i 3; tako da funkcija [ bude maksimalna, izraz (2.13) je
potrebno derivirati po 3y i 5. Dobiva se

—(Bo+pB1zi)
(&
850 Z v TG ()

1
- Z Yi — 1 4+ e—(BotBizi)

N
= i — plxs) (2.14)

Ly
8&1 Z: Tili = 1 4+ e—(Bo+Bizs)
_ szyz — z;p(z;) (2.15)

Izjednacavanjem dobivenih izraza (2.14) i (2.15) s nulom dobiva se nelinearni sustav jednadzbi za

nepoznate parametre 3y i fi:

N
;yi — p(xi; Bo, B1) =0

N (2.16)
> xiyi — xip(xi; Bo, B1) = 0
i=1

koji je potrebno rijeSiti. Sustav se tipicno rjeSava nekom od metoda za rjeSavanje nelinearnih

sustava, kao npr. Newton—Raphsonovom metodom.

Procjena parametara kod viSestruke logisticke regresije dobit ¢e se slicnim postupkom kao i
kod jednostavne logisticke regresije. Razlika je u tome da Ce se u tom slucaju, za n prediktorskih
varijabli, dobiti nelinearni sustav n + 1 jednadzbi s n + 1 nepoznanica koji je potrebno rijesiti.

S obzirom na dostupnost brojnih statistickih paketa, u ovom se radu koeficijenti logisticke
regresije nece odredivati koriStenjem numerickih metoda za rjeSavanje sustava (2.16), veé Ce se
koeficijenti, kao 1 pripadaju¢i model izracunati koristeci gotove funkcije u programskom jeziku
Python.

10
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3. PRIMJENA JEDNOSTAVNE LOGISTICKE REGRESIJE

U iducim ¢e se primjerima odrediti model logisticke regresije koriste¢i programski jezik Python.
Opisat Ce se koriStenje razli¢itih modula i funkcija potrebnih za izgradnju modela. Dobiveni mo-
del logisticke regresije koristit e se za klasifikaciju. Promatrat ¢e se ovisnost modela o nekim

odabranim parametrima.

3.1. Primjena binarne logisticke regresije za Kklasifikaciju tumora

U ovom primjeru primjenit Ce se logisticka regresija za predvidanje hoce li tumor biti kancerogen
na temelju njegove veliCine.

Pretpostavlja se da su poznati ulazni podaci oblika (z;,y;),7 = 1, ..., N, pri ¢emu se z; odnosi
na veli¢inu tumora, a y; € {0, 1}, pri ¢emu (Y = 1) znaci da je tumor kancerogen, a (Y = 0) da

to nije slucaj.

Da bi u Pythonu odredili model logisticke regresije, najprije je potrebno pozvati odredene
module. U ovome su radu koriSteni sljede¢i moduli (Slika 3.1):

NumPy - Koristi se za rad s matricama i u domeni linearne algebre

Matplotlib - sluzi za vizualizaciju podataka

sklearn - sadrZava alate za analizu podataka i predvidanje

statsmodels - sadrzava funkcije za statistiCku analizu i izgradnju statisti¢kih modela.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from sklearn import linear_model
import statsmodels.api as sm

Slika 3.1. Moduli koristeni u Pythonu

Podaci u promatranom primjeru prikazani su na Slici 3.2. Podaci u vektoru X predstavljaju
nezavisne slucajne varijable koja oznaCava veli¢inu tumora u centimetrima, dok podaci u vektoru
y predstavljaju empirijski utvrdene izlazne vrijednosti, ¢ije su vrijednosti binarne i odnose se na

¢injenicu je li tumor bio kancerogen ili nije.

X = np.array([1.98,8.49,8.25,8.88,3.78,3.18,2.44,2.09,08.14,1.72,1.65,4.92,4.37,
4.96,4.52,1.69,5.88,6.81,4.58,4.97,3.67,5.25] ) .reshape(-1,1)
y = np.array([e, @, @, @, @, @, @, 8, @, @, @, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1])

Slika 3.2. Ulazni podaci

Formiranje modela logisticke regresije u Pythonu prikazano je na Slici 3.3. Pritom se naredbom

linear_model.LogisticRegression () definira instanca klase koja predstavlja objekt

11
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logr = linear_model.LlogisticRegression()
logr.fit (X, y)

print('Koeficijenti su jednaki:', logr.coef [@8], logr.intercept )

Koeficijenti su jednaki - P1 iznosi [1.25983762] ,a slobodni &lan P8 iznosi: [-4.84132893)

Slika 3.3. Formiranje modela logisticke regresije u Pythonu

kojim se opisuje model logisticke regresije. Funkcija £it () tog objekta optimizira parametre
logisticke regresije temeljem danih podataka X 1 y (Slika 3.3). U nastavku su za odabrani primjer

ispisani koficijenti dobivenog modela logisticke regresije.

Dobiveni model moZze se iskoristiti za predvidanje hoce li tumor biti kancerogen ako je njegova
veliCina npr. 3,46 centimetra. Postupak 1 izlazni rezultat u Pythonu prikazani su na Sici 3.4.
¥p = np.array([3.46]).reshape(-1,1)
predicted = logr.predict(xp)
if predicted==1:
print{'Previdenc: ', predicted,”- 3to znafi da je tumor kancerogen™)

else:
print{'Previdenc:', predicted,”- 3to znafi da nije tumor kancerogen™)

Prevideno: [1] - 5to znali da je tumor kancerogen

Slika 3.4. Predvidanje pomocu dobivenog modela logisticke regresije

Iz dobivenog se modela mogu odrediti i izgledi, pa je za prikazani slucaj to prikazano u nas-
tavku na Slici 3.5. Dobivena vrijednost izgleda je 3.52, $to znaci da se povecanjem veliine tumora

za 1 centimetar izgledi da se radi o tumoru povecavaju za 3.52 puta.

logr = linear_model.logisticRegression()
logr.fit(X,y)

log odds = logr.coef_
ocdds = np.exp(log_odds)

print({odds)
izgledi iznose: [3.52434987]

Slika 3.5. Izgledi (eng. odds)

Vrijednost dobivene logisticke funkcije predstavlja vjerojatnost da je za pojedine veliCine tu-
mora, isti kacerogen. Te se vjerojatnosti mogu odrediti funkcijom ogr .predict_proba (), pri cemu je
oznacen dobiveni regresijski model. Na Slici 3.6 je prikazana funkcija u kojoj je implementirana
vrijednost logisticke funkcije "po definiciji" prema izrazu (2.3).

12
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def legit2prob(logr, X):
log odds = logr.coef [2@] * X + logr.intercept_
odds = np.exp(leg_odds)
probability = odds / (1 + odds)
return probability

print{logit2prob(logr, X))
Slika 3.6. Vjerojatnosti dobivene iz modela logisticke regresije

[@.17554163 @.@3155351 ©.82351358 9.919@6706 @.67279577 @.49123957
B.27541393 8.19658733 @.82853347 ©.133832458 @.12315628 @.8963278
@.81216833 8.98891793 8.83931459 8.12873352 @.96664154 8.97153758
8.840924056 B.98283685 B.64159875 8.92089161 ]

Slika 3.7. Vjerojatnosti procijenjene pomocu modela logisticke regresije za zadane ulazne podatke
X

Za zadane ulazne podatke X prikazane na Slici 3.2, dobivene vjerojatnosti prikazane su na

Slici 3.7 1 mogu se interpretirati na sljedeci nacin:
* Procijenjena vjerojatnost da je tumor veli¢ine 1.98 cm kancerogen je 17.5%.
* Procijenjena vjerojatnost da je tumor veli¢ine 0.49 cm kancerogen je 3.1%.
* Procijenjena vjerojatnost da je tumor veli¢ine 0.25 cm kancerogen je 2.3%.

* Procijenjena vjerojatnost da je tumor velicine 5.25 cm kancerogen je 92.9%.

Na Slici 3.8 su vjerojatnosti dobivene iz logistickog modela prikazane crvenim tockicama.

101 @ ulazni podaci L] - 8 e s’

® procienjens vjerojatnosti & <

[ =
08 - logfit o
69
06
L]
04
o
0.2 1 >
-

oo{ @8 ®o®w e o o

o 1 2 3 4 g 6

Slika 3.8. Graficki prikaz procijenjenih vjerojatnosti dobivenih modelom logisticke regresije.

Dobivena logisticka regresija se sada moZe koristiti za kategorizaciju na sljedeci nac¢in. Uzme li
se kao granica vjerojatnost 0.5, za p(z) < 0.5 procijenjena vrijednost slucajne varijable je (Y = 0),

azap(x) > 0.5 e procjena dati (Y = 1). U promatranom primjeru je kod koji ispisuje vrijednosti
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xp = np.array([X]).reshape(-1,1)
predicted = logr.predict(xp)
print{‘'Previdenc:’, predicted)
print{‘Score:’, logr.score(X,y))

Prevideno: [@e @@ leeeeesllllellll1ll]

Slika 3.9. Predvidanje ulaznih podataka pomocu dobivenog modela logisticke regresije.

10 A . i N N = 1
0.8
06 |
0.4 1
ulazni podaci
0.2 1 lagit - predict
y=0.5
004 e ow - o m - - logfit
0 1 2 3 4 5 B

Slika 3.10. Usporedba ulaznih podataka i procijenjenih vrijednosti

sluCajne varijable Y, odnosno kategorije, procijenjene modelom logistiCke regresije prikazan na
Slici 3.9, dok je na Slici 3.10 prikazana usporedba ulaznih podataka i procijenjenih vrijednosti.
Za promatrane podatke predvidene su vrijednosti za Y prikazane crvenim toCkama, dok su
plavim kriZzicem prikazani ulazni podaci. Tocke u kojima se za iste vrijednosti z, procijenjene i
zadane empirijske vrijednosti ne poklapaju su tocke u kojima je napravljena pogresSna klasifikacija.
U ovom slucaju podaci koji su pogresno procijenjeni prikazani su na Slici 3.10 krizicem (ulazni
podaci) koji nije prekriven crvenom tockom (podaci dobiveni predvidanjem), a odnose se na tumor

veliCine 3.78 cm koji nije kancerogen i1 tumor velic¢ine 1.69 cm koji je kancerogen.

Utjecaj parametara optimizacije na procjenu logistickog modela

Kod odredivanja parametara logisticke regresije provodi se optimizacijski postupak koji minimi-
zira funkciju cilja koja je u ovom slucaju jednaka logaritmu funkcije maksimalne vjerojatnosti
i naziva se funkcija gubitka. Funkcija cilja se u nekim sluajevima moZe i zamijeniti na nacin
da se osim funkcije gubitka uzima u obzir i funkcija "kazne" koja se u funkciju cilja ukljucuje
s nekim regularizacijskim parametrom. U Pythonu je taj regularizacijski parametar u funkciji
LogisticRegression () oznacen s C. U ovom se primjeru promatra utjecaj koeficijenta re-
gularizacije C' na dobiveni model logisticke regresije. Na Slici 3.11 prikazan je kod za izgradnju
modela logistiCke regresije za razli€ite vrijednosti regularizacijskog parametra, te dobivene vrijed-

nosti parametara logisticke regresije za odabrane primjere (Slika 3.12).
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c=[1.,5.,18.]
for ci in c:
logr =
logr.fit(X,v)
log_odds = logr.coef_
odds = np.exp(log_odds)
print{"C=",ci)
print( odds: " ,odds[@].flatten(})
print('Parametri:

linear_model.logisticRegression(C=ci)

"y hue3B21”, logr.coef [©],"\we3B28", logr.intercept )

Slika 3.11. Formiranje modela logisticke regresije koristenjem razlicitih koeficijenata regulariza-

cije i vrijednosti parametara dobivenih modela.

Funkcije vjerojatnosti dobivenih logistickih modela prikazane su na Slici 3.13

C= 1.8
odds: [3.52484987]
Parametri:
C=5.8

odds: [4.57998174]
Parametri:
C= 1@.8

odds: [4.82116392]
Parametri:

Pl [1.25983762] P@ [-4.84132893]

Bl [1.521695@1] P@ [-4.98955846]

Pl [1.573@1538] p@ [-5.88034311]

Optimization terminated successfully.

Current function wvalue:

Iterations 7

B.288886

Slika 3.12. Vrijednosti parametara i izgleda dobivenih modela logisticke regresije za odabrane

koeficijente regularizacije.

10 1

08 4

0.6

0.4 1

02

00

® ulazni podaci

— Pythen, C=1.0
Python, C=5.0

= Python, C=10.0

& 8 10

Slika 3.13. Funkcije vjerojatnosti za razlicite koeficijente regularizacije
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Logisticka analiza u modulu statsmodels

Odredivanje koeficijenata logisticke regresije u Pythonu moguce je i koriStenjem klasa koje se na-
laze u modulu st at smode1s. Klasa logisticke regresije nalazi se u modulu stat smodels.api,
a model klase se dobiva naredbom Logit (). Metoda fit () te klase optimizirat e parametre
modela na isti nacin kao Sto je opisano u potpoglavlju 2.3.3.

x1 = sm.add_constant{X)

model = sm.Logit{y, x=1).fit()

print({model.params)

print({model.pred_table())
print{model. summary(})

Slika 3.14. Formiranje modela logisticke regresije koristenjem modula statsmodels (sm).

Logit Regression Results

Dep. Variable: y  MNo. Observations: 22
Model: Logit Df Residuals: 28
Method: MLE Df Model: 1
Date: Fri, 13 Jan 2823  Pseudo R-squ.: @.5949
Time: @9:53:37 Log-Likelihood: -6.1777
converged: True  LL-Null: -15.249
Covariance Type: nenrobust  LLR p-value: 2.8492-85

coef std err z P>z [@.825 8.975]

const -5.2788 2.224 -2.374 a.ala -9.638 -8.928
bl 1.6328 @.829 2.595 a.ead a. 488 2.865

Slika 3.15. Rezultati regresijske analize dobiveni pomocu modula statsmodels.

Na Slici 3.14 prikazan je kod kojim se formira model logisticke regresije, te se ispisuju para-
metri modela i tablica za analizu statisticCkog modela (Slika 3.15).

Iz tablice se mogu ocitati vrijednosti regresijskih koeficijenata: y = —5.28, a 5; = 1.63, te
njihova znacajnost u modelu. Kako je p-vrijednost za oba koeficijenta manja od 0.05 (oznaceno

crvenim), to znaci da su oba koeficijenta znacajna u ovom modelu.
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4. PRIMJENA VISESTRUKE LOGISTICKE REGRESIJE

Kao $to je opisano u potpoglavlju 2.2.2., viSestruka logistiCka regresija podrazumijeva da na iz-
lazne vrijednosti binomne varijable utjece viSe prediktorskih varijabli. Izgradnja modela viSestruke
logisticke regresije u Pythonu ne razlikuje se od postupka izgradnje jednostavne logisticke regre-

sije. Python moduli koji ¢e se koristiti u ovom primjeru jednaki su onima iz prethodnog primjera.

4.1. Visestruka logisticka regresija za Klasifikaciju prolaska kolegija

U ovom primjeru primijenit €e se logisticka regresija za predvidanje hoce li studenti poloZiti kolegij
ili ne, na osnovu podataka o ostvarenim bodovima na testovima, broju pristupa on-line kolegiju,
bodovima ostvarenima na srodnom kolegiju itd. Dakle, u ovom se slucaju pretpostavlja da ishod
(zavisna varijabla) ovisi o viSe nezavisnih varijabli.

Kao nezavisne varijable u promatranom primjeru koriste se sljedeci podaci:

¢ bodovi na testu (oznaka: tests)

* broj pristupa interaktivnim on-line lekcijama (oznaka: lessons)

broj "download"-anih nastavnih materijala za predavanja (oznaka: lectures)

broj "download"-anih nastavnih materijala za vjezbe (oznaka: exercises)

rezultati iz Matematike 1 (oznaka: math1)

* broj prijava na sustav Merlin (oznaka: lms)

Zavisna varijabla, odnosno konacni rezultat, u ovom primjeru odnosi se na prolaz ili pad kolegija.
Postupak unosa podataka u matricu X u kojoj su podaci nezavisnih varijabli, te matricu y izlaznih
vrijednosti prikazan je na Slici 4.1. Kako bi se mogla izvrSiti analiza kvalitete logistiCke regresije
uneseni podaci se moraju podijeliti na podatke za uenje modela i podatke za validaciju, odnosno

analizu kvalitete modela.

y=pd.read_excel( 'Sevilla logr.xlsx")

test=y["tests"]

lessons=y["lesscns”)

lectures=y["lectures"]

exercises=y[ "exercises"]

mathl=y[ "mathl™]

Ims=y["1lms"]

Y=y["result™]

X=y[["tests","lessons" ,"lectures”, "exercises”, "mathl"”,"Ims"]]

¥_train, X_test, Y_train, ¥_test = train_test split
(y[["tests","lessons","lectures"”,"exercises”, "math1","1Ims"]]
y¥[“result”], test_size=8.3,random_state=8)

Slika 4.1. Unos podataka o kolegiju Matematika 2

Graficki prikaz ulaznih podataka prikazan je na Slici 4.2 pomocu box-plot dijagrama. Box-plot
dijagram objedinjuje pet karakteristi¢nih vrijednosti statisticCkog skupa: minimalnu vrijednost, prvi

kvartil, medijan (drugi kvartil), tre¢i kvartil i maksimalnu vrijednost.

17



Raul Ivan Gasljevic¢ Primjena logisticke regresije u inZenjerstvu
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Slika 4.2. Vrijednosti ulaznih parametara za kolegij Matematika 1

Kao 1 u prethodnom primjeru, radi se o binarnoj logistickoj regresiji koja se sastoji samo od

dvije klase. Postupak izgradnje modela prikazan je na Slici 4.3.

logr = linear_model.logisticRegressiocn(max_iter=1288)
logr.fit(X_train,¥_train)

Slika 4.3. Izgradnja modela logisticke regresije.

Dobivena logisticka regresija je ovom slucaju oblika:

1
- 1 4+ e~ (Bot+Bizi+...+Bsws) °

p(ivh o xﬁ)
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Vrijednosti parametara dobivene u Pythonu prikazane su na Slici 4.4

Koeficijenti su jednaki - Bl,...,B6 iznose: [ @.9518686  @.17998137 8.47559742
@.89837327 ©.84818351 -0.88096929] B8 - slobodni €lan iznosi: [-4.72676838)

Slika 4.4. Koeficijenti dobiveni pomocu modula sklearn.

Analiza kvalitete i tocnosti predvidanja pomocu logisticke regresije

Na ovom ¢e se primjeru dodatno opisati postupak za analizu to¢nosti predvidanja logisticke re-
gresije u postupku klasifikacije. Analiza se tipi¢no provodi na podacima koji su namijenjeni za
testiranje 1 koji su prethodno izdvojeni iz osnovnog skupa podataka, a temelji se na matrici konfu-
zije (eng. confusion matrix).

Da bi se formirala matrica konfuzije, potrebno je testirati klasifikator na poznatom skupu po-
dataka koji ima poznate oznake klasa. Klasifikator ¢e klasificirati svaki unos iz testnog skupa
podataka, a zatim Cete usporediti dobivenu klasifikaciju s stvarnom oznakom klase kako bi se
utvrdila tocnost klasifikacije.

Matrica konfuzije je tablica koja prikazuje rezultate klasifikacije za svaku klasu, pri Cemu se
promatra odnos izmedu stvarnih 1 predvidenih vrijednosti. Promatraju se Cetiri klase odnosno broj
elemenata u svakoj od njih: broj uzoraka koji su ispravno klasificirani kao pozitivni (stvarno po-
zitivni), broj uzoraka koji su ispravno klasificirani kao negativni (stvarno negativni), broj uzoraka
koji su lazno klasificirani kao pozitivni (laZno pozitivni) i broj uzoraka koji su lazno klasificirani
kao negativni (lIaZzno negativni).

Matrica konfuzije sljedeceg je oblika:

Stvarne vrijednosti
Pozitivne Negativne

=
2 - Stvarno Lazno
o Pozitivhe . o
Q Pozitivne (SP) Pozitvine (LP)
s
Q
| =
qJ o
.*g —_ Lazno Stvarno
k3 SEEs Negativne (LN) Negativne (SN)
o

Slika 4.5. Matrica konfuzije
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Pored matrice konfuzije, logisti¢ka regresija ima jo$ nekoliko vaznih znacajki koje se koriste
za evaluaciju 1 interpretaciju njenih rezultata. Neke od tih znacajki su tocnost (eng. accuracy),
preciznost (eng. precision) 1 odziv (eng. recall). Ove znacajke su direktno vezane za matricu
konfuzije i iz nje se odreduju.

Tocnost se koristi za pronalaZenje udjela ispravno klasificiranih vrijednosti. Govori nam koliko
je Cesto promatrani klasifikator u pravu. To je zbroj svih stvarnih vrijednosti podijeljen ukupnim
vrijednostima.

SP+ SN

Tocnost — 41
NSt = P T LP+ LN 1 SN “.D

Preciznost se koristi za izraCunavanje sposobnosti modela da ispravno klasificira pozitivne vri-
jednosti. To su stvarni pozitivni rezultati podijeljeni s ukupnim brojem predvidenih pozitivnih
vrijednosti.

SP

Preci t= ——— 4.2
reciznos SPLIP “4.2)

Odziv ili osjetljivost se koristi za izracun sposobnosti modela da predvidi pozitivne vrijednosti.

To su pravi pozitivni rezultati podijeljeni s ukupnim brojem stvarnih pozitivnih vrijednosti.

SP

il _
Osjetljivost SPTIN

4.3)

Nakon definiranih osnovnih pojmova vezanih za matricu konfuzije moze se pristupiti odredi-

vanje same matrice konfuzije za zadani skup podataka.

predicted_output = logr.predict(X_test)

cm = confusion_matrix(¥_test, predicted_cutput)
print{cm)

plt.figure(figsize = (6,5))

sn.heatmap{cm, annot=True)
plt.xlabel('Predvidena wrijednost')
plt.ylabel('Prava vrijednost’

Slika 4.6. Dobivanje matrice konfuzije i njezin prikaz
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Slika 4.7. Matrica konfuzije za klasifikaciju pomocu dobivenog modela logisticke regresije.

Matrica konfuzije se u Pythonu dobiva koriStenjem funkcije confusion_matrix(Y_test,
predicted_output) iz modula sklearn.metrics. Ulazni podaci te funkcije su empirijski po-
daci izdvojeni za testiranje, oznaceni ovdje s Y _test te podaci klasifikacije predvideni pomocu
dobivenog modela logisticke regresije s predicted_output (Slika 4.6). Vizualni prikaz dobivenih
vrijednosti u matrici konfuzije dobiven koriStenjem funkcije heatmap iz modula seaborn dan
je na Slici 4.7. Kako bi se protumacila dobivena matrica konfuzije, prvo se moraju pogledati vri-
jednosti na dijagonali. Broj 25 koji govori koliko je stvarnih pozitivnih vrijednosti prevideno, dok
broj 36 govori koliko je stvarnih negativnih vrijednosti predvideno. Brojevi koji se nalaze van
dijagonale, odnose se na laZzna predvidanja, tako u ovom slucaju broj 6 znaci da je za 6 podataka
predviden pozitivan ishod, iako je on zapravo negativan. Za 8 ulaznih podataka predvideni ishod
je negativan, a on je zapravo pozitivan. Dakle, nakon dobivene matrice konfuzije moze se odrediti
tocnost binarne logisticke regresije. Racunanje to¢nosti modela i vrijednosti za dobiveni primjer
prikazanu su na Slici

Jedna od mogucih mjera kvalitete logisticke regresije moZe se odnositi na znacajnost pojedi-
nih parametara u modelu. Na prethodnom je primjeru prikazano da model logisticke regresije u
modulu statmodels ima mogucnost ispisa izvjestaja koji izmedu ostalog daje znaCajnost svake
pojedine varijable u modelu. Postupak prilagodbe modela podacima i ispis izvjeStaja u Pythonu
prikazan je na Slici 4.9.

Izvjesta;j je prikazan u nastavku:

Od svih koeficijenata, jedini znacajni su oni koji imaju p vrijednost manju od 0.05. U ovom
primjeru koeficijenti koji su znacajni se odnose na "mathl" i "tests", odnosno na broj bodova
iz Matematike 1 i broj bodova na testu. MozZe se zakljuciti kako prethodno usvojeno znanje iz
predmeta Matematika 1, odnosno na testovima iz Matematike 2 bitno utjecu na to hoce li student
poloziti kolegij.

Stoga ¢e se u nastavku odrediti logisticka regresija koja ukljucuje samo te dvije varijable.
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a = cm.shape
corrPred = @
falsePred = @
for row in range(a[e])
for ¢ in range(a[l]):
if row == c:
corrPred +=cm[row,c]
else:
falsePred += cm[row,c]

print('Ispravna predvidanja: ', corrPred)
print({'Neispravna predidanja:', falsePred)
print ('Tofnost binarne logisticke klasifikacije je: ', corrPred/{cm.sum{)})

Ispravna predvidanja: 6@
Neispravna predidanja: 15
ToEnost binarne logistiZke klasifikacije je: 8.8

Slika 4.8. Kod za toc¢nost binarne logisticke regresije

#x1 = sm.add_constant(X, prepend=False)
logit mod = sm.Llogit(Y, X)
logit fit = logit mod.fit()
print (logit fit.summary())

Slika 4.9. Izgradnja modela logisticke regresije u Pythonu i ispis izvjestaja.

Logit Regression Results

Dep. Variable: result  No. Observations: 2449
Model: Logit Df Residuals: 243
Method: MLE Df Model: =
Date: Fri, 13 Jan 2823 Pseudo R-squ.: @.1873
Time: 13:82:57 Log-Likelihood: -153.43
converged: True LL-Null: -171.87
Covariance Type: nenrcbust LLR p-value: 6.317e-87

std err z P>z [@.825 8.975]
tests B.229 2.878 B.827 B.926
lessons @.e64 @.175 2.861 -8.114 B8.136
lectures @.136 -8.916 @.359 -8.391 @.142
exercises 8.866 1.419 B8.156 -B.836 @.223
mathl 8.006 2.081 0.001 8.024
Ims @.eal -1.968 a.a57 -8.8a3 4,79e-85

LogistiCka regresija u ovom slucaju glasi:

B 1
p(l’) - 1 i 6—(ﬁo+ﬂ1x1+52x2)’

pri cemu su vrijednosti parametara izraCunate u Pythonu jednake:

By = —3.5,6 = 0.91i 3y = 0.05.

Ova se logisticka regresija moZe prikazati i graficki, kao ploha u prostoru (Slika 4.10.).

Za primjer, koriStenjem dobivenog modela, moZe se procijeniti kolika je vjerojatnost da e
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Logisticka regresija u prostoru

Slika 4.10. Funkcija vjerojatnosti u 3D

student koji je imao 4 boda na testu i koji je imao 65 bodova iz matematike 1 poloziti kolegij
matematika 2. TraZena procijenjena vjerojatnost iznosi 0.967 i dobiva se jednostavno uvrSavanjem

vrijednosti u prethodni izraz.

4.2. Klasifikacija rendgenskih snimaka plu¢a pomo¢u logisticke regresije

U ovom poglavlju obraduje se primjena binarne logisti¢ke regresije za klasifikaciju slika koje pri-
kazuju rendgenski snimak pluc¢a. U podruc¢ju medicine, rendgenski snimci Cesto se Koriste za
dijagnosticiranje bolesti pluca, poput upale pluca. Upala pluca je ozbiljna infekcija koja moze
biti uzrokovana virusima, bakterijama i drugim mikroorganizmima, a moZe dovesti do ozbiljnih

komplikacija ako se ne lijeci pravilno.

-
-

Slika 4.11. Rendgenski snimak upaljenih pluca (lijevo) i normalnih pluca (desno)

Cilj ovog poglavlja je razviti model koji moZe automatski klasificirati rendgenske snimke pluca
kao normalna ili upaljena (Slika 4.11). Pretpostavlja se da se slike mogu pripisati samo jednoj od
dvije klase, tj. klasi normalnih ili upaljenih pluca, pa se radi o binarnoj klasifikaciji.

Binarna logisticka regresija je jedan od najces¢ih pristupa klasifikaciji slika i pomocu nje Ce se
procijeniti vjerojatnost da slika pripada jednoj od dvije klase, a na temelju znacajki koje se izlucuju

iz slike. Ove znacajke se mogu odnositi na razlicite karakteristike pluca, kao §to su gustoca tkiva,
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veli¢ina pluca i drugi faktori koji mogu biti relevantni za dijagnosticiranje upale pluc¢a. U ovom

primjeru koriSteno je 234 slika normalnih pluca i 390 slika upaljenih pluca (za treniranje modela).

import os

import numpy as np

import cv2

from sklearn.linear_model import LogisticRegression
from sklearn.model selection import train_test split
from sklearn.metrics import confusion _matrix

from matplotlib import pyplot as plt

import seaborn as sn

import matplotlib.image as mpimg

from sklearn.metrics import roc_curwve, auc, roc_auc_score
from sklearn.metrics import classification_report

Slika 4.12. Moduli potrebni u Pythonu za ovaj primjer

def load images from folder({folder):
images = []
for filepame in os.listdir(folder):
img = cv2.imread(os.path.join(folder,filename})
if img is not None:
img = cv2.resize(img, (IMG_SIRINA, IMG_VISINA})
images.append(img)
return np.array(images)

Slika 4.13. Funkcija za ucitavanje slika.

Nakon ucitavanja odgovaraju¢ih modula (Slika 4.12) ucitavaju se slike iz mape u kojoj su one
spremljene. Funkcija za uCitavanje slika prikazana je na Slici 4.13. Funkcija uzima putanju mape
kao ulazni argument. Zatim se u funkciji "load_images_from_folder" kreira prazna lista "images"
koja ¢e sluziti za pohranjivanje ucitanih slika. Petljom "for" prolazi se kroz sve datoteke u mapi
koja je zadata putanjom "folder". Za svaku datoteku se koristi funkcija "cv2.imread" za Citanje
slike, a ako je slika procitana bez greske, skalira se na veli¢inu "IMG_SIRINA" x "IMG_VISINA"

koriStenjem funkcije "cv2.resize". Visina 1 Sirina slika jednake su 100.

load_images_from_folder({normal_dir)
np.zercs(len{normal images))

normal_images
normal labels

pneumcnia_images = load images from folder(pneumocnia_dir)
pneumcnia_labels = np.ones{len{pneumcnia_images))

X = np.concatenate((normal_images, prneumonia_images), axis=8)
y = np.concatenate((normal_labels, prneumonia_labels), axis=8)
¥_train, X _test, y_train, y_test = train_test split(X, y, test_size=8.2)

model = LogisticRegression(max_iter=128a)
model.fit (¥ _train.reshape(len(X_train), -1), y_train)

Slika 4.14. Formiranje modela logisticke regresije

Nakon ucitavanja slika, podaci se podijele na skup za treniranje i skup za testiranje, te se zatim

formira model koristeci ve¢ prethodno opisanu metodologiju (Slika 4.14). Funkcija concatenate
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koristi se za spajanje dva niza te se ovdje koristi se za spajanje slika i njihovih odgovarajucih oz-
naka, tako da se mogu koristiti kao ulaz za logisticki regresijski model. Ulancavanjem nizova,
slike i oznake rasporeduju se istim redosljedom, pri cemu se svakoj slici pridruZuje se odgovara-
juca oznaka. Nakon §to su podaci spojeni i podijeljeni u skupove za treniranje i testiranje, model
LogisticRegression iz scikit-learn koristi se za treniranje klasifikatora binarne logisticke
regresije na podacima za treniranje. Dobiveni se model zatim koristi za predvidanje na podacima

za testiranje.

Analiza tocnosti klasifikatora i predvidanja pomoc¢u ROC Krivulje

Usporedbom predvidanja i stvarnih podataka za testiranje moZe se analizirati tocnost klasifikatora.

Broj elemenata koji pripadaju odredenoj kategoriji u matrici konfuzije prikazan je na Slici 4.15.

350
300
250

200

- 150

Prava vrijednost

o 1
Predvidena vrijednost

Slika 4.15. Matrica konfuzije modela binarne logisticke regresije

Zbog velikog broja elemenata na dijagonali matrice konfuzije dobiveni model ima vrlo visoku
tocnost od 0.978. Povecanje to¢nosti rezultata moZe se povecati ucitavanjem znatno veéeg broja
rendgenskih snimaka.

Na temelju predvidenih i stvarnih podataka za testiranje odreduje se i ROC krivulja. ROC
(eng. Receiver Operating Characteristic) krivulja je grafikon koji se koristi za evaluaciju perfor-
mansi klasifikacijskih modela. Na os apcisa nanosi se lazno pozitivna stopa (FPR) (eng. False

Positive Rate), koja se racuna formulom

LP

FPR = ————.
LP+ SN

(4.4)

Na os ordinata nanose se pripadajuce istinske pozitivne stope (TPR) (eng. True Positive Rate), $to
je drugi naziv za osjetljivost. Model koji klasificira u potpunosti slu¢ajno ima ROC krivulju koja

je jednaka pravcu y = x. Kao mjera kvalitete klasifikatora moZe se raCunati povrSina ispod ROC
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y_proba
y_proba

model.predict_proba(X_test.reshape(X_test.shape[@], -1})
y_probal:, 1]

fpr, tpr, thresholds = roc_curve(y test, y proba)
roc_auc = auc(fpr, tpr)

plt.plot(fpr, tpr, color="red", lw=3, label="ROC krivulja (povriina = ¥8.2f)' ¥ roc_auc)
plt.grid()

plt.plot([®, 1], [@, 1], color="blue', lw=1.5, linestyle="--'})

plt.xlim([®.8, 1.8])

plt.ylim([@.8, 1.85])

plt.xlabel('Lazno pozitivna stopa')

plt.ylabel('Istinska pozitivna stopa')

plt.title({'Receiver operating characteristic - ROC kriwvulja')

plt.legend(loc="1lower right")

plt.fill_between(fpr, tpr, color="darkgreen', alpha=8.3)

plt
plt
plt

ext
.show()
Sigure()

8.5, 8.3, "AUC = %8.2f"' ¥ roc_auc, fontsize=12, ha="center', color="white')

auc = roc_auc_score(y_test, y proba)

print{‘'Povriina ispod ROC krivulje: {:.2f}'.format{auc))

Slika 4.16. Odredivanje ROC krivulje u Pythonu

krivulje, a za tu se povrSinu uobicajeno koristi oznaka AUC, od engleskog naziva Area Under
Curve. Za AUC vrijedi: 0 < AUC < 1. Veéa povrsina ispod ROC krivulje, odnosno veéi AUC
ukazuje na bolju performansu modela. Sto je AUC bliZe 1, to je model bolji u razlikovanju izmedu

pozitivnih 1 negativnih primjera. ROC krivulja za promatrani primjer prikazana je na Slici 4.17.

Receiver operating charactenistic - ROC krivulja

10 4 "Jr
J'"'."
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§ 05 }*H;
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L] _,.-"'

0.2 i

-
-
#,-"' = ROC krivulja {povrsina = 0.98)
0.0+ . ; ; .
0.0 02 04 0.6 08 14

Lazno pozitivnia stopa
Slika 4.17. ROC krivulja
Ovdje je AUC = 0.98 Sto sugerira da je model vrlo dobar u razlikovanju pozitivnih i negativnih
primjera i da ima visoku osjetljivost i specificnost. Koliko to¢no iznose specificnost 1 osjetljivost

ovog modela moZe se provjeriti pomocu naredbe classification_report(y_test,y_pred),

¢ime se dobiva sljedeéi izvjestaj:
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precision recall fl-score  support

a.e @.88 B.86 .87 449

1.8 .91 B.92 @.92 76

accuracy a.9a 125
macro avg @.a89 B.89 @8.89 125
welghted avg @.9e a.98 @.98 125

Ovi rezultati ukazuju na to da je model relativno dobro klasificirao slike upaljenih i normalnih

pluca, s visokom sensitivnoséu i pristojnom preciznoscéu.
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5. VISEKATEGORIJSKA REGRESIJA I NJEZINA PRIMJENA

5.1. Visekategorijska logisticka regresija

Kao $to je u Poglavlju 2 opisano, cilj logisticke regresije je dobivanje modela koji ¢e omoguciti
procjenu vjerojatnosti nekog promatranog dogadaja, koji se mozZe i ne mora dogoditi, uz pretpos-
tavku da ishod ovisi o jednoj ili vise prediktorskih varijabli. Pritom se kao model koristi logisticka
funkcija. Pokazalo se je da je veza izmedu logaritma odziva i nezavisnih varijabli linearna i dana
izrazom (2.4). Dobiveni se model potom koristi za odredivanje pripadnosti jednoj od kategorija
binarne slucajne varijable.

Visekategorijska logistiCka regresija predstavlja poopéenje jednostavne logistiCke regresije i
koristi se za predvidanje vjerojatnosti pripadnosti nekoj od vise mogudéih kategorija, odnosno kla-
sifikaciju u viSe kategorija. Na primjer, moZe se primijeniti na prepoznavanje rukom pisanih slova
ili brojeva, za klasifikaciju slika Zivotinja u razlicite vrste ili prepoznavanje razli¢itih objekata u vo-
zilima. U medicinskoj dijagnostici moZe se koristiti za predvidanje dijagnoze ili prognozu bolesti
na temelju razli¢itih klini¢kih karakteristika. Opcenito, ovaj model mozZe se primijeniti u mnogim
podrucjima gdje je potrebno klasificirati podatke u vise kategorija na temelju razli¢itih ulaznih
varijabli.

Dakle, u situaciji kada se promatra problem u kojem je vrijednost slucajne varijable jedna od

mogucih kategorija, odnosno diskretna kategorijska slu¢ajna varijabla Y s funkcijom distribucije

1 2 -+ K-1 K
Y ~ (5.1)
Pt P2 -+ PK-1 PK
koja ovisi o jednoj ili viSe prediktorskih (nezavisnih) varijabli X1, ..., X, koristit e se viSekate-

gorijska regresija. Ona ¢e omoguciti procjenu vjerojatnosti pripadnosti nekoj od kategorija zavisne
varijable Y u ovisnosti o empirijskim vrijednostima nezavisnih varijabli. Pritom ¢e kao i kod jed-
nostavne ili sloZene logisticke regresije vrijediti da je veza izmedu logaritma izgleda i nezavisnih
varijabli linearna. Zbog jednostavnosti, u nastavku Ce biti napisani izrazi za slu¢aj kada postoji
samo jedna nezavisna varijabla, ali se jednostavno to moZe proSiriti 1 na situaciju s viSe nezavisnih

varijabli. Znadi, slicno kao u (2.4), pretpostavit e se da vrijedi:

P(Y = 1]z)

log —— — "/ _
P(Y =2|z)
log —— — 2%
: (5.2)
PlY =K —-1|z
tog (P(Y — K|:z:§ - Bogre—1) + Brr—nT

Uvede li se za pripadnost kategoriji £ oznaka
pr(x)=PY =k| X =x)
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iz (5.2) slijedi:
ePort+Buz
pl(I) ( |$) 1<+_§:iiileﬁm+ﬁUx
ePo2+Biaw
pz(iU) ( |$> 1+ Z{i}l ePot+Buz
(5.3)
PV — K ePo 1)+ -1
— == = — 1 =
PK 1(1') ( ’x) 1+ Zl[izl ePor+pBuz
1
= P(Y = K —
pK(l‘) ( |x> 1+ Z{ill ePot+Buz
Zadatak viSekategorijske regresije je odredivanje parametara 31, 511, Bo2, B2, - - -, Bo(r—1)» Bi(x-1)

koriStenjem metode maksimalne vjerojatnosti, na sli¢an nacin kao Sto je opisano u potpoglavlju
2.3. Time ¢e se dobiti model, odnosno funkcije oblika py(x) koje ¢e predstavljati procjenu vje-
rojatnosti da uz poznatu vrijednost prediktorske varijable x, zavisna varijabla pripada odredenoj
kategoriji, tj. daje (Y = k). Na tome se temelji klasifikacija u viSe kategorija, odnosno promatrani
objekt se klasificira u odredenu kategoriju u skladu s najveéom vjerojatnoscéu.

Provodenje viSekategorijske logisticke regresija u Pythonu gotovo je identi¢no postupku njezi-
nog odredivanja u binarnom slucaju. Stoga se postupak nece posebno detaljno opisivati.

Visekategorijska regresija u sljede¢im ¢e potpoglavljima biti primijenjena na primjeru klasifi-
kacije vrste cvijeca temeljem viSe karakteristika, te na klasifikaciju slika. Osim toga, bit e opisani

postupci za procjenu kvalitete dobivenog modela.

5.2. Primjena viSekategorijske logisticke regresije za Klasifikaciju vrste cvijeca

Ovaj se primjer odnosi na viSekategorijsku logisticku regresiju koja ¢e se provesti na skupu poda-

taka poznatom u literaturi kao "Iris data set".

data = pd.read_csv( IRIS.csv')

y=data["variety"]

Y=data["variety"].replace({' '5etosa’':1, 'Versicolor':2, 'Virginica':3})
X=data[[ "sepal.length’, 'sepal.width’', 'petal.length’, 'petal.width"]]
¥_train, X_test, Y_train, ¥Y_test = train_test split
(data[["sepal.length’, 'sepal.width', 'petal.length’, 'petal.width']]
ydata[ 'variety'], test size=8.1,random_state=8)

Slika 5.1. Treniranje ulaznih podataka

Podaci u datoteci IRIS.csv sadrzavaju podatke o duljini i Sirini CaSice i latica, te se nalaze u
stupcima "sepal length" i "petal length", "sepal width" i "petal width". Duljine i Sirine latica,
odnosno ¢aSica u ovom primjeru predstavljaju nezavisne varijable. Na Slici 5.1 prikazan je Python
kod za ucitavanje podataka i definiranje varijabli. Zavisne varijable, odnosno konacni rezultati
u ovom primjeru, odnose se na vrstu cvijeca "variety", pri ¢emu su imena tih vrsta: Versicolor,
Setosa i Virginica (Slika 5.2). Za potrebe provodenja logisticke regresije, u modelu su se pojedinim

kategorijama pridruzile numericke vrijednosti 1, 2 1 3.
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Slika 5.2. Cvijece Iris

Kako ¢e se na ovom primjeru opisati i procjena kvalitete dobivene logistiCke regresije kao kla-
sifikatora, ucitani se podaci pomocu funkcije train_test_split u modulu sklearn podijele u

dva podskupa: podatke za treniranje i podatke za testiranje.

wrsta cwvijeca u ovisnosti o duljini Casice

wrsta cvijeca u ovisnosti o Sirini Casice

Virginica - Virginica - ® SORSDERES & @
m 1]
p i
.E Setosa b Setosa 1 @ ODOODODOEOO RS
E s
ersicolor Wersicolor - L] SEOBOOEORRORES &
T T T T T T T T T T T T T T
45 50 5% &0 &5 70 75 B8O 20 25 30 i5 4.0 45
duljina £asice Sirina casice
vrsta cvijeca u ovisnosti o duljini latice vrsta cvijeca u ovisnosti o Sirini latice
Wirginica - T T Wirginica 4 ] SELEOFIDEY B0 BBEE B0 B
[1=] m
T T
g 2
a Setosa & o] Setosa 4 bk RN PR
£ 2
S S
Versicolor 4l e \ersicolor 1 eelOORBERSES
T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 B 7 45 50 55 &0 &5 70 75 B8O
duljina latice Sirina latice

Slika 5.3. Vrsta Iris cvijeca u ovisnosti o promatranim znacajkama

Graficki prikaz podataka pomocu grafova prikazanih na Slici 5.3 ukazuje da postoji ovisnost

kategorija o pojedinim znacajkama, odnosno ulaznim varijablama.

logr =
logr.fit(X_train,¥Y_train)

Koeficijenti su jednaki:
B1,..,R4 - [-8.39747832 @.53320068 -2.25960456 -0.9785686 | P - [8.99997382]
Bl,..,B4 - [ ©.54392380 -0.20016433 -@.23248701 -8.65800366] P@ - [1.544708238]

P1,..,B4 - [-©.14644477 -8.54312635

linear_model.logisticRegression{max_iter=1288)

2.52281157 1.63666226] P2 - [-18.5446754]

Slika 5.4. Prilagodavanje modela i ispis koeficijenata

Na Slici 5.4 prikazan je postupak formiranja modela u Pythonu i on je isti kao i u slucaju
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jednostavne logisticke regresije. Razlika dobivenog modela je u broju koeficijenata koji se pojav-

ljuju, a koji ovisi o broju kategorija /K, te broju nezavisnih varijabli n. Metoda dobivenog modela

predicted=logr.predict(np.array([[1,2,3,4]])).reshape(-1,1)
print({'Previdenc:', predicted.flatten(})

Prevideno: ['Virginica']

Slika 5.5. Procjena pomocu dobivenog modela

predict koristi se za predvidanje pomoc¢u dobivenog modela. Na Slici 5.5 dan je primjer pro-
cjene vrste cvijeta u slucaju kada su varijable redom jednake: "sepal lenght" - 1, "sepal width" - 2,

"petal lenght" - 3, a "petal width" - 4. Procijenjeno je da se radi o vrsti "Virginica".

Analiza kvalitete i tocnosti logisticke regresije za klasifikaciju

U nastavku Ce se promotriti konfuzijska matrica za ovaj primjer. S obzirom da su u primjeru 3 kate-
gorije (zavisne varijable), dimenzija matrice konfuzije bit ¢e dimenzije 3x3. Na osnovu vrijednosti
dobivenih u konfuzijskoj matrici, a koji se odnose na broj ispravno 1 pogresno klasificiranih vri-
jednosti, odreduju se specificnost 1 preciznost. Pritom se ne mogu koristiti formule definirane u

potpoglavlju 4.1., ali se ovdje njihovo racunanje nee posebno razmatrati.

cm = confusion_matrix(Y_test, predicted_output)

print(cm)

plt.figure(figsize = (6,5))
sn.heatmap{cm, annot=True,cmap="Blues")
plt.xlabel('Predvidena vrijednost')
plt.ylabel('Prava vrijednost")

1o

14

12

Prava vrijednost

i -0
o 1
Predvidena vrijednost

Slika 5.6. Odredivanje i prikaz matrice konfuzije
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Kao $to je ve¢ prethodno pojasnjeno, matrica konfuzije u Pythonu se odreduje pomocu funk-
cije confusion_matrix 1 provodi se na testnom skupu. Graficki prikaz dobivene matrice
koristenjem funkcije heatmap u modulu seaborn dan je na Slici 5.6. Broj ispravno klasificiranih
podataka uvijek se nalazi na glavnoj dijagonali, a broj podataka izvan glavne dijagonale ukazuje
na broj pogresno klasificiranih podataka. Kako je u ovom primjeru samo jedna vrijednost izvan
dijagonale, moZe se smatrati da je kvaliteta ove logisticke regresije visoka.

predictions=logr.predict(X_test)
print{classification_report(Y_test,predictions)})

print{accuracy_score(¥_test,predictions))
plt.figure()

precision recall fl-score  support

Setosa 1.8a 1.8 1.8a 16
Versicolor 1.0 @.94 @.97 18
Virginica @.92 1.0 @.96 11
accuracy &.98 45
macro avg @.97 @.98 @.98 45
weighted avg @.98 @.98 @.98 45

Slika 5.7. Mjere toc¢nosti klasifikacije dobivenog modela.

Tocnost predvidanja daje funkcija classification_report, a dobiva se, kao i konfu-
zijska matrica usporedbom testnih podataka s ishodima predvidanja. Funkcija ¢e za svaku od
klasa, dati vrijednosti za preciznost, specificnost i fl-mjeru ("precision"”, "recall", "f1-score"), te
za tocnost predvidanja ("accuracy"). Fl-mjera definira se kao harmonijska sredina preciznosti i

specificnosti. Rezultati su prikazani na Slici 5.7.

5.3. Visekategorijska logistiCka regresija za klasifikaciju slika

Ovo poglavlje fokusira se na primjenu viSekategorijske logistiCke regresije za klasifikaciju slika
rukom pisanih brojeva od 0 do 9. Dakle, postoji 10 klasa koje predstavljaju razlicite brojeve od 0
do 9, a cilj klasifikacije je dodijeliti ispravnu klasu svakoj slici. U ovom ¢e se primjeru, osim uz
pomoc logisticke regresije, rezultati odrediti koriStenjem nekih drugih algoritama strojnog ucenja,

te usporediti.

Digit: 7 Digit: 5

Slika 5.8. Primjer nekih od koristenih slika

Skup podataka moZe se naci u biblioteci modula sklearn te sadrzi 1797 slika formata 8x8, Sto

znaci da je skup ulaznih podataka digits.data matrica dimenzija 1797 x 64. Primjeri nekih slika
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prikazani su na Slici 5.8. Ciljane vrijednosti, tj. brojke prikazane na pojedinim slikama, spremljene

su u varijabli digits.target .

¥_train, x_test, y train, y_test = train_test_split(digits.data, digits.target, test size=0.2)
logisticRegr = LogisticRegression(max_iter=1068)

logisticRegr.fit(x_train, y_train)

logisticRegr.predict(x_test[@].reshape(l,-1})

logisticRegr.predict(x_test[@:1@8])

Slika 5.9. Model logisticke regresije na temelju ulaznih podataka

Cilj je trenirati logisticku regresiju kako bi se predvidjeli brojevi na slikama. Kao i u prethod-
nom primjeru, skup podataka podijeli se na skupove za treniranje i testiranje. U ovom slucaju,
funkcija dijeli podatke u omjeru 80:20, pri cemu se 80% podataka koristi za treniranje, a 20% za
testiranje. Zatim se kreira objekt logisticRegr klase LogisticRegression s maksimalnim brojem ite-
racija 1000. Nakon toga, poziva se metoda fit nad logisticRegr kako bi se trenirao model na skupu

za treniranje (x_train 1 y_train). Postupak je prikazan na Slici 5.9. Matrica konfuzije prikazana

3 0 0 o 49 0 1 0 0 o 1
2 4 0 0 o ] 35 (1] 1] 1 1} (1]
o
25 0 0 1 1 0 38 0 1 o 1
&

B 0 1 o ] V] (1] £ ] (1] o (1]

34 0 0 0 0 0 0 0 0 2 23

] 5 T i L @ @ A B @
Previdena vrijednost

Slika 5.10. Matrica konfuzije modela visestruke logisticke regresije

je na Slici 5.10. To¢nost doobivenog logistickog modela je 0.9638.

Klasifikacija koriStenjem drugih metoda strojnog ucenja

Stroj potpornih vektora (eng. Support Vector Machine) (SVM) je jedan od popularnih algori-
tama za klasifikaciju i regresiju koji se Cesto koristi u strojnom ucenju. SVM se temelji na ideji
pronalaZenja hiperravnine koja najbolje razdvaja razlicite klase podataka. U Pythonu, SVM je im-
plementiran takoder u modulu scikit-learn (kao i logisticka regresija), te sadrzi razlicite funkcije i
klase za rad sa SVM-om. Za klasifikaciju se obi¢no koristi klasa SVC (Support Vector Classifica-
tion), dok se za regresiju koristi klasa SVR (Support Vector Regression). Kod za izgradnju SVC

modela prikazan je na Slici 5.11.
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train_data, test_data, train_labels, test_labels = train_test_split(digits.data,
digits.target, test size=8.2, random_state=42)

svm = SWC(kernel="linear")

svm.fit(train_data.reshape(train_data.shape[2], -1}, train_labels)

predictions = svm.predict(test_data.reshape(test_data.shape[2], -1))

accuracy = accuracy_score(test_labels, predictions)

print{f"Tofnost SVR modela: {accuracy}™)

Slika 5.11. Izgradnja SVC modela u Pythonu.

Stablo odluka (eng. Decision Tree) je algoritam koji izgradi stablo s pitanjima i pretpostav-
kama koja vode do klasifikacije ili predvidanja. U Pythonu postoji nekoliko modula koje pruZaju
implementaciju tog algoritma, a najcesce se koristi scikit-learn.

rf = RandomForestClassifier({n_estimators=188, random_state=8)
rf.fit(x_train, y_train)
y_pred = rf.predict(x_test)

accuracy = accuracy_score(y_test, y_pred)
print{'Tofnost klasifikacije pomodu RandomForesta:', accuracy)

Slika 5.12. Izgradnja Random Forest modela u Pythonu.

Slucajna Suma (eng. Random Forest) je jo$ jedan popularan algoritam strojnog ucenja koji
se koristi za klasifikaciju, regresiju i ostale zadatke. Radi se o algoritmu koji spaja visSe stabala
odluka kako bi se stvorio jak model koji moze predvidjeti izlazne vrijednosti na temelju ulaznih
podataka. Svako stablo se trenira na dijelu podataka i koristi se kako bi se donijela odluka o klasi
novog primjera. Nakon §to su sva stabla izgradena, klasa koju svako stablo predvida se kombinira
kako bi se donijela konac¢na odluka.

#*_train = w_train.reshape(x_train.shape[®], &, 8, 1)

¥_test = x_test.reshape(x_test.shape[@], &, &, 1)

y_train = to _categorical(y train)

y_test = to_categorical{y test)

model = Sequential()

model.add(Conv2D(64, kernel_size=3, activation="relu', input_shape=(8,8,1)))
model.add(Conv2D(32, kernel_size=3, activation="relu'})

model.add(Flatten())

model.add(Dense (18, activation='softmax'))

model.compile(optimizer="adam"', loss='categorical crossentropy', metrics=['accuracy'])
model.fit({x train, y train, wvalidation_data=(x_test, y test), epochs=18&)

accuracy = model.evaluate(w _test, y _test)[1]
print{f"Tofnost pomodu CHNs: {accuracyl}™)

Slika 5.13. Izgradnja konvolucijske neuronske mreZe u Pythonu.

Konvolucijske neuronske mreze (eng. Convolutional Neural Networks) (CNN) su vrsta ne-
uronskih mreZa koja se koristi u strojnom ucenju za obradu i analizu slika, videa i zvukova. One su
posebno dizajnirane za izdvajanje znacCajki iz ulaznih podataka koriStenjem procesa konvolucije.
U Pythonu postoji nekoliko biblioteka koje omogucuju izgradnju CNN-a, a najcesée se koriste
TensorFlow, Keras, PyTorch i scikit-learn.

Ono $to mozZe biti argument za proucavanje logisticke krivulje je ¢injenica da se kod neuronskih

mreZa vrlo Cesto upravo logisticka funkcija koristi kao aktivacijska funkcija, odnosno logisticka
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regresija se moze promatrati kao najjednostavnija neuronska mreza s jednim slojem.

¥ _train, x_test, y train, y_test = train_test split(digits.data,
digits.target, test size=08.25, random state=8)

nb = GaussianNB()

nb.fit({x_train, y_train)

y_pred = nb.predict(x_test)

accuracy = accuracy_score(y_test, y_pred)

print{"Tofnost pomodu Naive Bayes:", accuracy)

Slika 5.14. Izgradnja Naive Bayes modela u Pythonu.

Naivni Bayesov algoritam temelji se na Bayesovom teoremu i pretpostavlja da su znacajke
nezavisne jedna od druge. Naivni Bayesov algoritam se Cesto koristi za klasifikaciju teksta, gdje
se moZe primijeniti na razli¢ite probleme kao Sto su detekcija spam poruka, kategorizacija doku-
menata ili za klasifikaciju slika, iako u manjoj mjeri.

clf = DecisionTreeClassifier()

clf.fit{x train, y_train)
yv_pred = clf.predict{x _test)

accuracy = accuracy_score(y_test, y_pred)
print{"Tofnost pomodu Decisicon Tree", accuracy)

Slika 5.15. Programiranje modela pomocu algoritma Decision Tree u Pythonu.

Tablica 5.1. Usporedba tocnosti koristenih algoritama za klasifikaciju slika.

Algoritam Toc¢nost modela
Visestruka logisticka regresija 93.6%
SVM 97.7%
Slucajna Suma 97.2%
CNN 96.6%
Naivni Bayesov algoritam 83.3%
Stabla odluka 84.6%

Dobivene to¢nosti za pojedine algoritme prikazane su u tablici. Za klasifikaciju slika brojeva
od 0 do 9 najveca to¢nost dobivena je pomocu algoritma SVR, iako je tocnost algoritma slucajne
Sume jako blizu te vrijednosti. Tocnost modela na nekim drugim skupovima podataka ne mora

uvijek biti najveéa s SVR algoritmom, ve¢ to¢nost u velikoj mjeri ovisi o ulaznim podacima.
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6. PRIMJENA LOGISTICKE REGRESIJE U MEHANICI FLUIDA

U ovom poglavlju zavr§nog rada primijenit ée se Water network tool for resilience (Wntr) modul u
programskom jeziku Python, kako bi se koriStenjem simulacija dobili relevantni podaci za analizu
vodoopskrbnog sustava. Glavni cilj ovog poglavlja jest provesti logisti¢ku regresiju na skupovima
podataka dobivenih iteriranjem tlakova u vodoopskrbnom sustavu. Nakon provedene regresije, bit
¢e moguce odrediti optimalne pozicije za postavljanje senzora u mreZi, ¢ime se moZe povecati
ucinkovitost i poboljSati pradenje rada sustava. Analiza ovakvog tipa uz pomo¢ metoda strojnog
ucenja u analizi vodoopskrbnih sustava u buduénosti bi mogla znacajno utjecati na podizanje kva-
litete vodoopskrbe i smanjenje gubitaka u distribucijskoj mrezi.

Whtr je Python modul koji se koristi za modeliranje i simulaciju vodovodnih mreza. Ovaj mo-
dul sluzi za stvaranje i analizu vodovodnih mreza, kao i za provodenje simulacija u cjevovodima.
Da bi se stvorila mreza cjevovoda u Wntr modulu, najprije je potrebno definirati topologiju mreze.
To ukljucuje odredivanje pozicija ¢vorova, cjevovoda i spojeva, kao 1 njihovih medusobnih veza i

karakteristika.

Osnovne naredbe za definiranje mreZe u Wntr modulu:
» watr.network. WaterNetworkModel(): Stvara novu praznu mrezu cjevovoda.
* add_tank(): Dodaje spremnik u mreZu cjevovoda.
* add_pipe(): Dodaje cjevovod u mrezu cjevovoda.
* add_junction(): Dodaje spoj u mrezu cjevovoda.
* add_pump(): Dodaje crpku u mrezu cjevovoda.
* add_valve(): Dodaje ventil u mrezu cjevovoda.

* add_reservoir(): Dodaje ventil u mrezu cjevovoda.

Slika 6.1. Kreirana vodoopskrbna mreZa

Nakon stvaranja prazne mreZe cjevovoda, proizvoljno Ce se kreirati vodoopskrbna mreza koja

e se sastojati od 3 rezervoara, 26 spojeva i 60 cijevi. Tako kreirana vodoopskrbna mreZza shematski
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sim = wntr.sim. WNTRSimulator(wn)
results = sim.run_sim()

node_keys = results.node.keys()
link_keys = results.link.keys()

Slika 6.2. Pokretanje simulacije i rezultati u spojevima i cijevima

je prikazana na Slici 6.1. Nakon Sto je kreirana vodoopskrbna mreza moze se pokrenuti simulacija

se razli¢itim potraznjama (base_demand) u svim ¢vorovima koje su jednake onim uobicajenim

potraznjama (do 1 [I/s]).

MreZa - Tlakowi

MreZa - Protoci

"l"\ ;
y
Tak, head [m) | \”‘.‘ e F s Protok (m3/s)
R | \ .. . £ \'\\ 2
B0 | .
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Slika 6.3. Raspodjela tlakova, protoka i brzina u cjevovodima

Dobiveni rezultati mogu se prikazati i graficki, ovisno o kojoj se karakteristici radi (tlak, protok,

brzina, visina,...), kao Sto je prikazano na Slici 6.3.

U ovom slucaju bila je provedena jedna simulacija. Naime, da bi se mogla koristiti logisticka

regresija potrebno je iterativno provesti simulacije i razmatrati dva slucaja. Prvi slucaj kada je

potraznja u svim ¢vorovima u normalnom rasponu (do 1 [I/s]) i drugi slu¢aj kada se u odredenom

¢voru javlja curenje (potraZznja raste znatno iznad 1 [I/s]). Provest Ce se veliki broj iteracija (2500

za svaki slucaj), te ¢e se tlakovi za svaku iteraciju spremiti u zasebnu matricu koja ¢e se potom

koristiti za formiranje modela logisticke regresije kojim ¢e se mo¢i odrediti u kojim je ¢vorovima

najbolje postaviti senzore. Sto se ti¢e samog modela logisti¢ke regresije tlakovi u pojedinom &voru

predstavljati ¢e nezavisnu varijablu, odnosno ulaz kod modela logisticke regresije. Izlaz modela
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logisticke regresije, odnosno zavisna varijabla ovisi o tome postoji li u mreZi curenje (1) ili ne (0).

results = []
for i in range(N):
neg_p = True
print(f'sim {i}: ", end="")
while neg p:
for node_name, node in wn.juncticns():
node.demand_timeseries list[@].base_value = random.uniform{gq_out[@], gq_out[1])
sim = wntr.sim.WNTRSimulator(wn)
result = sim.run_sim()
neg_p = np.any(result.node[ ‘pressure’] < @)
print{".", end="")

print('done")
results.append({result.node[ 'pressure’])
df = pd.concat(results, axis=8)

Slika 6.4. Proracun za normalne uvjete u svim ¢vorovima

U kodu prikazanom na Slici 6.4 provodi se simulacija protoka u vodoopskrbnoj mrezi N (1000)
puta uz razli¢ite sluCajne vrijednosti potraznje u izlaznom ¢voru (sve su do 1 [I/s]), §to predstavlja
normalnu potraznju u pojedinom ¢voru. Zatim se postavljaju slucajne vrijednosti za potraznju u
svim ¢vorovima, pokrece se simulacija protoka vodovodne mreZe i sprema se vrijednost tlakova u
svim ¢vororvima u matricu "result". Dobivena matrica sadrzi 1000 redaka sa podacima o tlakovima
u pojedinim ¢vorovima pri normlanim uvjetima u vodoopskrbnoj mrezi. Ovoj matrici nadodati ée
se jos jedan stupac u kojoj ¢e sve vrijednosti biti O Sto ¢e kasnije predstavljati varijablu y kojom se
formira model logisticke regresije.
for i in range(N):

neg_p = True

print{f'sim {i}: ', end="")

while neg_p:
for node_name, node in wn.junctions():

node.demand_timeseries list[@].base_value = random.uniform{gq_out[®8], gq_out[1])

random_node_name = random.choice(list{wn.junction_name_list))
wn.get_node{random_node_name).demand_timeseries list[@].base_wvalue = random.uniform
(q_leak[®], q_leak[1])
sim = wntr.sim. WNTRSimulator{wn)
result = sim.run_sim()

neg_p = np.any(result.node[ "pressure’] < @)
print{'.", end=""}

print('done")
results.append(result.node[ "'pressure’])

Slika 6.5. Proracun za situaciju s curenjem u slucajno odabranom cvoru

Kod na Slici 6.5 sli¢aj je prethodnome, samo $to se ovdje uzima jedan nasumican ¢vor i na
njemu se definira puno veéa potraznja od normalne (3-4 [I/s]), ¢ime se simulira curenje u odabra-
nom ¢voru. U ostalim ¢vorovima potraznja je i dalje normalna (do 1 [I/s]). Ovime je dobivena
matrica koja sadrzi tlakove u pojedinim ¢vorovima u slucaju curenja u vodoopskrbnoj mrezi. Na
dobivenu matricu dodati ¢e se vrijednost 1 Sto Ce predstavljati oznaku da u vodopskrbnoj mreZzi

postoji curenje. Dobivena se matrica spaja sa matricom iz prethodnog koda 1 time su dobiveni
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¥ = df.te_numpy()[:, :]
¥ = np.zeros(2 * N}
y[N:] =1

¥_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test _size=0.2)

model = LogisticRegression(max_iter=1288)
model.fit(¥_train, y_train)
probas = model.predict proba(X_test)

Slika 6.6. Formiranje modela logisticke regresije

cm = confusion_matrix(y_test, y_pred)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(G, 5))
ax. imshow(cm)
ax.grid(False)
ax.xaxis.set(ticks=(@, 1), ticklabels=("Predvidene 8-e', 'Predvidens 1-ice')})
ax.yaxis.set(ticks=({®, 1), ticklabels=('Stvarne 8-e', 'Stwvarne 1l-ice'})
ax.set_ylim(l.5, -8.5)
for 1 in range(2):

for j in range(2):

ax.text(j, i, em[i, j], ha="center', wa="center', color="red")

plt.show()

Stvarne 0-2 4

Stwvarne l-ice

Predvidene 0-e F'red'.ridelne l-ice
Slika 6.7. Definiranje matrice konfuzije i njezin prikaz
podaci potrebni za formiranje modela logisticke regresije. Nakon S$to je formiran model logisticke

regresije (Slika 6.6) za tlakove u vodoopskrbnoj mrezi moZe se odrediti matrica konfuzije (Slika

6.7) . Osim matrice konfuzije moze se odrediti i to¢nost modela binarne logisticke regresije (model

precision recall fl-score  support

a.e B.75 B8.96 @.84 481

l.e B.95 8.7 @.81 219

accuracy @.83 laaa
macro avg @8.85 2.83 @.83 laaa
weighted avg B.86 @.83 @.83 1eea

Slika 6.8. Podaci o to¢nosti modela logisticke regresije
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je binaran jer ima 2 zavisne varijable, odnosno 0 predstavlja normalnu raspodjelu tlakova u mrezi
cjevovoda, dok 1 predstavlja da u mreZi cjevovoda postoji curenje). ToCnost u promatranom slu-
¢aju iznoci 0.85. Osim tocnosti za ovaj model se, pomocu naredbe classification_report,
odreduju odziv 1 osjetljivost (Slika 6.8). Do sada su bile odredene temeljne karakteristike kojima
se obicno odreduje tocnost modela logistiCke regresije. Preostaje joS odrediti ROC krivulju. Osim
same povrsine ispod ROC krivulje koja procjenjuje to¢nost izvedbe modela binarne klasifikacije,

ona Ce biti potrebna kasnije za odredivanje lokacije senzora. ROC krivulje u promatranom primjeru

Receiver operating characteristic - ROC krivulja

AUC - Povriina
= ROC krivulja za test_size=0.2 (povrsina = 0.76)
== ROC krivulja za test_size=0.5 [povrsina = 0.74)
= ROC krivulja za test_size=0.8 (povrsina = 0.97)

Istinska pozitivna stopa

00 02 04 06 08 10
Lazna pozitivna stopa

Slika 6.9. ROC krivulja za razlicite testne vrijednosti

dobivene koriStenjem razlicite veli¢ine skupova za testiranje prikazane su na Slici 6.9.

U nastavku se opisuje postupak odredivanja najpovoljnijih lokacija za postavljanje senzora.
Odredit e se Cetiri najpovoljnije lokacije u vodoopskrbnoj mreZi u kojima e se postaviti senzori.
To e se uciniti na nacin da ¢e se za svaki ¢vor (ukupno 26) definira model logisticke regresije
koristeci podatke samo u tom ¢voru i pripadajuée izlazne vrijednosti. Takav e se postupak provesti
za sve ¢vorove (Slika 6.10). Nakon dobivanja modela logisticke regresije, kao mjera tocnosti
za pojedini &vor koristit ée se povrsina ispod ROC krivulje. Cetiri najpovoljnije lokacije bit e
oni ¢vorovi kojima pripada logisticki model s najve¢om povrsinom ispod ROC krivulje. Naime,
moze se smatrati se da ¢e podaci najbolje biti klasificirani koriStenjem logisticke regresije koja je
bazirana na proraCunima u tim ¢vorovima. To moZe znaciti da je utjecaj tlakova u tim ¢vorovima
na vodoopskrbnu mreZu najveéi, pa ima smisla upravo u njima postaviti senzore. Cvorovi u kojima
se nalaze senzori tlaka oznaceni su crvenom bojom (Slika 6.11). Cjelokupna mreZa s pripadaju¢im
AUC vrijednostima modela logistiCke regresije za svaki ¢vor prikazana je na Slici 6.12.

U modelima logisti¢ke regresije u ovome primjeru mogli su se umjesto tlaka u ¢vorovima, kao
nezavisne varijable mogli Kkoristiti protoci u cijevima. U tom slu€aju bi umjesto 26 nezavisnih
varijabli (jer je 26 ¢vorova), bilo 60 nezavisnih varijabli s obzirom da u promatranoj mreZi pos-
toji 60 cijevi. Koriste¢i prethodno opisanu metodologiju, odredile su se najpovoljnije pozicije za

postavljanje senzora protoka, te su iste prikazane na Slici 6.13.
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roc_x1 = []
for 1 in range(X.shape[1]):
X1 = ¥[:, i].reshape(-1, 1)
¥ _trainl, X _testl, y trainl, y testl = train_test split(X¥1, y, test size=08.2)
logreg 1 = LogisticRegression(max_iter=1288)
logreg 1.fit(X_trainl, y_trainl)
y_pred = logreg l.predict(X_testl)
y_score_1 = logreg_l.decision_function(X_testl)
fpr_1, tpr_ 1, _ = roc_curve(y_testl, y_score_1)
roc_auc_ 1 = auc(fpr_1, tpr 1)
auc_score = roc_auc_score(y testl, y score 1)
roc_xl.append{auc_score)
roc_xl = np.concatenate((roc_x1, np.zeros((3,))))
indeksi = np.argsort(roc_xl)

senzorl = np.argmax(roc_x1)+1
senzord = indeksi[-2]+1
senzor3 = indeksi[-3]+1
senzord = indeksi[-4]+1

Slika 6.10. Racunanje povrsina ispod ROC krivulje za svaku logisticku regresiju

Slika 6.11. Graficki prikaz ¢vorova u kojima se predlaZe postavljanje senzora tlaka

Toonost (%)

08
06
04

02
0.0

Slika 6.12. Tocnosti ¢vorova temeljena na ROC krivuljama
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Slika 6.13. Graficki prikaz cijevi u kojima se predlaZe postavijanje senzora protoka
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7. Zakljucak

U ovom zavr$nom radu provedena je analiza primjene logistiCke regresije u inZenjerstvu s ciljem
proucavanja njenih mogucnosti i prednosti u razliitim inZenjerskim podruéjima. Logisti¢ka re-
gresija je statisticka metoda koja se koristi za modeliranje ovisnosti izmedu kategorijske ovisne
varijable i jedne ili viSe nezavisnih varijabli. U ovom radu svi primjeri izvedeni su pomocu pro-
gramskog jezika Python.

U radu su prikazani osnovni koncepti logisticke regresije 1 opisani razliCiti pristupi evaluaciji
performansi logisticke regresije, kao Sto su matrica konfuzije, to¢nost modela, preciznost, osjetlji-
vost 1 ROC krivulja.

Prikazana je usporedba logisticke regresije u odnosu na druge algoritme u stojnom ucenju
kao $to su stabla odluka, SVR, slu¢ajna Suma, konvolucijske neuronske mreZe i naivni Bayesov
algoritam.

Takoder, istaknute su i prednosti i ograni¢enja logisticke regresije. Prednosti ukljucuju jednos-
tavnost implementacije, interpretabilnost rezultata i mogucnost rada s kategorijskim varijablama.
Prednost je i to Sto se mogu koristiti razli¢iti tipovi podataka i slike, pa se logisticka regresija moze
primijenjivati u raznim inZenjerskim podrue¢jima.

Ipak, postoje i neka ogranicenja logisticke regresije. Ova metoda pretpostavlja linearnu vezu
izmedu ulaznih varijabli i logaritma izgleda vjerojatnosti, Sto moZe biti problemati¢no u sluca-
jevima kada je ta veza zapravo nelinearna. Takoder, logisticka regresija moze biti osjetljiva na
prisutnost ekstremnih vrijednosti u podacima (outliersa). Stoga, pri primjeni logisticke regresije
vazno je provesti odgovarajucu analizu podataka, ukljucujuéi prethodnu obradu i odabir relevant-
nih varijabli.

Ukratko, ovaj zavrSni rad pruZa uvid u primjenu logisticke regresije u inZenjerstvu. Metoda se
pokazala korisnom za rjeSavanje razliitih problema u tom podrudju, ali je vazno paZzljivo prikup-
ljati 1 obraditi podatke kako bi rezultati bili pouzdani. Ovo istraZivanje moZe posluZiti kao temelj

za daljnje istraZivanje i primjenu logisticke regresije u inZenjerskim disciplinama.
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SAZETAK I KLJUCNE RIJECI
Sazetak

U ovom radu logisti¢ka regresija primjenjena je u sklopu programskog jezika Python na razne
skupove podataka. Takoder je opisana binarna logistiCka regresija i viSekategorijska logisticka
regresija. ObjasSnjen je postupak ucenja modela s osvrtom na implementaciju u programskom je-
ziku Python, te osnovna znacenja parametara. Jedan od klju¢nih aspekata rada je analiza to¢nosti
modela temeljena na ulaznim podacima. U tu svrhu su objaSnjene osnovne karakteristike koje
se koriste za opisivanje to¢nosti modela, kao Sto su matrica konfuzije, preciznost, osjetljivost i
ROC-krivulja. Ove metrike omogucuju procjenu performansi logisticke regresije u detekciji i kla-
sifikaciji problema. Nadalje, provedena je usporedba logisticke regresije s drugim algoritmima
koji se koriste u strojnom ucenju. Ova usporedba ima za cilj prikazati prednosti i nedostatke logis-
tiecke regresije u odnosu na druge algoritme, te ukazati na situacije u kojima je logisticka regresija
najpogodnija za primjenu u inZenjerskim problemima. U zakljucku rada istie se kako je logis-
ticka regresija jako mocan alat za inZenjere. Njena primjena moZe pomoci u rjeSavanju razli€itih

inZenjerskih problema, poput predvidanja kvarova u nekom vodoopskrbnom sustavu.

Abstract

In this work, logistic regression was applied within the Python programming language to various
data sets. Binary logistic regression and multicategory logistic regression are also described. The
learning process of the model is explained with reference to the implementation in the Python
programming language, and the basic meaning of the parameters. One of the key aspects of the
work is the analysis of model accuracy based on input data. For this purpose, the basic characte-
ristics used to describe the accuracy of the model are explained, such as the matrix of confusion,
precision, sensitivity and ROC-curve. These metrics allow evaluating the performance of logistic
regression in problem detection and classification. Furthermore, logistic regression was compared
with other algorithms used in machine learning. This comparison aims to show the advantages and
disadvantages of logistic regression compared to other algorithms, and to point out the situations
in which logistic regression is most suitable for application in engineering problems. In the con-
clusion of the paper, it is emphasized that logistic regression is a very powerful tool for engineers.
Its application can help solve various engineering problems, such as predicting failures in a water

supply system.
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LogistiCka regresija, binarna logisticka regresija, viSestruka logisti¢ka regresija, Python, matrica

konfuzije, ROC krivulja, precision, recall, klasifikacija, strojno ucenje.
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