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1. Uvod

Slucajni dogadaj, u kontekstu matematike i teorije vjerojatnosti, odnosi se na dogadaj ili ishod
koji je podloZan slucaju i neizvjesnosti. Ti se dogadaji obi¢no opisuju u smislu vjerojatnosti nji-
hovog ostvarivanja. Samim time se uvodi i pojam vjerojatnosti koji odgovara na pitanje: "Kolika
je vjerojatnost da ¢e se odredeni ishod ili dogadaj dogoditi?". Vjerojatnost razliCitih ishoda ili
dogadaja opisuje se matematickom funkcijom razdiobe koja odreduje kako je ukupna vjerojatnost
rasporedena medu svim mogucim ishodima. Razdiobe je bitno razumjeti jer nam pomaZzu shva-
titi i upravljati neizvjesnoS¢u u razlicitim poljima i situacijama, ukljuujuci znanost, inZenjerstvo,

financije 1 druStvene znanosti.

Ovaj rad se posebno osvrée na dvije vrste razdioba: binomnu i Poissonovu. Binomna razdioba
je diskretna raspodjela vjerojatnosti koja opisuje broj uspjeha u fiksnom broju neovisnih i identic¢-
nih Bernoullijevih pokuSaja, gdje svaki pokuSaj moZe rezultirati jednim od dva ishoda: uspjeh ili
neuspjeh. Poissonova razdioba pak opisuje broj dogadaja koji se dogode unutar fiksnog vremen-
skog ili prostornog intervala, s obzirom na poznatu prosjecnu stopu pojavljivanja. Nazvana je po
francuskom matemati¢aru Siméonu Denisu Poissonu i posebno je korisna za modeliranje rijetkih

dogadaja koji se dogadaju nasumic¢no i neovisno.

U ovom radu ¢emo prvo detaljno objasniti slu¢ajne dogadaje te navesti njihova svojstva. Nada-
lje ¢emo objasniti razne osnovne koncepte vjerojatnosti kako bi se mogao shvatiti pojam razdiobe.
Uvest ¢emo funkciju vjerojatnosti kao alat za predvidanje ishoda u raznim podruc¢jima te slucajnu
varijablu koja omogucuje da dogadaje opiSemo na strukturiran nain. Zatim ¢emo objasniti ne-
koliko numerickih karakteristika razdiobe vjerojatnosti koje daju smisao sloZenim informacijama

kao Sto su matematicko ocekivanje, varijanca, moment, koeficijent asimetrije 1 koeficijent spljoste-
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Slika 1.1. Prikaz nekih razdioba, Izvor: [2]




nosti. Nakon $to smo objasnili sve osnovne koncepte vjerojatnosti posvetit ¢emo se razdiobama.
Navest ¢emo neke njihove vrste od kojih ¢emo se viSe osvrnuti na binomnu i Poissonovu. Svaku od
njih ¢emo objasniti, navesti njihove klju¢ne karakteristike te objasniti njihovu primjenu u stvarnom

Zivotu tj. na koji na¢in nam pomazu bolje shvatiti razne svakodnevne dogadaje.



2. Slucajni dogadaji

Ishod koji se pojavi unutar nekog eksperimenta naziva se dogadaj. Dogadaj je temeljni kon-
cept u teoriji vjerojatnosti te se koristi za opisivanje razli¢itih mogucih rezultata slucajne pojave.
Dogadaji se u teoriji vjerojatnosti oznacavaju velikim slovima abecede. Ako se u svakom rezultatu
pokusa pojavi dogadaj U, tada U nazivamo sigurnim dogadajem. Na primjer, u pokusu bacanja
igrace kockice dogadaj "pao je broj izmedu 1 i 6" je siguran dogadaj. Isto vrijedi i za bacanje
novcica jer je dogadaj "palo je pismo ili glava" siguran dogadaj. Suprotno tome postoji i nemoguc
dogadaj V. Na primjer, nemoguce je da se bacanjem kockice dobije broj 7 jer kao §to se ustanovilo
u prethodnom primjeru skala je od 1 do 6. Nemoguci dogadaji su vazni u teoriji vjerojatnosti jer
pomazu u definiranju raspona mogucih ishoda i daju kontrast dogadajima koji su mogu¢i. Oni us-
poredbom doprinose razumijevanju vjerojatnosti. Elementaran dogadaj je onaj koji se realizira na
samo jedan nacin te se ne moZe ras¢laniti na manje dogadaje, odnosno B predstavlja najosnovniju
jedinicu promatranja u okviru eksperimenta. Elementaran dogadaj se obi¢no oznacava s w, a skup
svih elementarnih dogadaja s §2. Za bolje shvadanje mozZe se navesti da su pismo i glava u pokusu

bacanja novc¢ica elementarni dogadaji.

Slika 2.1. Igrace kockice, Izvor: [3]

Unija se odnosi na dogadaj kada se ostvari bar jedan od navedenih dogadaja. Ako postoje
dogadaji A i B njihova unija se definira kao skup ishoda koji pripadaju ili dogadaju A ili B ili
oboje:

AUB={w:we Ailiw € B}. (2.1)

Unija omogucuje analizu situacija u kojima smo zainteresirani za pojavu barem jednog od niza
dogadaja. Ona je klju¢ni alat za izraCunavanje vjerojatnosti u sloZzenim scenarijima koji ukljucuju

viSe dogadaja.

Presjek dogadaja se odnosi na ostvarenje svih navedenih dogadaja. Ako postoje dogadaji A i

B presjek se tada definira kao novi dogadaj koji ukljucuje sve ishode koji pripadaju svim izvornim



dogadajima:
ANB={w:we Aiw € B}. (2.2)

Poddogadaj je dogadaj koji je podskup nekog drugog dogadaja. Drugim rije¢ima, ako je A
dogadaj i B je podskup od A, onda je B poddogadaj od A (B C A). Na primjer, neka je u pokusu
bacanja kockice dogadaj A "pao je paran broj", a dogadaj B "pao je broj 2 ili broj 4". Tada je B
poddogadaj dogadaja A jer su svi ishodi poddogadaja B takoder i ishodi od A. Poddogadaji su
bitni u kontekstu uvjetne vjerojatnosti jer ona ukljucuje izracun vjerojatnosti da e se neki dogadaj
dogoditi s obzirom da se neki drugi ve¢ dogodio. Ekvivalentni dogadaji su oni koji se sastoje od
istih ishoda, odnosno, kazemo da su dogadaji A i B ekvivalentni ako vrijedi A C Bi B C A (u
tom slucaju je A = B). Na primjer, u pokusu bacanja kockice dogadaji A = "pao je paran broj
veéi od broja 1" 1 B = "pao je neparan broj" su ekvivalentni jer imaju istu vjerojatnost da ¢e se

dogoditi.

Disjunktni dogadaji, takoder poznati kao "medusobno iskljucivi dogadaji", su oni koji se ne
mogu dogoditi u isto vrijeme. Ako se dogodi jedan od dogadaja, onda se drugi dogadaj ne moZze
dogoditi. Dogadaji A i B su disjunktni ako im je presjek prazan skup: A N B = (. U tom
slu¢aju ne postoji ishod koji pripada i dogadaju A i dogadaju B. Ako u pokusu bacanja kockice
dogadaj A znacCi dobivanje parnog broja, a dogadaj B dobivanje neparnog broja tada su A i B
disjunktni jer ne postoji ishod u kojemu ¢e dobiveni broj biti istovremeno paran i neparan. Suprotan
dogadaji ili "negacija" je dogadaj koji se sastoji od svih ishoda koji nisu ukljuceni u dogadaj A.
Predstavlja suprotnost navedenom dogadaju. Ako je A "dobivanje parnog broja" na kockici onda
je A "dobivanje neparnog broja". Dodatni primjer je kada bi dogadaj B bio "dobivanje crvene
karte" u pokusu izvladenja jedne karte iz $pila igraéih karata, B3 bi bilo "dobivanje karte koja nije

crvena". Relacija dogadaja i njemu suprotnog dogadaja glasi:
A+A=Q. (2.3)

Ova jednadZba pojasnjava da je vierojatnost da se dogadaj A dogodi i dogadaj A ne dogodi jednaka
1 $to takoder znaéi da se ili A ili A mora dogoditi. Potpuni sistem odnosi se na skup dogadaja koji

pokrivaju sve moguée ishode, medusobno su disjunktni te u uniji daju siguran dogadaj.

2.1. Svojstva dogadaja U i N na skupu dogadaja

Neka su A i B dogadaji. Operacija unije ima sljedeéa svojstva:

1. Ukljucenost
Ako su A i B dogadaji, tada je A U B dogadaj koji sadrZi sve elemente koji pripadaju A ili
B ili oba:
ACAUBiIiBCAUB. (2.4)



2. Komutativnost
AUB = BUA.

3. Asocijativnost
(AUB)UC =AU (BUCQO).

4. Idempotentnost Unija dogadaja sa samim sobom daje isti taj dogadaj.

AUA=A.

A B

Slika 2.2. Unija dogadaja Ai B, Izvor: [4]
Operacija presjeka ima sljedeca svojstva:

1. Ukljucenost

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Ako su A i B dogadaji, tada je AN B dogadaj koji sadrZi samo one elemente koji pripadaju

iAiB:
ANBCAiANBC B.

2. Komutativnost
ANB=BnNA.

3. Asocijativnost
(ANB)NC=AnN(BNCQC).

4. Idempotentnost
Dogadaj presjecen sa samim sobom jednak je samom dogadaju.
ANA=A
5. Distributivnost
Operacija presjeka distribuira se preko operacije unije:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)



A B

Slika 2.3. Presjek dogadaja A i B, Izvor: [4]

2.2. o-algebra dogadaja

Za shvacanje razlicitih dogadaja i ishoda potreban je strukturiran nacin za postici isto. Tu se
javlja ideja o o-algebri. o-algebra je poput alata koji pomaze organizirati i analizirati dogadaje
unutar zadanog skupa. To je skup podskupova kojima se moze manipulirati na odredene nacine, a
da se pritom zadrZe odredena vazna svojstva. Upravo ta svojstva osiguravaju rad s vjerojatnostima
na dosljedan i strog nacin. Neka je U skup objekata, a S neprazan skup podskupova skupa U koji

ispunjava sljedeca tri uvjeta [6]:

1. SadrZava puni skup i prazan skup

Skup S i prazan skup () su oboje ¢lanovi o-algebre:

SeUideU. (2.13)

2. Komplementi su u o-algebri

Ako je A u sigma-polju, onda je i A takoder u sigma-polju:

AcU=AecU. (2.14)

3. Prebrojiv niz skupova je u o-algebri

Ako je Ai, As, ... prebrojiv niz skupova o-algebre onda je i njihova unija takoder u o-
algebri:
AjeUzai=12--=|JA el (2.15)

=1

Slijedeci ova pravila, o-algebra omogucuje da se definiraju dogadaji za koje se mogu dodije-
liti vjerojatnosti te omogucuje racunanje vjerojatnosti razli¢itih dogadaja. Bilo da se baca novcic,
kockica ili predvidaju vremenski uvjeti, o-algebra pomaze u kretanju svijetom neizvjesnosti i vje-

rojatnosti s dobro definiranom strukturom.



2.2.1. o-algebra dogadaja u svakodenvnom Zivotu

Zadatak meteorologa je predvidjeti hoce 1i sutra padati kiSa ili ne. Vremenske prilike su pri-
li¢no tesko predvidive, pa je potrebno imati sustavan nacin rjeSavanja svih mogucnosti i neizvjes-
nosti. Ovdje se javlja ideja ideja o o-algebri. U svijetu meteorologije, "prostor uzoraka" bi bili
razli¢iti vremenski uvjeti kao Sto su "kiSovito", "suncano", "oblacno" i tako dalje. Svaki od ovih
uvjeta moZe se smatrati "dogadajem". Osim u meteorologiji moZe se vidjeti njegova primjena i u

raznim drugim podru¢jima:

1. Eksperiment bacanja novc¢iéa
Prostor uzoraka sastoji se od dva ishoda: glava (G) i pismo (P). o-algebra moZe ukljucivati
skupove {G}, {P} i {G, P} koji predstavljaju pojedinacne ishode odnosno cijeli prostor

uzoraka.

Slika 2.4. Eksperiment bacanja novcica, Izvor: [5]

2. Eksperiment bacanja kockice
Za eksperiment bacanja kockice o-algebra moze ukljucivati podskupove koji odgovaraju
odredenim ishodima (na primjer: 1, 2, zatim kombinacije 1,2) i cijeli skup ishoda.

3. Kontrola kvalitete u prizvodnji

Kada se prati kvaliteta proizvoda u procesu proizvodnje, o-algebra se moZe koristiti za pred-
stavljanje razlicitih razina neispravnosti. Dogadaji u o-algebri mogu odgovarati prihvatlji-

vim 1 neprihvatljivim razinama kvalitete.

4. Sportska analitika

U sportskoj analitici moZe se koristiti o-algebra za predstavljanje razlicitih situacija u igri
ili performansu igraca. To moZe ukljuciti definiranje dogadaja povezanih s bodovanjem,

statistikom igraca i ishodom igre.
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5. Medicinska dijagnostika

U medicinskoj dijagnostici mozZe se definirati o-algebra koja predstavlja prisutnost ili odsut-
nost odredenih simptoma ili stanja ¢ime pomaze u izraCunavanju vjerojatnosti povezanih s

dijagnozama i ishodima lijecenja.

Ovi primjeri ilustriraju kako se o-algebra moZe primijeniti na situacije iz stvarnog Zivota za
modeliranje neizvjesnosti, analizu vjerojatnosti 1 donoSenje informiranih odluka na temelju razli-

¢itih dogadaja ili ishoda.



3. Vjerojatnost

Vjerojatnost je temeljni koncept u matematici 1 statistici koji analizira Sansu da se dogadaj do-
godi. To je mjera nesigurnosti i koristi se za opisivanje i predvidanje ishoda u raznim podrucjima,

ukljucujuci matematiku, znanost, ekonomiju, inZzenjerstvo i drustvene znanosti.

Vjerojatnost je funkcija koja dodjeljuje nenegativan realni broj svakom dogadaju u prostoru
uzorka. Ti se brojevi nazivaju vjerojatnostima i u vecini slu¢ajeva se oznacavaju s P(A), gdje je A

dogadaj. Da bi funkcija bila vjerojatnost mora zadovoljavati sljedece uvjete:

* Vjerojatnosti se nalaze u intervalu izmedu 01 1: 0 < P(A) < 1 za bilo koji dogadaj A.
* Vjerojatnost cijelog prostora uzorka je 1: P(Q2) = 1.

* ¢g-aditivnost: Ako su dogadaji A, As, As, ... medusobno disjunktni, tada vrijedi

P <G Ai) = i P(4A). 3.1)

Vjerojatnost ima i neka dodatna svojstva koja se lako izvode iz definicijskih uvjeta, a koja olak3a-

vaju racun s vjerojatnosti:

1. Konacna aditivnost
Za dogadaje koji se medusobno iskljucuju (dogadaji koji se ne mogu dogoditi istovremeno),
vjerojatnost njihove unije je zbroj njihovih vjerojatnosti: P(AU B) = P(A) + P(B) ako su
A i B medusobno iskljudivi tj. AN B = 0.

2. Komplementarna vjerojatnost

Vjerojatnost komplementa dogadaja A je P(A) =1 — P(A).
Dva vaZna pojma vezana za vjerojatnost su uvjetna vjerojatnost te nezavisnost dogadaja:

1. Uvjetna vjerojatnost

Uvjetna vjerojatnost je vjerojatnost da ¢e se jedan dogadaj dogoditi s obzirom da se dogodio
drugi dogadaj [7]. Oznacava se kao P(A|B), §to je vjerojatnost od A uz uvjet da se dogodio

dogadaj B te se raCuna prema izrazu

P(AN B)

P(AIB) = =5

(3.2)

11
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2. Neovisni dogadaji

Dva dogadaja, A i B su neovisni ako pojavljivanje jednog (ili nepojavljivanje) ne utjeCe na

vjerojatnost drugog. Spomenuti uvjet se matematicki izrazava kao:

P(ANB) = P(A)- P(B). (3.3)

3.1. Zakon totalne vjerojatnosti

Zakon totalne vjerojatnosti je koncept u teoriji vjerojatnosti koji omogucuje racunanje vje-
rojatnosti dogadaja B razmatranjem svih mogucih nacdina da se B moze dogoditi kroz razliCite

medusobno iskljucive dogadaje A, A,, ..., A,. Zakon totalne vjerojatnosti glasi:

P(B) =) P(B|A)- P(A), (34
za koji vrijedi:
o Ay, Ag, ..., A, sumedusobno iskljucivi dogadaji.

* P(A;) > 0 za svaki 4, §to znali da svaki dogadaj ima vjerojatnost vecu od nule da ée se

dogoditi.

» P(BJA;) je uvjetna vjerojatnost da ¢e se dogoditi dogadaj B ako se dogadaj A; ve¢ dogodio.

Ovaj se zakon Cesto Kkoristi u situacijama kada je lakSe izraCunati P(B|A;) za svaki dogadaj te gdje
ti dogadaji pokrivaju sve moguce slucajeve. Koristi se za rastavljanje sloZenih izracuna vjerojat-
nosti u jednostavnije izraCune uvjetne vjerojatnosti. Bitna primjena zakona potpune vjerojatnosti

je Bayesovo zakljucivanje, gdje se aZuriraju uvjerenja o dogadaju na temelju novih informacija.

Primjer 3.1 (Vjerojatnost padanja kise). Zelimo izracunati vjerojatnost kise sutra (K), a poz-
nato je da vjerojatnost kise ovisi o tome je li radni dan (R) ili vikend (V). Takoder je poznata

vjerojatnost svakog scenarija:

* Radnim danom vjerojatnost kise je P(K|R) = 0.3.

* Vikendom vjerojatnost kise je P(K|V') = 0.6.
Takoder su poznate vjerojatnosti da li je sutra radni dan ili vikend:

* Vjerojatnost da je sutra radni dan je P(R) = 0.7.

* Vjerojatnost da je sutra vikend je P(V') = 0.3.
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Sada se moZe koristiti zakon totalne vjerojatnosti kako bi se odredila ukupna vjerojantost kise

sutra:

P(K)= P(K|R)-P(R)+ P(K|V)-P(V)
=03-0.74+0.6-0.3=0.21+0.18 = 0.39.

(3.5)

Dakle, vierojatnost kise sutra je 0.39, uzimajuci u obzir i scenarij radnog dana i vikenda. Ovaj pri-
mjer pokazuje kako se zakon totalne vjerojatnosti moZe primjeniti za izracun ukupne vjerojatnosti

dogadaja uzimajuci u obzir sve moguce scenarije i podjele.



4. Slucajna varijabla

Slucajna varijabla je funkcija koja pridruZuje realni broj svakom ishodu slucajnog eksperi-
menta. To je kljucni koncept u teoriji vjerojatnosti i statistici, koji omogucuje da neizvjesne doga-

daje predstavimo na strukturiran i kvantificiran nacin.

Neka je X slucajna varijabla povezana sa slucajnim eksperimentom. Za svaki ishod eksperi-

menta w, X (w) je realni broj koji odgovara vrijednosti slucajne varijable za taj odredeni ishod.

Slucajne varijable se klasificiraju u dvije glavne vrste:

* diskretna slucajna varijabla,

* neprekidna slu€ajna varijabla.

4.1. Diskretna slucajna varijabla

Diskretna slucajna varijabla je vrsta slucajne varijable u teoriji vjerojatnosti i statistici koja
moZe poprimiti prebrojivo mnogo razlicitih vrijednosti. Predstavlja ishode eksperimenata gdje se
rezultat moZe nabrojati ili navesti. Slucajna varijabla X je diskretna ako postoji prebrojiv skup
Rx ={X1,Xs,..., X, ...} zakoji vrijedi:

P(X € Rx)=1iP(X € R§) = 0. (4.1)

Varijjabla X je definirana za niz vrijednosti z1, x5, . . . , ,, 1 niz pripadnh vjerojatnosti py, po, . . .,
Py pri Cemu je P(X = z;) = p; uz zadovoljen uvjet > ;"  p; = 1. Zakon po kojem je ukupna
vjerojatnost rasporedena na vrijednosti x; zove se zakon vjerojatnosti diskretne slucajne varija-
ble. Neke od najpoznatijih diskretnih slu€ajnih varijabli su Bernoullijeva, binomna, Poissonova i

geometrijska slucajna varijabla. Vise o nekima od njih e biti receno u idu¢im poglavljima.

4.2. Neprekidna slucajna varijabla

Neprekidna slucajna varijabla predstavlja numeric¢ku veli¢inu koja moZe poprimiti beskonacno
neprebrojivo mnogo mogucih vrijednosti unutar odredenog raspona ili intervala [8]. Za razliku od
diskretnih slucajnih varijabli, koje mogu poprimiti samo odredene razli€ite vrijednosti, neprekidne

slucajne varijable mogu poprimiti bilo koju vrijednost unutar neprekidnog raspona.

Kljuc¢ne karakteristike neprekidne slucajne varijable su:

1. Beskona¢no moguce vrijednosti

14
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Neprekidna slucajna varijabla moZe poprimiti beskonacan broj vrijednosti unutar zadanog

intervala. Taj interval moZe biti konacan ili beskonacan.

2. Neprebrojiv skup vrijednosti

Skup mogucih vrijednosti za neprekidnu slucajnu varijablu je neprebrojiv. To znaci da pos-

toji viSe vrijednosti nego S$to se moze navesti u nizu.

3. PovrSina ispod krivulje

PovrSina ispod krivulje u odredenom intervalu predstavlja vjerojatnost da se neprekidna slu-
¢ajna varijabla nalazi unutar tog intervala. Drugim rije¢ima, vjerojatnosti su predstavljene

podrucjima, a ne odredenim vrijednostima.

4. Funkcija gustoce vjerojatnosti

Neprekidnu slucajnu varijablu karakterizira funkcija gustoce vjerojatnosti. Ona opisuje re-

lativnu vjerojatnost da varijabla bude unutar odredenog raspona vrijednosti

Neke od najpoznatijih neprekidnih slucajnih varijabli su normalna, eksponencijalna, unifor-

mna, ali i mnoge druge.

4.2.1. Funkcija razdiobe i funkcija gustoe vjerojatnosti

Neprekidna slu€ajna varijabla odredena je svojom funkcijom razdiobe F":
F(z) = P(X <), 4.2)

dok je pripadna funkcija gustoce slucajne varijable dana je s:

dF (x)

fla)=—— (4.3)

Svojstva funkcije gustoce su:

1. Ne-negativnost

Funkcija vjerojatnosti je uvijek ne-negativna za sve vrijednosti slucajne varijable:

f(z) > 0,Vz. 4.4)

2. Ukupna povrsina ispod krivulje

Ukupna povrsina ispod krivulje funkcije gustoce u cijelom rasponu mogudéih vrijednosti jed-

naka je 1:

/f(a:) dr = 1. 4.5)

Ovo svojstvo osigurava da je zbroj vjerojatnosti svih mogucih ishoda jednak 1.
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3. Vjerojatnosti kao podrucja

Vjerojatnost da se slu¢ajna varijabla nalazi u odredenom intervalu [z, z5] zadana je integra-

lom funkcije gustoce preko tog intervala:

T2
Plry < X <1x9) = /f(x) dz, VYo < xs. (4.6)
Tl
Random
Variables
Probability Probability
Diﬁ'tl‘i!lllﬁﬂll ofa Distribution of a
Discrete Continuous
Random Variable Random Variable

T, .

Slika 4.1. Prikaz razdioba diskretne i neprekidne slucajne varijable, Izvor: [9]

4.3. Nezavisne slucajne varijable

Kada se dvije ili viSe sluCajnih varijabli smatraju nezavisnima, to zna¢i da pojavljivanje ili
vrijednost jedne varijable ne utjeCe niti pruza informacije o pojavljivanju ili vrijednosti drugih.
Drugim rije¢ima, na ponasanje jedne sluCajne varijable ne utjeCe ponaSanje druge. ZajedniCka
razdioba vjerojatnosti nezavisnih slucajnih varijabli jednaka je umnosku njihovih pojedinacnih

razdioba vjerojatnosti. Matematicki, za dvije nezavisne slucajne varijable X 1Y vrijedi:
P(X=xz,Y=y) =P X=2z) PY =vy). 4.7)
Nezavisne slucajne varijable omogucuju pojednostavljenje modeliranja sloZenih sustava. Mnoge
statisticke metode 1 razdiobe vjerojatnosti pretpostavljaju neovisnost medu varijablama, Sto pojed-

nostavljuje izraCune i analize. Povrede pretpostavki o neovisnosti mogu dovesti do pristranih i

netoCnih rezultata u statistickim analizama.

4.4. Funkcija slucajne varijable

Funkcija slucajne varijable je nova varijabla koja je izvedena primjenom matematicke funkcije

na vrijednosti izvorne slucajne varijable. Ako je zadana slucajna varijabla X, funkcija od X,



The
Normal
Distribution

Probability

X

Values

=03413

=0.1359

Standard Deviations

From The Mean | 2,0 71.0 ?
Cumulative % 0.1% 2.3% 15.9% 50% 84.1%
} t } }
Z Scores -4.0 -3.0 -20 1.0 0 +1.0
L 1 1 1 1 1
T Scores 20 30 40 50 60

Slika 4.2. Funkcija gustoce za jedinicnu normalnu razdiobu, Izvor: [10]
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oznaCena kao Y = ¢(X), formira se primjenom funkcije g na svaku mogucu vrijednost od X.

Rezultirajuce vrijednosti od Y ¢e ovisiti o vrijednostima X, ¢ineéi Y slu¢ajnom varijablom.

Neki nacini razumijevanja funkcije slu€ajne varijable:

1. Transformacija

Funkcija g transformira vrijednosti izvorne slucajne varijable X u vrijednosti nove slucajne

varijable Y.

2. Transformacija funkcije gustoCe vjerojatnosti

Ako je poznata funkcija gustoce vjerojatnosti od X, Cesto se moze izracunati funkcija gus-

toCe vjerojatnosti od Y = ¢(X) koriste¢i se metodom transformacije sluc¢ajnih varijabli.

To ukljucuje izradun funkcije gustoCe vjerojatnosti od Y na temelju funkcije g i funkcije

gustoce vjerojatnosti od X.

3. Transformacija numerickih karakteristika razdiobe

Numericke transformacije nove slucajne varijable poput ocekivanja i varijance mogu se iz-

racunati pomocu svojstava funkcije g i svojstava originalne slucajne varijable X.
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4. Vazne razdiobe

Mnoge uobicajene razdiobe povezane su jedna s drugom kroz funkcije slucajnih varijabli.
Na primjer, ako X slijedi normalnu razdiobu, onda Y = a X + b (gdje su a i b konstante)

takoder slijedi normalnu razdiobu.

Recimo da X predstavlja visinu jedinki u centimetrima i Y je definiran kao Y = 0.0328 - X za
pretvorbu visine u stope. U ovom slucaju, Y je funkcija od X te ako je poznata funkcija gustoce
vjerojatnosti od X moZze se pronadi i funkcija gustoce vjerojatnosti od Y metodom transformacije.
Funkcije slu€ajnih varijabli kljune su za modeliranje sloZenih odnosa u statistici, stvaranje pre-
dvidanja na temelju transformiranih podataka i razumijevanje kako se slucajne varijable ponaSaju

pod razli¢itim transformacijama.



5. Numericke karakteristike razdiobe vjerojatnosti

Numericke karakteristike koriste se za dobivanje uvida iz podataka. Pomazu sazeti, analizirati i
razumjeti skupove podataka, dajuéi smisao Cesto sloZenim i raznolikim informacijama koje sadrze.
Ove karakteristike daju numericki opis razdioba podataka, srediSnjih tendencija, varijabilnosti i

odnosa izmedu varijabli.

5.1. Matematicko ocekivanje

Matematicko ocekivanje predstavlja dugoroCni prosjek ili srednju vrijednost slucajne varijable.
Ocekivana vrijednost daje naCin da se saZme srediSnja tendencija razdiobe slucajne varijable. Za
diskretnu slu¢ajnu varijablu X s funkcijom vjerojatnosti P(X = z;) i odgovarajuée vrijednosti z;,

oCekivana vrijednost £'(X) ra¢una se na sljedeci nacin:

E(X) = Zx -P(X = ;). (5.1)

Za neprekidnu slucajnu varijablu X s funkcijom gustoce vjerojatnosti f(x) ocekivana vrijed-

nost se racuna integriranjem:
o0

E(X)= /x - f(x)dx. (5.2)

—00

Kljucne stavke o ocekivanoj vrijednosti:

1. Tumacenje
Ocekivana vrijednost predstavlja "prosjecnu" vrijednost koja se ocekuje dobiti ako se opeto-
vano uzima uzorak iz slucajne varijable X veliki broj puta.
2. Linearnost oc¢ekivanja
Ocekivana vrijednost je linearni operator, $to znaci da za konstante a i b i slucajne varijable
X 1Y vrijedi:
E(aX +bY) =aE(X)+0E(Y). (5.3)
3. Uvjetno ocekivanje
Uvjetno ocekivanje E'(X|Y) je proSirenje koncepta, gdje se ofekivana vrijednost od X ra-
¢una prema odredenim informacijama ili uvjetima koje daje druga slucajna varijabla Y.
4. Zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva navodi da se, kako se veliCina uzorka povecava, srednja vrijednost

uzorka pribliZava o¢ekivanoj vrijednosti populacije [11].

19
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Primjer 5.1 (Igra na sreu). Pretpostavimo da se igra na srecu odvija pod sljedec¢im uvjetima:

o Sansa da se osvoji jackpot koji iznosi $1000000 je 1 prema 1000000.

* Kupljeni listi¢ iznosi $11.

Za izracun ocCekivane vrijednosti sudjelovanja koristi se formula za ocekivanu vrijednost. U ovom

sluc¢aju vrijedi:

* Dobivanje jackpota (X = $1,000, 000) ima vjerojatnost P(X = $1,000,000) = m.

* Ne dobivanje jackpota (X = —$11), $to znaci gubitak u visini troska listi¢a, ima vjerojatnost

P(X = —$11) = 1 — P(X = $1,000,000) = 1 —

1
1,000,000

Nadalje se s poznatim vrijednostima moZe izracunati ocekivana vrijednost:

1
20X = $1 e (—SI) (1 ——
(X) = $1,000,000 - g5m-rmm + (=$11) - (1= g550-000)
1
—$1—$11+$11(1— ——
B1 =811+ 811(1 — 555555
999, 999
=310+ $11(———
810+ $11(7 550 500
— —$10 + $10.999989
— $0.999989.

Dakle, ocekivana vrijednost iznosi $0.999989 sto znaci da se, tijekom velikog broja proba,
ocekuje gubitak od $0.999989 po listicu.

Ocekivana vrijednost pomaZze da se predvide i procijene rizici te donesu odluke na temelju vje-
rojatnosnih informacija. Omogucuje nacin da na koji se mozZe sazZeti srediSnja tendencija slucajnih

varijabli.

5.2. Varijanca i standardna devijacija

Varijanca je statistiCka mjera koja kvantificira Sirenje ili disperziju skupa podatkovnih tocaka.
Omogucuje uvid u to koliko pojedinacne podatkovne tocke odstupaju od srednje vrijednosti (pro-
sjeka, ocekivanja) podataka [12]. Drugim rije¢ima, pokazuje koliko su vrijednosti podataka "ras-
prostranjene" od sredista razdiobe. Varijancu slu¢ajne varijable X, Var(X'), definiramo kao kvadrat

odstupanja od srednje vrijednosti slucajne varijable te kao kvadrat standardne devijacije o:

Var(X) = 0% = E[(X — u)?. (5.4)
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U smislu razdiobe vjerojatnosti, varijanca pokazuje koliko vrijednosti slucajne varijable u toj raz-

diobi variraju oko srednje (oCekivane vrijednosti) razdiobe.

Kljuc€ne stavke o varijanci:

1. Kvadrat razlike

Varijanca se raCuna uzimanjem prosjeka kvadrata razlike izmedu svake podatkovne tocke 1
srednje vrijednosti. Kvadriranje ovih razlika osigurava da se negativna i pozitivna odstupanja

od srednje vrijednosti medusobno ne poniStavaju.

2. Jedinice

Jedinica varijance je kvadrat izvorne jedinice podataka. Kako bi se moglo interpretirati,
Cesto se koristi standardna devijacija (kvadratni korijen varijance), jer ima istu jedinicu kao
izvorni podatci:

o=+ V(X). (5.5)

Standardna devijacija slucajne varijable X je manja Sto se vrijednosti x; viSe grupiraju oko

matematickog ocekivanja .

3. Mjera disperzije

Veca varijanca ukazuje na vece Sirenje ili disperziju podatkovnih tocaka od srednje vrijed-

nosti, dok manja varijanca ukazuje da su podatkovne tocke bliZe srednjoj vrijednosti.

Varijanca je koncept koji se koristi u statistici, analizi podataka i kontroli kvalitete za kvanti-
ficiranje irenja te za procjenu varijabilnosti i dosljednosti podataka. Cesto se oznatava sa o2 za

varijancu populacije i sa s? za varijancu uzorka.

5.3. Momenti

U statistici, momenti su matematicke veliine koje daju informacije o obliku, srediSnjoj ten-
denciji i Sirenju razdiobe vjerojatnosti ili skupa podataka. Momenti se koriste za opisivanje ka-
rakteristika razdiobe i obiCno se izraCunavaju iz podataka ili funkcije gustoCe vjerojatnosti (ili
mase). Postoji nekoliko momenata koji se obi¢no koriste u statistici, a prva dva su najosnovnija.

Za diskretnu slucajnu varijablu X moment se racuna na sljede¢i nacin:

e = B[(X — ¥ = (@ — w)pla). (5.6)

)

Za neprekidnu slu¢ajnu varijablu koristi se integral:

[e.9]

/ (z — )" f(z)dz. (5.7)

—00
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1. Nulti moment (k = 0)

po = BI(X = 0)°) = 3 (i — p)pl) = 1. 58)
Nulti moment je najjednostavniji moment koji odgovara ukupnoj tezZini razdiobe ili skupa
podataka. U praksi, nulti moment govori koliko je podatkovnih tocaka ili opaZanja u skupu

podataka ili koliku "masu" ili "tezinu" nosi cijela razdioba.

2. Prvi moment (k = 1)
= E[(X —p)'] = Z(% — )" p(x;)
=D _wiplw) = p Y pla:) =p—p (5.9)
=0.

Prvi moment je ubiti srednja vrijednost skupa podataka. Predstavlja srediSnju ili prosjecnu

vrijednost razdiobe.

3. Drugi moment (k = 2)
0% = E[(X — )] = Var(X) (5.10)

Drugi moment je varijanca skupa podataka. Kvantificira disperziju podatkovnih tocaka oko

srednje vrijednosti.

Momenti omogucuju saZimanje i razumijevanje karakteristika podataka i razdioba vjerojat-
nosti. Nulti i prvi moment su konstantni za sve razdiobe te ne pruZaju nikakve informacije o
svojstvima razdiobe. Treci i Cetvrti moment Ce se detaljnije objasniti u nastavku, a momenti visi

od Cetvrtog pruzaju dodatne informacije o razdiobi, ali se rjede koriste u praksi.

5.4. Koeficijent asimetrije

Tre¢i moment (koeficijent asimetrije) obi¢no se odnosi na moment koji mjeri asimetriju raz-
diobe vjerojatnosti ili skupa podataka. Kvantificira koliko je razdioba iskrivljena u odnosu na

srediSnju vrijednost (srednja vrijednost ili medijan). Koeficijent asimetrije je dan izrazom:

E[(X — p)’]

o3

Koeficijent asimetrije = . (5.11)

Koeficijent asimetrije govori o smjeru i stupnju asimetrije u podatcima:

» Ako je asimetrija pozitivna, to znaci da je rep razdiobe duZi na desnoj strani (desno nakoSen
ili pozitivno nakosen) [13]. Ovo sugerira da postoji nekoliko ekstremnih vrijednosti vecih

od srednje vrijednosti, koje povlaCe srednju vrijednost udesno.
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* Ako je asimetrija negativna, to znaci da je rep razdiobe duZi na lijevoj strani (lijevo nakoSen
ili negativno nakoSen). Ovo sugerira da postoji nekoliko ekstremnih vrijednosti manjih od

srednje vrijednosti, koje povlace srednju vrijednost ulijevo.

* Ako je asimetrija blizu nule, to sugerira da je razdioba relativno simetri¢na, to jest da nema

znacajne asimetrije.

U praktiénom smislu, asimetrija nam pomaZze razumjeti oblik razdiobe. Na primjer, u financi-
jama, asimetrija povrata dionica pruza uvid u rizik i potencijal za ekstremne dogadaje na trzistu. U
kontroli kvalitete, asimetrija pokazuje da li proizvodni proces proizvodi dosljedno ili postoje po-
vremeni nedostatci koji uzrokuju varijacije. Asimetrija je statisticki alat za razumijevanje razdiobe

podataka u stvarnom svijetu.

Mode Maode

Median Mean Median

mean<median<mode Symmetrical data

. mode=median=mean
mean=median=maode

Positive direction

Slika 5.1. Prikaz pozitivno asimetricne, simetricne i negativno asimetricne razdiobe, Izvor: [14]

Negative direction

5.5. Koeficijent spljoStenosti

Cetvrti moment (koeficijent spljostenosti ili kurtozis) mjeri vrhove razdiobe vjerojatnosti ili
skupa podataka te pokazuje ima li razdioba teze repove i ostriji vrh (leptokurti¢na razdioba) ili
lakSe repove i ravniji vrh (platikurti¢na razdioba) u usporedbi s normalnom razdiobom. Formula

za spljoStenost glasi: Bl(x o
— K

SpljoStenost = p

-3 (5.12)

Spljostenost moZe poprimiti razne vrijednosti, no bilo koje odstupanje od 0 ukazuje na odstu-

panje od normalnosti:

» Ako je spljostenost pozitivna, to znaci da je razdioba leptokurti¢na; ima teZe repove i oStriji

vrh u usporedbi s normalnom razdiobom. Oznacava prisutnost ekstremnijih vrijednosti.

» Ako je spljostenost jednaka nuli, onda je razdioba mezokurti¢na; slicna je normalnoj razdi-

obi u smislu repa i vrha.
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* Ako je spljoStenost manja od nule, to znaci da je razdioba platikurticna; ima lake repove
1 ravniji vrh u usporedbi s normalnom razdiobom. Oznacava prisutnost manje ekstremnih

vrijednosti od normalne razdiobe.

Koeficijent spljostenosti se pojavljuje u raznim podrucjima, ukljucujuci financije, gdje pomaZze
u procjeni rizika povezanog s povratom ulaganja te u kontroli kvalitete, gdje pomaZe identificirati

odstupanja od normalne razdiobe.

oy r 3
N3
MNormalno spljosten Raspored sa Raspored sa
raspored spljosenoscu manjom spljostenoscu vecom
od normalne od normalne

Slika 5.2. Razdioba za razlicite koeficijente spljostenosti, Izvor: [15]



6. Binomna razdioba
6.1. Bernoullijeva slucajna varijabla

Bernoullijeva slucajna varijabla je diskretna slucajna varijabla koja moZe imati jedan od dva
moguca ishoda: 0 ili 1 [16]. Ona predstavlja samo jedan Bernoullijev pokuSaj ili eksperiment
koji ima samo dva moguca ishoda, ¢esto se nazivaju "uspjeh" i "neuspjeh". Bernoullijeva sluc¢ajna

varijabla oznacava se s X i definirana je funkcijom mase vjerojatnosti kako slijedi:
PX=1)=piP(X=0)=qg=1-p, (6.1)
za koju vrijedi:
* X: Bernoullijeva slucajna varijabla koja ima vrijednost O ili 1.

* p: Vjerojatnost uspjeha (0 < p < 1). Predstavlja vjerojatnost da je slucajna varijabla
jednaka 1.

Neke karakteristike Bernoullijeve slucajne varijable:

1. Dvaishoda

Modelira situacije u kojima postoje tocno dva moguca ishoda, kao $to su uspjeh/neuspjeh,

da/ne, glava/rep, itd.

2. Neovisnost

Pretpostavlja se da je svaki Bernoullijev pokus neovisan o prethodnim pokusima. To znaci

da ishod jednog pokusa ne utjece na ishod drugog.

3. Konstantna vjerojatnost

Vjerojatnost uspjeha p ostaje ista za svaki pokusSaj.

U binomnoj razdiobi broj uspjeha se moze modelirati u fiksnom broju Bernoullijevih pokusSaja.

6.1.1. Numericke karakteristike Bernoullijeve sluCajne varijable

Ocekivanje Bernoullijeve slucajne varijable se lako racuna i iznosi:
Ela] = p, (6.2)
jer za Bernoullijevu slucajnu varijablu vrijedi:
P(X=1)=piP(X=0)=gq, (6.3)
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iz Cega slijedi:

Blz) = P(X =

1)1+ P(X

=0)-0=p-1+q-0=p
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(6.4)

Varijanca se takoder moze lako odrediti na nacin da se prvo izraCuna ocekivana vrijednost:

E[X? =P(X =
iz Cega slijedi izraz za varijancu:

Var[ X| =

1)-1°+ P(X

E[X?] - E[X]* = E[X] - E[X]" =p—p* = p(1 —p) = pq.

Momenti se racunaju s obzirom na poznat moment reda k:

= (1= p)(=p)* + p(1 — p)*,

iz Cega se dobivaju prvih Sest momenata:

M1

I

1—-

1—

(
(1
(1
(1
(

0
p
p
p
p
p

6.2. Definicija binomne razdiobe

p),

—p)(1—2p),

—p)(1 = 3p(1 - p)),

—p)(1 = 2p)(1 = 2p(1 — p)),

p)(1 = 5p(1 = p)(1 = p(1 —p))).

:0).02:p.12+q.02:p:E[X]’

(6.5)

(6.6)

(6.7)

Binomna razdioba je diskretna vjerojatnost koja modelira broj uspjeha (obi¢no oznacen s k) u

fiksnom broju nezavisnih Bernoullijevih pokusa, gdje svaki pokus ima samo dva moguca ishoda:

uspjeh ili neuspjeh [17]. Pretpostavlja se da su ta ispitivanja identicna i neovisna, Sto znaci da

ishod jednog ispitivanja ne utjece na ishod drugog. Neke kljucne karakteristike binomne razdiobe

su:

1. Parametri

Binomna razdioba se definira pomocu dva parametra:

* n: ukupan broj pokuSaja,

* p: vjerojatnost uspjeha u bilo kojem pokusaju, p € (0, 1).

2. Funkcija gustoée vjerojatnosti

Funkcija gustoée vjerojatnosti binome razdiobe daje vjerojatnost tocno & uspjeha u n broj

pokusaja. Oznacava se s P(X = k) te se raCuna koriste¢i formulu:

P(X = k) = (Z) b (1= )

za koju vrijedi:

(6.8)
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. (Z) predstavlja binomni koeficijent, $to je broj nacina odabira k uspjeha od n pokusaja
te se ratuna kao: -

kl(n—k)!
« p¥ predstavlja vjerojatnost k uspjeha.
* (1 — p)"* predstavlja vjerojatnost (n — k) neuspjeha.
3. Oblik razdiobe

Oblik binomne razdiobe ovisi o vrijednostima n 1 p. Kako se n povecava i/ili p pribliZava

0.5, razdioba postaje viSe simetri¢na i zvonolikija, nalik normalnoj razdiobi.

4. Primjena
Binomna razdioba obi¢no se koristi u raznim scenarijima stvarnog svijeta, kao $to su:
* Modeliranje broja uspjesnih pokusaja u fiksnom broju pokusaja (na primjer, broj glava
u 10 bacanja nov¢ica).

* Analiza procesa kontrole kvalitete (na primjer, broj neispravnih artikala u odredenom
uzorku).

* Predvidanje vjerojatnosti dobitka u nizu pokuSaja (na primjer u sportu ili igrama na
srecu).

Binomial and Normal pdfs

012 — T T T T T T T
I Binomial Distribution
Marmal Distribution
01}
0.08
=
=
T 0.06
2
o
0.04 -
0021
o L . . .

] 5 10 15 20 25 30 3B 40 45 50
Observation

Slika 6.1. Usporedba binomne i normalne razdiobe, Izvor: [18]

Primjer 6.1 (Analiza procesa kontrole kvalitete). Recimo da neka proizvodacka tvrtka proizvodi
Zarulje, a poznato je da je 5% proizvedenih Zarulja neispravno. Kako bi se osigurala kontrola
kvalitete, iz svake proizvodne serije nasumicno se odabire uzorak od 10 Zarulja te se biljeZi broj

neispravnih Zarulja u uzorku. Postavijaju se pitanja:

1. Kolika je vjerojatnost da su tocno 2 od 10 Zarulja iz uzorka neispravne?
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2. Kolika je vjerojatnost da su najmanje 3 od 10 Zarulja iz uzorka neispravne?
Rjesenje:
1. Vjerojatnost to¢no 2 neispravne Zarulje (k = 2):

* n (broj pokusaja)= 10 (buduci da je u uzorku 10 Zarulja).
* p (vjerojatnost uspjeha)=0.05 (5% Zarulja je neispravno).

* k (Zeljeni rezultat)= 2.
Koristeci binomnu funkciju gustoce vjerojatnosti dobije se:

10
P(X =2) = (2) -(0.05)% - (1 — 0.05)"7% = 45-0.0025 - 0.9512 = 0.10701.  (6.9)

Dakle, vjerojatnost da su tocno 2 od 10 Zarulja iz uzorka neispravne je 0.10701, odnosno
10.63%.

2. Vjerojatnost najmanje 3 neispravne Zarulje (k > 3):

Kako bi se izracunala vjerojatnost najmanje 3 neispravne Zarulje potrebno je zbrojiti vjero-
jatnosti za k = 3,4,5,...,10:

P(X>3)=P(X =3)+P(X =4) +---+ P(X = 10). (6.10)

Zbroj vjerojatnosti svih clanova cée dati odgovor na pitanje, medutim koristenjem svojstava

vjerojatnosti, P(X > 3) moZemo izracunati malo lakse:

P(X>3)=P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)
10 10
= ( ) -0.05% - (1 —0.05)"7° + ( ) -0.05" - (1 —0.05)"! 4+ 0.07463
0 1 (6.11)
= 0.59874 + 0.31512 + 0.07463

= (0.98849.

Iz racuna se zakljucuje da je vjerojatnost da je najmanje 3 od 10 Zarulja neispravno jednaka
0.98849, odnosno 98.85%.

Primjer 6.2 (KartaSka igra). Kao primjer se mozZe navesti i kartaska igra "blackjack". U igri
blackjack igracu se dodijele dvije karte iz standardnog spila od 52 karte. Cilj je u ruci imati
vrijednost karata sto blizu 21, bez da se ta vrijednost prekoraci. Karte s licem (kralj, dama, decko)
racunaju se kao 10 bodova, numerirane karte se racunaju kao njihova nominalna vrijednost, a as
se moZe racunati kao 1 ili 11 bodova, ovisno o tome koja vrijednost ide u korist igracu. Recimo da
igrac Zeli znati kolika je vjerojatnost da dobije tocno jedan as u pocetne dvije karte. U tom slucaju

uvjeti su:
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* n = 2 (igrac dobiva dvije karte),
* p (vjerojatnost da dobije jedan as)= % = 1—13 (jer su Cetiri asa u Spilu od 52 karte),

* k (Zeljeni uspjeh)= 1.

2 1\" 1\? 1 12
P(X=1)= (=) - (1-—= — 9. .22 ~0.14201. 6.12
( ) (1) <13) ( 13) 13 13 01420 6.12)

Vjerojatnost da se igracu na pocetku igre dodijeli tocno jedan as je pribliZno 0.14201 ili 14.2%.

6.3. Ocekivanje binomne razdiobe

U kontekstu binomne razdiobe, ocekivanje (ocekivana vrijednost) predstavlja srednju ili pro-
sjeCnu vrijednost razdiobe. Daje ideju o srediSnjoj tendenciji razdiobe i pomaze razumjeti koja
vrijednost se moZe ocekivati, u prosjeku, za slucajnu varijablu nakon binomne razdiobe. Formula
glasi:

E(X) = np. (6.13)

Taj izraz lako slijedi iz linearnosti o¢ekivane vrijednosti zajedno s Cinjenicom da je X zbroj n iden-
ti¢nih Bernoullijevih slucajnih varijabli, svaka s o¢ekivanom vrijedno$¢u p. Drugim rijeCima, ako
su X1, ..., X, identi¢ne (i neovisne) Bernoullijeve sluc¢ajne varijable s o¢ekivanom vrijednoscu p,
tadaje X = X; 4 --- + X, 1 vrijedi:

EX]=EXi+--+X,|=EXq]+---+EX,]=p+---+p=np. (6.14)

Drugim rije¢ima, ako bi se ponovio niz od n neovisnih Bernoullijevih pokusa, svaki s vjerojatnoséu
p uspjeha, oCekivana vrijednost predstavlja prosjecan broj uspjeha koji bi se ocekivao postici tijeko
n pokusa. Ovo svojstvo se koristi za predvidanje i informiranje donoSenja odluka u scenarijima
gdje je binomna razdioba primjenjiva, kao Sto je kontrola kvalitete, testiranje hipoteza i razne

primjene u stvarnom svijetu gdje se pojavljuju eksperimenti uspjeha i neuspjeha.

Primjer 6.3 (Kontrola kvalitete). Recimo da neka tvrtka koja proizvodi elektronicke komponente
proizvede 10% neispravnih komponenti. Tim za kontrolu kvalitete nasumicno odabere 50 kom-
ponenti za inspekciju te Zeli izracuanti ocekivani broj neispravnih komponenti medu tih 50. U
ovom slucaju moZe se koristiti binomna razdioba za modeliranje broja neispravnih komponenti
u uzorku. Svaka komponenta koja se ispituje je Bernoullijev pokus koja ima 10% Sanse da je

neispravna. Uvjeti za navedeni pokus glase:

* n = 50 (50 uzoraka koji se ispituju),
* p = 0.1 (vjerojatnost da je komponenta neispravna),

* sluc¢ajna varijabla X : broj neispravnih komponenti u uzorku od 50 komponenti.
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Sada kada je svaka stavka objasnjena moZe se koristiti formula za ocekivanu vrijednost:
E(X)=np=50-0.1=5. (6.15)

Dakle, u prosjeku se moZe ocekivati 5 neispravnih komponenti u uzorku od 50 pregledanih iz ovog

proizvodnog procesa.

6.4. Disperzija binomne razdiobe

U kontekstu binomne razdiobe, disperzija se obi¢no odnosi na varijabilnost ili Sirenje razdiobe,

a standardna devijacija je jednostavno kvadratni korijen varijance koja u slu¢aju binomne razdiobe
1znosi:

Var(X) = 0® = np(1 — p) = npq. (6.16)

Varijanca i devijacija pomaZu u procjeni razine neizvjesnosti povezane s brojem uspjeha u fiksnom
broju pokusa s danom vjerojatno$c¢u uspjeha. U prakti¢nom smislu, manja varijanca i standardna
devijacija pokazuju da su ishodi guSce grupirani oko srednje vrijednosti, dok veca varijanca i
standardna devijacija sugeriraju da su ishodi viSe raSireni. Razumijevanje ovog Sirenja vrijedi
za razliCite primjene, kao Sto je kontrola kvalitete, procjena rizika i statisti¢ko zakljucivanje koje

ukljucuje binomno distribuirane podatke.

Primjer 6.4 (Ispit s viSestrukim izborom). Recimo da u ispitu s visestrukim izborom svako pitanje
ima dva moguca odgovora: toc¢an ili netocan. Student polaZe ispit od 20 pitanja te ima 70% Sanse
da tocno odgovori na svako pitanje i 30% Sanse da odgovori netocno. Zelimo izracunati varijancu
kako bismo razumjeli disperziju u broju tocnih odgovora koje ce student vjerojatno posti¢i. U
ovom slucaju binomna razdioba se moZe koristiti za modeliranje broja tocnih odgovora koje ce

student dobiti od ukupnih 20. Iz navedenog vrijede iduci uvjeti:

* n = 20 (ukupno 20 pitanja na ispitu),
* p = 0.7 (vjerojatnost da e student tocno odgovoriti na pitanje),
* q = 0.3 (vjerojatnost da ce student netocno odgovoriti na pitanje),

* slucajna varijabla X : broj to¢nih odgovora od ukupnih 20.
Za dodatno shvacanje ¢emo izracunati i ocekivanu vrijednost:
E(X)=20-0.7=14. (6.17)
Sada se moZe izracunati varijanca:

Var(X) = npqg =20-0.7-0.3 = 4.2. (6.18)
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Ova vrijednost varijance oznacava stupanj disperzije u broju tocnih odgovora koje student ocekuje
da postigne. U ovom slucaju, varijanca od 4.2 znaci da iako je ocekivana vrijednost 14 toc¢nih
odgovora, stvarni broj tocnih odgovora vjerojatno e varirati oko ove srednje vrijednosti. Neki
studenti mogu postici vise od 14 tocnih odgovora, dok drugi mogu posti¢i manje. Upravo to

odraZava inherentnu varijabilnost rezultata ispita zbog vjerojatnosne prirode pitanja.

6.5. Stabilnost binomne razdiobe

Stabilnost razdiobe vjerojatnosti odnosi se na ponaSanje te razdiobe dok se sluCajne varijable

kombiniraju ili zbrajaju.

1. Stabilnost pri zbrajanju

Ako su Xy ~ B(ni,p) i Xy ~ B(ngy,p) nezavisne binomne slucajne varijable, onda je i
X; + X, binomna slu€ajna varijabla s parametrima ny + no i p tj. X; + Xo ~ B(n; + na, p).
Promatrani pokus je podijeljen u dvije cjeline. U prvoj cjelini pokus je ponovljen n; puta, a
u drugoj cjelini ns puta. Zbroj realizacija u pojedinim cjelinama daje broj realizacija nekog

dogadaja u cijelom pokusu.

2. Centralni granic¢ni teorem

Binomna razdioba postaje pribliZzno normalna (Gaussova) kada je broj pokuSaja n velik i
vjerojatnost uspjeha p nije preblizu 0, ni 1. Ovo dokazuje da binomna razdioba konvergira
normalnoj razdiobi kako se n povecava. Centralni grani¢ni teorem tvrdi da ¢e zbroj (ili
prosjek) velikog broja neovisnih, identicno distribuiranih slu¢ajnih varijabli imati priblizno

normalnu razdiobu, bez obzira na izvornu razdiobu.

3. Stabilnost u prisutnosti drugih razdioba

Kada se binomna razdioba kombinira s drugim razdiobama kroz matemati¢ke operacije (npr.
mnozZenje, konvolucija), rezultirajua razdioba mozda nece biti binomna, ali se ¢esto moze
opisati koriStenjem poznatih razdioba, kao Sto je Poissonova ili normalna. Ovo ukazuje na

stabilnost s obzirom na nacin kakvu interakciju razdioba ima s drugima.



7. Poissonova razdioba

Poissonova razdioba je diskretna razdioba vjerojatnosti koja modelira broj dogadaja ili pojava
koji se dogadaju unutar fiksnog intervala vremena ili prostora [19]. Ime je dobila po francuskom
matematicaru Siméonu Denisu Poissonu, koji ju je predstavio pocetkom 19. stolje¢a. Neke klju¢ne
karakteristike Poissonove razdiobe su:

1. Diskretnost
Poissonova razdioba se bavi diskretnim slu¢ajnim varijablama, sto znaci da se broj dogadaja
racuna cijelim brojevima (0,1,2,3,...).

2. Neovisnost
Pretpostavlja se da se dogadaji odvijaju neovisno unutar fiksnog intervala. Pojava jednog
dogadaja ne utjece na vjerojatnost da ¢e se dogoditi drugi dogada;.

3. Konstantna stopa

Poissonova razdioba je parametrizirana samo jednom pozitivnhom vrijednos$¢u, oznacenom s
A, koja predstavlja prosje¢an broj dogadaja koji se pojavljuje u fiksnom intervalu. U mate-

matickom smislu, A je oCekivana vrijednost (srednja vrijednost) razdiobe.

Funkcija gustode vjerojatnosti Poissonove razdiobe, oznacena kao P(X = k) daje vjerojatnost

opaZanja to¢no k dogadaja u nekom intervalu:

e \k
k!

(7.1)
Za navedenu funkciju gustoce vrijedi:

* X: slucajna varijabla Poissonove razdiobe koja predstavlja broj dogadaja,
* k: odredeni broj dogadaja za koje se Zeli izraCunati vjerojatnost,

* )\: prosjecna stopa dogadaja unutar odredenog intervala,

e =~ 2.71828: Eulerov broj,

k!: faktorijel od k.

Ako slucajna varijabla X slijedi Poissonovu razdiobu s parametrom A, piSemo X ~ P(\).
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Primjer 7.1 (Pojava potresa). Pretpostavimo da je potrebno izracunati pojavu rijetkih potresa u
odredenoj regiji. Povijesno gledano, potresi su se u promatranoj regiji dogadali s prosjecnom
stopom od 2 potresa godisnje. Poissonova razdioba se moZe koristiti za izracun vjerojatnosti po-

vezanih s razlicitim scenarijima potresa te se moze modelirati broj potresa u godini:

1. Vjerojatnost da se ne desi potres (P(X = 0)):

e 2.20 2

P(X =0) = —— = 7 ~ 01353 (7.2)
2. Vjerojatnost da se desi jedan potres (P(X = 1)):
672 . 21
P(X=1)= T 2¢72 ~ 0.2707. (7.3)

3. Vjerojatnost da se dese barem dva potresa (P(X > 2)): Za izracunati ovu vjerojatnost

potrebno je pronaci komplement "najvise jednog potresa":

PX>2)=1-PX<1)=1—-(P(X=0)+P(X=1))
=1-—(0.1353 + 0.2707) (7.4)
~ 0.5940.

Koristec¢i Poissonovu razdiobu za modeliranje rijetke pojave potresa izracunate su vjerojat-
nosti povezane s razlic¢itim scenarijima potresa. Postoji pribliZno 13.53% Sanse da u godini nema

potresa, 27.07% Sanse jednog potresa i 59.40% Sanse za najmanje dva potresa.

Primjer 7.2 (Broj kupaca u trgovini). U iducem primjeru ¢emo razmotriti maloprodajnu trgovinu
koja Zeli razumjeti obrazac dolazaka kupaca tijekom radnog dana. Trgovina je primijetila da u
prosjeku dolazi 30 kupaca svakog sata Sto predstavilja prosjecnu stopu. Medutim, Zele analizi-
rati dolaske kupaca u manjim vremenskim intervalima, poput intervala od 15 minuta i izracunati
vjerojatnosti povezane s razlic¢itim stopama dolazaka. Upravo zbog toga Ce se prosjecna stopa \
ra$¢laniti u manje intervale. Jedan sat se sastoji od Cetiri intervala od 15 minuta pa e prosjecna

stopa za svaki interval biti % = 7.5 klijenata po intervalu.

1. Vjerojatnost da neée doci nijedan kupac u intervalu od 15 minuta (P(X = 0)):

~75 .7 50
P(X =0) = GT — ¢T3 ~ 0.00056. (7.5)

2. Vjerojatnost da ¢e u intervalu od 15 minuta doci to¢no 5 kupaca (P(X = 5)):

5. 7.5
P(X =5) = eT ~ 0.10679. (7.6)

3. Vjerojatnost da ¢e doci vise od 10 kupaca u intervalu od 30 minuta (P(X > 10)):
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Za interval od 30 minuta trebaju se uzeti u obzir dva uzastopna intervala od 15 minuta stoga
Ce se izracunati vjerojatnost primanja 10 ili manje kupaca u svakom intervalu te potom

pronaci komplement:

P(X >0)=1—(P(X <10)- P(X < 10)) ~ 0.05975. (7.7)

Vrlo je mala vjerojatnost (otprilike 0,056%) da trgovina nece primiti nijednog kupca u intervalu
od 15 minuta, 10.679% vjerojatnosti da c¢e primiti tocno 5 kupaca i 5.975% vjerojatnosti da e
primiti vise od 10 kupaca u intervalu od 30 minuta. Ova analiza moZe pomoc¢i maloprodajnoj

trgovini da bolje razumije i planira dolaske kupaca tijekom razlicitih doba dana.

7.1. Ocekivanje Poissonove razdiobe

Ocekivanje (ocekivana vrijednost ili srednja vrijednost) slucajne varijable Poissonove razdiobe
jednostavno je prosjecna ili srediSnja vrijednost te razdiobe. Za Poissonovu razdiobu ocekivanje je
jednako parametru \ koji predstavlja prosjecnu stopu ili prosjecan broj dogadaja koji se pojavljuju
u fiksnom intervalu:

E(X) =\ (7.8)

Ova Cinjenica se moZe lako dokazati iz definicije o¢ekivane vrijednosti:
E(X)= Y zP(X=u) (7.9)
zeIm(X)
jer prema definiciji Poissonove razdiobe imamo:
_ Lk
E(X)= Zkﬂ)\ e, (7.10)
k>0
Iz navedenog slijedi:

1
E(X) = )\E_AZW)\k_l, Zaj =k—1:

E>1
N
AN A
=AY i (7.11)
>0
= e e

=A

Primjer 7.3 (Taksi stajaliSte). Vlasnik taksi stajalista u prometnoj zracnoj luci Zeli izracunati
prosjecan broj taksija koji stignu na njegovo stajaliste tijekom tipicnog intervala od 30 minuta. Na
temelju prijasnjih podataka, zna da u prosjeku dolazi 8 taksija kroz jedan sat. Dakle, prosjecna
stopa je 8 taksija na sat, no mi ¢emo racunati broj taksija koji stizu u intervalu od 30 minuta pa je

potrebno preracunati prosjecnu stopu:

8
A= 3= 4 taksija u 30 minuta. (7.12)
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Dakle, za ocekivati je da ce Cetiri taksija sti¢i na taksi stajaliste u intervalu od 30 minuta. Medutim,
stvarni broj taksija koji stizu u bilo kojem intervalu od 30 minuta varirat ¢e od jednog intervala do

drugog zbog slucajne prirode Poissonove razdiobe.

7.2. Disperzija Poissonove razdiobe

Disperzija razdiobe je mjera koliko su raSirene ili promjenjive vrijednosti sluajne varijable
oko svoje srednje vrijednosti (ocekivanja). U slu€aju Poissonove razdiobe, disperzija je jednaka

parametru A, Sto je takoder srednja vrijednost razdiobe:

Var(X) = A. (7.13)

Standardna devijacija Poissonove razdiobe, koja je mjera koliko vrijednosti odstupaju od sred-

nje vrijednosti, kvadratni je korijen varijance:

o = +/Var(X) = V. (7.14)

U prakticnom smislu, to govori o tome koliko stvarni broj dogadaja (kao sto su dolasci, dogadaji
ili nesreée) ima tendenciju da varira oko prosjecne stope A. Veéa A\ oznacava vecu varijaciju, i

obrnuto.

Primjer 7.4 (E-trgovina). Primjerice, voditelja e-trgovine moZe zanimati dnevni broj prodajnih
naloga. Poznati su povijesni podatci koji pokazuju prosjecnu stopu od 50 narudZbi dnevno te je
potrebno izracunati varijancu kako bi se razumio stupanj varijabilnosti u dnevnoj prodaji. Dakle,
prosjecna stopa je 50 narudZbi dnevno te se koristeci formulu Poissonove razdiobe Var(X) = A

dobiva varijanca dnevnog broja prodajnih naloga:
Var(X') = 50. (7.15)

Voditelj e-trgovine zakljucuje da je varijanca broja dnevnih prodajnih naloga 50. S druge strane,

standardna devijacija jednaka je korijenu varijance tj.

o(X) = /Var(X) = v/50 ~ 7.07. (7.16)

7.3. Stabilnost Poissonove razdiobe

Ako su X; ~ P(A\1)i Xy ~ P()\2) nezavisne Poissonove slu¢ajne varijable, onda je i X; + X»
Poissonova slucajna varijabla s parametrima A + A, odnosno X; + X5 ~ P(A; + Ag). Poissonova

razdioba ima neka znacajna svojstva stabilnosti:

1. Stabilnost pri zbrajanju
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Ako se zbroji veliki broj nezavisnih Poissonovih slucajnih varijabli, zbroj tezi slijediti drugu
Poissonovu razdiobu. Tocnije, ako su X, X, ..., X, nezavisne sluCajne varijable s para-
metrima Ay, Ag, ..., \, onda suma X = X; + X, + --- + X, prati Poissonovu razdiobu s

parametrima koji su jednaki sumi zasebnih parametara:

X~PA+ X+ + ). (7.17)

Ovo je svojstvo korisno kod modeliranja broja dogadaja koji se pojavljuju u fiksnom vre-
menskom ili prostornom intervalu.
2. Stabilnost pri skaliranju

Ako se Poissonova slucajna varijabla skalira s konstantnim faktorom, rezultat je i dalje unu-
tar Poissonove razdiobe. Ako je X slucajna varijabla s parametrom A te je a pozitivna

konstanta, onda je Y = a X u Poissonovoj razdiobi s parametrom \' = a\:
Y ~ P(al). (7.18)

Ovo je svojstvo korisno kada se radi o situaciji u kojoj se dogadaji odvijaju razli¢itom brzi-

nom 1ili intenzitetom.

7.4. Prilagodavanje Poissonove razdiobe empirickim podatcima

Prilagodba Poissonove razdiobe empirickim podatcima ukljucuje usporedbu promatranih po-
dataka s ocekivanom razdiobom i izmjene ako promatrani podatci znacajno odstupaju od Poisso-
novog modela. Ovaj postupak prilagodbe pomaZe u poboljSanju modela kako bi bolje odgovarao

podatcima. Opéi koraci za prilagodavanje Poissonove razdiobe empiri¢kim podatcima su:

1. Prikupiti i organizirati podatke
Prvo je potrebno prikupiti i organizirati empiricke podatke koji se Zele analizirati. Podatci
trebaju predstavljati dogadaje koji bi potencijalno mogli slijediti Poissonovu razdiobu.

2. Odrediti Poissonov parametar A
Racuna se srednja vrijednost uzorka \ iz empirickih podataka. Ova srednja vrijednost uzorka
posluZit ¢e kao procjena parametra za Poissonovu razdiobu.

3. Provesti test prikladnosti

Potrebno je provesti statisticke testove za procjenu koliko dobro Poissonova razdioba odgo-
vara empiri¢kim podatcima. Uobiajeni testovi uskladenosti za podatke su y? test i Kolmogorov-

Smirnov test.
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4. Procijeniti prikladnost

Ispituju se rezultati testa prilagodbe. Ako je p vrijednost visoka (Sto ukazuje na dobro uk-
lapanje), a promatrani podatci vrlo dobro odgovaraju Poissonovoj razdiobi, mozda nije po-

trebno vr$iti daljnje prilagodbe.

5. Provjeriti prekomjernu disperziju

Ponekad podatci empirickog brojanja mogu pokazivati vecu varijabilnost (prekomjernu dis-
perziju) nego Sto to moZe objasniti Poissonova razdioba. U takvim slucajevima potrebno
je razmotriti alternativne razdiobe poput negativne binomne razdiobe ili Poisson-inverzne

Gaussove razdiobe, koje mogu modelirati prekomjerno disperzirane podatke brojanja.

6. Modifikacije modela (po potrebi)
Ako provedeni test prilagodbe sugerira da Poissonova razdioba nije dobra prilagodba, mo-
guée je modificirati model.

7. Procijeniti odgovaranje modela

Nakon modifikacija modela, test se ponavlja kako bi se procijenilo koliko dobro prilagodeni

model odgovara podatcima.

Izbor razdiobe i modifikacija bi se trebao temeljiti na karakteristikama podataka i ciljevima
analize, stoga je poZeljno konzultirati se sa statistiCarom za smjernice o radu sa sloZzenim zadatcima

modeliranja podataka.



8. Aproksimacija binomne razdiobe Poissonovom

Poissonova razdioba moze se koristiti kao aproksimacija za binomnu razdiobu pod odrede-
nim uvjetima. Ovaj slucaj je poznat kao Poissonova aproksimacija binomne razdiobe. Uvijeti za

navedenu aproksimaciju su [20]:

1. Mala vjerojatnost uspjeha p

Matematicki se ovaj uvjet moze izraziti kao np < 10 ili ¢ak np < 5 za konzervativniju

aproksimaciju.

2. Veliki uzorak n

Naravno, zbog subjektivnosti ne postoji strogo pravilo §to se smatra "velikim" uzorkom, ali

obi¢no n treba biti najmanje 20.
Koraci za provodenje navedene aproksimacije:

1. IzraCunati srednju vrijednost Poissonove razdiobe (A = np).

2. Aproksimirati binomnu razdiobu Poissonovom s istom srednjom vrijednosti. Drugim rije-

¢ima, X je binomna slucajna varijabla te ju se aproksimira kao:

Y ~ P()). 8.1)

Primjer 8.1 (Sirenje rijetke bolesti). Pretpostavimo da se provodi studija kako bi se razumjela
pojava rijetke bolesti u populaciji. Poznato je da je u prosjeku samo jedan na svakih 1000 pojedi-
naca u populaciji pogoden boleséu (p = 0.001). No, nas zanima populacija od 10000 pojedinaca

(n = 10000). Koraci aproksimacije binomne razdiobe Poissonovom su:

1. Racunanje srednje vrijednosti Poissonove razdiobe: A = np = 10000 - 0.001 = 10.

2. Aproksimacija binomne razdiobe Poissonovom s A\ = 10. Dakle, broj zaraZenih pojedinaca
se modelira kao:
Y ~ P(10). (8.2)

Sada recimo da nas zanima vjerojatnost da je u ovoj populaciji zaraZeno manje od 5 osoba:

P(Y <5) =P(Y =0)+P(Y =1)+P(Y =2)+ P(Y =3)+ P(Y = 4)

6710 . 100 6710 X 101 6710 . 102 6710 . 103 6710 . 104
+

I A TR A TR AT 1l 8.3)
=454-107° +4.54-107*+2.27-102 +7.57- 107> + 0.01891
= 0.02925.
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Poisson Approx. to Binomial, n=10, p= 0.3, lambda= 3
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Slika 8.1. Aproksimacija binomne razdiobe Poissonovom zan = 10,p = 0.3 i A = 3, Izvor: [21]

Iz rezultata racuna se zakljucuje da je vjerojatnost da je u populaciji zaraZeno manje od 5 osoba
Jednaka 0.02925, odnosno 2.93%.

Svaka od ovih vjerojatnosti se moZe izracunati pomocu Poissonove funkcije gustoce vjerojat-
nosti. Ova aproksimacija je brzi i lakSi nacin racunanja te se koristi kada nije dobro pozanto koliki
je n (iako je poznato da je velik). Aproksimacija daje i razumno to¢nu procjenu vjerojatnosti pro-
matranja malog broja slucajeva rijetke bolesti u velikoj populaciji. Osobito je korisna u studijama
epidemiologije 1 javnog zdravlja kada se radi o rijetkim bolestima tj. kada se radi o situacijama u
kojima je broj pokusaja velik, a vjerojatnost uspjeha niska, Sto ¢ini rad s Poissonovom razdiobom
racunalno ucinkovitijom. Medutim, bitno je napomenuti da je Poissonova aproksimacija binomne

razdiobe samo aproksimacija i mozda nece biti to¢na ako uvjeti nisu ispunjeni.



9. Zakljucak

Ovaj rad posvecen je binomnoj i Poissonovoj diskretnoj razdiobi sluCajne varijable. U te-
oriji vjerojatnosti i statistici, razdioba, koja se Cesto naziva i razdioba vjerojatnosti ili statistiCka
razdioba, matematicka je funkcija koja opisuje kako se vrijednosti slucajne varijable Sire ili ras-
podjeljuju po mogucim ishodima. Razdioba je bitna matematicka funkcija jer pruza informacije o

vjerojatnosti promatranja svake moguce vrijednosti sluajne varijable.

Binomna razdioba modelira broj uspjeha u fiksnom broju neovisnih Bernoullijevih pokusa,
gdje svaki pokus ima samo dva moguca ishoda. U ovom radu objasnili smo relevantne pokazatelje
kao Sto su matematicko ocekivanje, te disperziju i stabilnost. S druge strane, Poissonova razdi-
oba koja je dobila ime po matematicaru Siméonu Denisu Poissonu, modelira broj dogadaja koji
se dogode unutar fiksnog intervala vremena ili prostora. Kao i kod binomne razdiobe i u ovom
slucaju dan je pregled osnovnih numerickih karakteristika razdiobe te je objaSnjeno kako se Po-
issonova razdioba moze prilagoditi empirickim podatcima. VaZna poveznica ove dvije razdiobe
je mogucnost aproksimacije binomne razdiobe koriStenjem Poissonove, $to uvelike moZe olaksSati

razne proracune u primjeni.

Kroz rad smo dokazali da je primjena binomne i Poissonove razdiobe uistina Siroka. Binomna
razdioba se koristi u raznim slucajevima kao $to je kontrola kvalitete, bioloske studije, provodenje
anketa, bacanje novcica i igracih kockica, rezultati izbora i mnogi drugi, tj. bilo koji slucaj u kojem
postoje dva moguca ishoda u nizu pokusa. Neke od navedenih slucajeva smo objasnili i u radu.
Poissonova razdioba se pak koristi na primjer za modeliranje podataka sportske statistike, financija,
zdravstva, dolaznih poziva u pozivnom centru te za situacije koje ukljuCuju rijetke dogadaje kao

Sto su prometne nesrece, potresi, poplave i mnoge druge nesvakodnevne dogadaje.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U ovom radu analizirane su osnove vjerojatnosti koje su potrebne za shvacanje pojma razdi-
obe. Navedene su razne vrste razdioba i njihova primjena u svakodnevnom Zivotu. Posebno je
stavljen naglasak na binomnu i Poissonovu diskretnu razdiobu. ObjaSnjeno je da binomna razdi-
oba modelira broj uspjeha u fiksnom broju neovisnih Bernoullijevih pokusa, gdje svaki pokus ima
samo dva moguca ishoda, a da Poissonova razdioba modelira broj dogadaja koji se dogode unutar
fiksnog intervala vremena ili prostora. Dokazano je i da se binomna razdioba moze aproksimirati

Poissonovom radi lakSeg racunanja.

Kljucne rijeci: slucajni dogadaj, o-algebra, slucajna varijabla, binomna razdioba, Poissonova

razdioba
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Summary and key words

This paper analyzes the basics of probability, which are necessary for understanding the con-
cept of distribution. Various types of distribution and their application in everyday life are listed.
Emphasis is placed on the binomial and Poisson discrete distributions. It is explained that the
binomial distribution models the number of successes in a fixed number of independent Bernoulli
trials, where each trial has only two possible outcomes and that the Poisson distribution models
the number of events that occur within a fixed interval of time or space. It is also proven that the

binomial distribution can be approximated by the Poisson distribution for easier calculations.

Keywords: random event, o-field, random variable, binomial distribution, Poisson distribution
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