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Sazetak

U doktorskom je radu prikazan numericki pristup rjeSavanju problema nelinearne stabilnosti
grednih nosaca i konstrukcija izradenih od FG (Fuctionally graded) materijala u uvjetima
promjenjive temperature. Geometrijski nelinearni algoritam razvijen je uporabom 1D
numerickog modela koji se temelji na primjeni prostornog grednog konacnog elementa.
Ukljuceni su efekti velikih prostorninh pomaka i prostornih rotacija. Deformacije su smatrane
malima te se za njihovo definiranje rabi Green-Lagrangeov tenzor deformacije.
Kona¢noelementni model temelji se na Euler-Bernoullijevoj teoriji savijanja i Vlasovljevoj
teoriji uvijanja. Kod nelinearne analize implementirana je UL (updated Lagrangian)
inkrementalna formulacija uporabom principa virtualnih radova.

Predlozeni gredni model omogucuje provodenje analize izvijanja za slucajeve uniforme,
linearne 1 nelinearne temperaturne distribucije po debljini stijenke popre¢noga presjeka nosaca,
kao 1 pri linearnoj promjeni temperature uzduZ nosaca. Analiza ukljucuje 1 temperaturnu
ovisnost mehanickih svojstava materijala.

Temeljem prethodno izre¢enog izraden je racunalni program THINWALL FG. Problem je
rjesavan u dvije faze. U prvoj fazi odreduje se odziv konstrukcije za zadano mehanic¢ko
opterecenje. U drugoj fazi, dok se mehani¢ko optere¢enje drzi konstantnim, nanosi Se
temperaturno opterecenje te se odreduje temperatura kod koje dolazi do toplinskoga izvijanja.
Tocnost i pouzdanost numerickog algoritma testirane su usporedbom s rezultatima dostupnima
iz literature te onima dobivenim primjenom 2D i/ili 3D kona¢noelementnih modela iz

etabliranih programskih paketa.

Kljuéne rijeci: tankostjeni presjeci, MKE, toplinsko izvijanje, kompoziti, FGM, stabilnost
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Abstract

In this doctoral dissertation, a numerical approach for solving the problem of nonlinear stability
of beam structures made of FG (functionally graded) materials under conditions of variable
temperature is developed. The geometric nonlinear algorithm was developed using a 1D
numerical model based on the application of a spatial beam finite element. The effects of large
spatial displacements and spatial rotations are included. Deformations are considered small and
the Green-Lagrange deformation tensor is used to define them. The finite element model is
based on the Euler-Bernoulli beam theory for bending and the Vlasov theory for torsion. In the
nonlinear analysis, the UL (updated Lagrangian) incremental formulation was implemented
using the principle of virtual works.

The proposed beam model enables the implementation of buckling analysis for cases of
uniform, linear and nonlinear temperature distribution through the thickness of the cross-
sectional walls as well as linear temperature distribution along the beam length will be
conducted. The analysis also includes the temperature dependence of the mechanical properties
of the material.

The computer program THINWALL FG was created on the basis of the above. The problem
was solved in two stages. In the first phase, the response of the structure to a given mechanical
load is determined. In the second phase, while the mechanical load is kept constant, a
temperature load is applied and the temperature at which thermal buckling occurs is determined.
The accuracy and reliability of the numerical algorithm was tested by comparison with the
results available from the literature and those obtained using 2D and/or 3D finite element

models from established software packages.

Keywords: thin-walled, FEM, thermal buckling, composites, FG materials, stability
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1. UVOD

U uvodnom dijelu doktorskoga rada bit ¢e prezentirane generalne informacije o izvedenom
istrazivanju koje ukljucuje znanstvenu motivaciju, pregled znanstvenih istrazivanja, doprinose

i svrhu istrazivanja te organizaciju doktorskoga rada.

1.1. Motivacija

Vrlo vaznu klasu konstrukcijskih elemenata u inzenjerskoj praksi ¢ine tankostjene gredne
strukture koje zbog slozenosti svoga oblika pokazuju i vrlo sloZeno ponasanje. Posebno je
izrazena njihova sklonost izvijanju i pojavi nestabilnih deformacijskih oblika. U uvjetima
uporabe ovakih konstrukcija u okolisu povisene temperature problem postaje jos slozeniji jer u
obzir treba uzeti toplinsko opterecenje i utjecaj temperature na svojstva materijala.

Kako je zahtjeve sigurnosti i pouzdanosti konstrukcija izloZenih visokotemperaturnom
rezimu rada teSko odrzati standardnim materijalima, krenulo se u primjenu kompozitnih
materijala. Kompozitni materijali sastoje se od dvaju ili vise materijala ¢ime se dobiva novi
materijal trazenih karakteristika. Zbog toga su kompoziti danas zastupljeni u raznim podrué¢jima
industrije i predmet su istrazivanja velikog broja znanstvenika. S obzirom na to da su se iskazali
kao dobro rjesenje u slucajevima kada se razli€iti zahtjevi postavljaju na konstrukciju, sve veéi
broj istrazivanja usmjeren je upravo na istrazivanje novih vrsta kompozitnih materijala.

Functionally graded (FG), tj. funkcijski gradirani materijali, oznacavaju novu vrstu
kompozita koji predstavljaju najlakse kompozitne materijale s vrlo visokim omjerom ¢vrstoce
i krutosti u odnosu na tezinu, §to je od znacajne vaznosti za zrakoplovnu industriju i razne
inZenjerske primjene. FG materijal dobiva se variranjem udjela dvaju razli¢itih materijala na
nacin da je moguce kontinuirano mijenjati mehanicka 1 fizikalna svojstva po debljini stijenke
poprecnog presjeka nosaCa. Pritom se najceS¢e kombiniraju keramika, koja se istice
izdrzljivo§¢u u visokotemperaturnom okoliSu, i metal, koji osigurava Zeljena mehanicka
svojstva poput ¢vrstoce 1 duktilnosti. Na taj nacin postize se visoka razina krutosti 1 ¢vrstoce u
odnosu na masu te poboljSana termicka svojstva, $to je posebno trazeno u podrucjima tehnike
kao Sto su svemirsko inzenjerstvo, nuklearna tehnologija, graditeljstvo 1 strojogradnja.

U podrucjima visoke temperature konstrukcijski dio, kao Sto je greda, Cesto je izlozen

razli¢itoj temperaturnoj distribuciji Sto prenoSenjem topline po debljini stijenke ili uzduz nosaca
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uzrokuje pojavu toplinskog opterecenja. Pritom je kod FG materijala vrlo ¢esto keramicki dio
izlozen vi$oj temperaturi, a metalni nizoj. U takvim je uvjetima stabilnost deformacijske forme
konstrukcije od izrazite vaznosti. Ne cudi, stoga, §to je posljednjih godina izvrSeno mnogo
teoretskih, eksperimentalnih i numerickih istrazivanja o toplinskom izvijanju FG grednih
nosaca S obzirom na to da su FG materijali pokazali jako dobra svojstva. Za razliku od velikog
broja radova vezanih za toplinsko izvijanje grednih nosaa punih poprecnih presjeka
[18,24,25,34,54,75], literatura o toplinskom izvijanju tankostjenih nosaca prili¢no je oskudna.
Iz navedenog proizlazi motivacija za ovaj doktorski rad u kojem je glavnina istrazivanja
usmjerena na toplinsko izvijanje FG tankostjenih grednih konstrukcija.

Kao rezultat istrazivanja predloZzenog doktorskog rada izraden je numericki algoritam
zasnovan na metodi konacnih elemenata te izrazen kao racunalni program koji omoguéava
analizu stabilnosti kompozitnih FG grednih nosaca otvorenih i1 zatvorenih tankostjenih
poprecnih presjeka, razliCitih tipova oslonaca i geometrija pri mehanickom i toplinskom
optereCenju. Algoritam omogucava odredivanje razine opterecenja koje uzrokuje pojavu
nestabilnih deformacijskih formi. Pomocu predlozenog algoritma upotpunjena su postojeca

istrazivanja u podrucju analize stabilnosti tankostjenih konstrukcija.

1.2. Analiza dosadasnjih istrazivanja

FG materijali relativno su nova klasa kompozitnih materijala izvorno razvijena od strane
japanskih istrazivaca sredinom 80-ih godina prosloga stoljeca [43], a koja su se posljednja tri
desetljeca pocela intenzivno razvijati i upotrebljavati u razli¢itim konstrukcijama s obzirom na
brojne prednosti koje takvi materijali pruzaju.

Tankostjene grede i konstrukcije sve se vise koriste u inZenjerskim granama kao samostalni
elementi ili kao dio neke sloZenije strukture zbog svoje velike ¢vrstoce 1 male tezine. Medutim,
te strukture pokazuju sklonost ka gubitku stabilne deformacijske forme [1,74] te je analiza
izvijanja 1 postkriticnog odziva takvih konstrukcija bila tema mnogih istrazivackih radova
[52,53,76]. Sto se ti¢e analize problema izotermnog izvijanja FG grednih nosada, veéina radova
odnosi se na analizu izvijanja punih presjeka te su samo neki od njih navedeni ovdje [23,53,78],
a tek manji dio obraduje problematiku izvijanja FG grede tankostjenih presjeka, otvorenih
[7,32,48] i zatvorenih [33,49].

Razvojem industrije i suvremenih procesa proizvodnje, konstrukcijski se elementi sve cesce

nalaze u okoliSu povisene temperature. FG materijali, kao kombinacija keramike i metala,
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pokazuju izuzetna mehanic¢ka svojstva te termicku i korozivnu otpornost. Danas se zato
razvijaju za op¢u uporabu kao strukturalne komponente u podru¢jima visoke temperature te je
istrazivanje 0 toplinskom izvijanju FG konstrukcija posljednjih godina identificirano kao
zanimljivo polje proucavanja.

KoriStene su razne teorije grednih nosaca za analizu termickog izvijanja. Sankar i Tzeng
[62] koristili su Euler-Bernoulli-Navierovu teoriju savijanja za analizu temi¢kih naprezanja
zglobno vezanih FG greda. Fu et al. [13] uporabom su iste gredne teorije istrazili toplinsko
izvijanje, nelinearne slobodne vibracije i dinamicku stabilnost piezoelektri¢ne FG grede.

Timoshenkovu teoriju savijanja za analizu dinamickih odaziva FG grede u temperaturnom
okruZenju primijenili su Malekzadeh i Monajjemzadeh [41]. Primjenu iste teorije na analizu
postkriticnog izvijanja obostrano ukljeStenog grednog nosaca prezentirali su Li et. al [34] za
rezim nelinearnih temperaturnih uvjeta. Kiani i Eslami [24,25] proucavali su izvijanje
Timoshenkove FG grede pri tri razlicite temperaturne distribucije po visini popre¢nog presjeka
nosaca, a potom su nadogradili istrazivanje izvodenjem egzaktnih izraza za odredivanje kriti¢ne
temperature izvijanja uzimajuci u ozbir temperaturnu ovisnost mehanickih svojstava i razlicite
tipove oslonaca. Ma i Lee [38] analizirali su nelinearno ponasanje FG grednih nosaca pri
jednolikom zagrijavanju primjenom Timoshenkove teorije savijanja za slu¢ajeve temperaturno
ovisnih i neovisnih materijalnih svojstava. Postkriti¢no izvijanje FG Timoshenkove grede pri
uniformnom zagrijavanju po visini poprec¢nog presjeka analizirali su Paul i Das [54].

Zhao et al. [87] istrazivali su postkriti¢no izvijanje zglobno vezane FG grede pri jednolikom
zagrijavanju 1 nelinearnoj temperaturnoj distribuciji po visini popre¢nog presjeka nosaca
primjenom numeric¢ke shooting metode. Otkrili su da se u istim temperaturnim uvjetima FG
greda manje deformira od homogene. Staticku analizu FG grede pri termomehani¢kom
optereénju primjenom kona¢noelementne CU formulacije proveli su Giunta et al. [18].

Toplinsko izvijanje FG greda primjenom posmic¢no deformabilne teorije trecega reda pri
uniformnom zagrijavanju istrazivali su Wattanasakulpong et al. [83]. Luan et al. [75] izveli su
analitiCka rjeSenja za izvijanje i vibriranje FG greda pri mehanickim i termickim optere¢enjima
s uniformnom, linearnom i nelinernom distribucijom temperature po debljini stijenke nosaca
uporabom teorije savijanja viSeg reda.

Shen i Wang [67] provode istrazivanje o nelinearnom toplinskom izvijanju posmi¢no
deformabilnih FG greda na elasticnom temelju pri uniformnoj i neuniformnoj promjeni
temperature. Fallah i Ahdam [12] su ispitivali toplinsko izvijanje elasti¢no oslonjene FG grede

pri uniformnom zagrijavanju pretpostavljaju¢i temperaturno neovisna mehanicka svojstva.
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Esfahani [10] uporabom Timoshenkove gredne teorije proucCava ponaSanje grede na
nelinearnom elasti¢cnom osloncu pri toplinskom izvijanju, a sli¢nu su analizu proveli i Sun, Li
I Batra [70].

Ghiasian [16] istrazuje staticko i dimamicko izvijanja FG grede na nelinearnim elasti¢nim
osloncima primjenom Euler-Bernoulli-Navierove teorije, a kasnije [17] nastavlja s analizom
nelinearnog dinamickog izvijanja Timoshenkovih greda izlozenih iznenadnoj jednolikoj
promjeni temperature.

Za razliku od velikog broja radova vezanih za toplinsko izvijanje grednih nosac¢a punih
popreénih presjeka, radovi o toplinskom izvijanju tankostjenih nosaca priliéno su oskudni.
Librescu et al. [35] istrazivali su probleme nestabilnosti i vibracija FG tankostjenih greda u
visokotemperaturnom okoliSu. Ziane et al. [89] razvili su analitiCku metodu za toplinsko
izvijanje grednih nosaca zatvorenog tankostjenog popre¢nog presjeka pri nelinearnoj raspodjeli
temperature uzimajuci u obzir materijalnu nesavrSenost i temperaturno neovisna mehanicka

svojstva.

1.3. Svrha, cilj i doprinosi istraZivanja

Cilj istrazivanja predlozene doktorske disertacije bio je razviti izvorni numericki algoritam
temeljen na prostornom grednom kona¢nom elementu koji u formi raunalnog programa
postaje samostalna cjelina pogodna za linearniziranu i nelinearnu termic¢ku analizu stabilnosti
FG grednih nosaca 1 konstrukcija.

Konaénoelementni model temelji se na Euler-Bernoullijevoj teoriji savijanja i Vlasovljevoj
teoriji uvijanja. Uporabom UL formulacije omogucena je nelinearna analiza stabilnosti koja
obuhvaca materijalne i geometrijske nelinearnosti kao i efekt velikih rotacija grednih elemenata
uveden kroz nelinearno polje pomaka poprecnog presjeka.

Uporaba FG materijala u izradi nosivih grednih konstrukcija pove¢ava njihovu temperaturnu
otpornost, a time i njihovu stabilnost. Uvodenjem temperature kao dodatnog ili samostalnog
opterecenja grednih konstrukcija omoguéena je i analiza utjecaja temperature na mehanicka
svojstva grednih nosaca i stabilnost deformacijskih formi. IstraZivanje je ograni¢eno na gredne
nosace 1 konstrukcije u polju poviSene temperature ne uzimajuéi u obzir utjecaj vremenske
domene na odziv konstrukcije.

Numericki modeli temeljeni na shell i solid kona¢nim elementima imaju odredena

ogranicenja jer mogu imati veliki broj konacnih elemenata Sto zahtijeva veliku memoriju i




Sandra Kvaternik Simonetti: Numericki model za analizu toplinskoga izvijanja FG kompozitnih grednih nosaca

uzrokuje dugotrajne analize, a razvojem spomenutog algoritma postigla se efikasnija i brza
analiza istih problema. Racunalni program THINWALL FG, koji je razvijen u sklopu ovog
doktorskog rada, pruza moguénost opisivanja i analize grednih nosaca izradenih od
kompozitnih FG materijala tijekom procesa njihova dizajna, posebice u vidu procjene odziva i

gubitka stabilnosti nosivosti konstrukcije u okoliSu s promjenjivom temperaturom.

1.4. Struktura doktorskoga rada

Struktura doktorske disertacije organizirana je u poglavlja od kojih svako pokriva jedan dio
istrazivanja.

U prvom je poglavlju predstavljen problem istrazivanja i znanstvena motivacija. Navedeni
su glavni ciljevi i svha istrazivanja te kratki pregled dosada$njih istrazivanja u podrucju
izvijanja grednih nosaca u okolisu konstatne i promjenjive temperature.

U drugom su poglavlju prezentirani kompozitni FG materijali. Ukratko je predstavljen
povijesni razvoj FG materijala, njihova danas$nja primjena i najce$¢i procesi proizvodnje.
Prikazan je princip modeliranja FG materijala, tipovi distribucije materijala po visini stijenke
koji su koriSteni u ovom radu te znaCajke upotrebljavanih materijala u modeliranju FG
konstrukcija.

U tre¢em poglavlju prikazani su temelji mehanike tankostjenih FG grednih nosaca.
Navedene su pretpostavke na kojima se temelji prikazani model. Definirano je polje pomaka
tankostjenog popre¢nog presjeka koje se dijeli na linearne i nelinearne komponente te
pripadajuci tenzor deformacije. Prikazane su rezultante unutarnjih sila popre¢nog presjeka,
ukljucuju¢i i komponente uzrokovane promjenom temperature. Dan je pregled tipova
raspodjela temperature po visini stijenke nosaca i po duljini nosaca.

U cetvrtom poglavlju predstavljena je kona¢noelementa formulacija promatranog problema.
Predstavljeni model koncipiran je za lineariziranu i nelinearnu analizu stabilnosti. Linearizirana
analiza pogodna je za brzu provjeru kriti¢nog opterecenja i pripadajuceg deformacijskog oblika
konstrukcije, dok se u nelinearnoj analizi prati odziv deformacije s obzirom na opterecenje.

Kona¢ni model ima 14 stupnjeva slobode gibanja. Ravnotezne jednadzbe izvedene su
primjenom principa virtualnih radova, a dobivena tangentna matrica krutosti sastoji se od
linearnog (elasticnog) 1 nelinearnog (geometrijskog) dijela. Elasticna matrica krutosti
modificirana je na nacin da ukljucuje termicko ponasanje FG materijala, $to predstavlja glavni

dio znanstvenog doprinosa ovoga rada. Nelinearna analiza temelji se na inkrementalno-
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iterativnoj proceduri pri ¢emu je odabrana Newton-Raphsonova metoda. Za rjeSavanje
ravnoteznih jednadzbi koriStena je updated Lagrangian formulacija.

Peto poglavlje opisuje racunalni program THINWALL FG. Uz shematski tijek programa,
dan je kratak opis svih potprograma. Analizirano je 10 primjera u svrhu validacije numerickog
modela. U prvih sedam primjera odreduju se kriticne temperature izvijanja grednih nosaca
zatvorenih 1 otvorenih tankostjenih poprecni presjeka ¢iji su aksijalni pomaci sprijeceni.
Analizirane su tri vrste temperaturne distribucije po visini popre¢nog presjeka nosaca —
uniformna, linearna i nelinearna, te linearna raspodjela temperature po duljini nosaca.
Razmatrani su razli¢iti rubni uvjeti i FG tipovi stijenke nosaca. U ostalim je primjerima program
testiran za gredne nosace i konstrukcije pri kombiniranom mehani¢kom i toplinskom
optere¢enju uzimajuéi u obzir utjecaj temperature na svojstva materijala.

U posljednjem su poglavlju izneseni zakljuéci o provedenom istrazivanju, komentirani su
doprinosi disertacije i znanstveno postignuce. Predstavljene su ideje i smjernice za buduca
istrazivanja 1 moguca poboljSanja u podrucju analize toplinskog izvijanja kompozitnih FG

grednih nosaca.




2. FUNCTIONALLY GRADED (FG) MATERIJALI

Kompozitni materijali predstavljaju razred naprednih materijala sastavljenih od dvaju ili vise
jednostavnih materijala kombiniranih u krutom stanju s odredenim fizickim i1 kemijskim
svojstvima. Time novi kompozitni materijal istvoremeno postize izvrsnu kombinaciju poZeljnih
karakteristika mati¢nih materijala i manju ukupnu masu.

Drvo je primjer kompozitnog materijala iz prirode jer se sastoji od celuloznih vlakana u
matrici lignina [45], dok je vuna sastavljena od snopova vlakana u amorfnoj matici. lako je
priroda odavno pruzila primjere kompozitnih materijala, ovaj se naziv poceo koristiti tek
nedavno kad su se pocele razvijati sintetske smole ojacane staklenim vlaknima ili tkaninom.
Danas kompozitni materijali obuhvacaju materijale svih vrsta: od metala i keramike do
polimernih materijala, a svoju svrhu pronalaze u svim podruc¢jima ljudskog djelovanja.

Kompoziti se opcenito sastoje od jedne kontinuirane faze ili matrice koja obuhvaca jednu ili
vise diskotinuiranih faza ili ojacanja. Naj¢e$¢e matrica §titi i prenosi opterecenje na punila
(ojacanja) koja daju krutost 1 ¢vrsto¢u. Kompozitom se naziva onaj materijal kod kojeg postoji
jasna granica izmedu faza, na makroskopskoj ili mikroskopskoj razini. Ako takva granica nije
jasna, primjerice kod slitina, homogenih polimernih mjeSavina ili organsko-anorganskih
hibridnih materijala, onda takve materijale ne svrstavamo u kompozitne materijale.

U konacnici, svojstva kompozita ovise o materijalu pojedinih faza, njihovoj raspodjeli i
volumnim udjelima. Znacajke koje se mogu poboljSati uporabom kompozita su Cvrstoca,
krutost, otpornost na koroziju, masa, termicka ili akusticna izolacija, toplinska provodljivost 1
sl. Sva ova svojstva nije moguce poboljsati istvoremeno jer su neka i kontradiktorna, no u cilju
je uvijek kreriati materijal s karakteristikama potrebnima za rjeSenje postojeceg problema. Tako
se, primjerice, koriStenjem kompozita moZze posti¢i veca ¢vrsto¢a i krutost uz manju masu, a

takoder omoguciti proizvodnju slozenijih oblika, ve¢u otpornost i izdrzljivost. [22]

2.1. Povijesni razvoj FG materijala

Nedostatak kompozitnog materijala je delaminacija, separacija vlakana i matrice, pri
ekstremnim radnim uvjetima [79]. Da bi se doskocilo tom problemu, razvila se ideja o
kompozicijskom i strukturalnom gradijentu u mikrostrukturi materijala. Na Sl. 2.1. prikazana
je usporedba kovencionalnog kompozita i FG materijala. Bever je 70-ih godina prosloga
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stolje¢a proucavao razne gradijentne kompozite i globalne materijalne znacajke te potencijalne
primjene takvih materijala [4]. U radu [68] Shen i Bever predstavili su na¢ine na koje moze biti
izazvana gradacija polimernih materijala, efektivna svojstva i moguce aplikacije takvih
materijala. Tek 1985. godine prezentirana je uporaba kontiunirane kontrole teksture u svrhu
poboljsanja ¢vrstoce prianjanja i minimizacije toplinskog naprezanja u keramic¢kim premazima
i zglobovima za viSekratne raketne motore, [50]. Predlozeni su koncepti kontinuirane kontrole
mikrostrukture materijala u svrhu postizanja novih znacajki i funkcija, kao i1 dizajn takvih
materijala. Naziv Functionally graded materials (FGM) za gradijente kompozitne materijale
nastao je godinu kasnije tijekom rada na projektu hipersoni¢nog svemirskog aviona [28,29,43].
Sposobnost materijala da izdrzi visoke povrSinske temperature od 1700 °C i temperaturne
razlike od 1000 °C po debljini stijenke od 10 mm rjesena je uporabom FGM-a kao toplinske
barijere. Da je keramika izravno spojena na metal, doslo bi do pucanja tijekom toplinskog
ciklusa zbog visokih toplinskih naprezanja u spoju izmedu metala i keramike. Upravo FG
materijal s glatkim prijelazom s keramicke povrSine na metalnu jezgru osigurava bolje

performanse uz sposobonost izbjegavanja koncentracije naprezanja na medupovrsini.
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Sl. 2.1 Usporedba konvencionalnog kompozita (lijevo) i FGM-a (desno)

FG materijali su originalno bili zamisljeni za primjenu u zrakoplovstvu gdje je potrebna
visokotemperaturna otpornost barijera raketnih mlaznica, plo€a izmjenjivaca topline, dijelova

strojeva, resetkastih konstrukcija svemirskih letjelica i sl. U proteklih nekoliko desetljeca,
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objavljen je velik broj radova koji se bave raznim aspektima FG materijala s obzirom na to da
je moguca primjena FGM-a vrlo Siroka. Vecina je ranijih istrazivanja bila posvecena analizi
toplinskih naprezanja i mehanici loma [42,51,55,72]. Danas se ovi kompoziti razvijaju za opéu
uporabu u konstrukcijskim komponentama u visokotemperaturnom okolisu kao §to je
tankostjena FGM rotirajuca lopatica turbine [35]. Predvidanje ponasanja FGM konstrukcijskih
dijelova pri mehanickom i toplinskom opterecenju od izuzetne je vaznosti u strukturalnoj
analizi, iza Cega stoji bogata literatura [5,15,63,66,78,86] od ¢ega je tek jedan manji dio vezan
za gredne nosace prikazan u uvodnom poglavlju.

Kako je napredovalo istrazivanje o FG materijalima, otkriveno je da se kompozicija,
struktura i svojstva gradijentne promjene mogu ucinkovitije prilagoditi za odredenu primjenu
te se aplikacija FGM-a prosirila na razna podrucja industrije i u komercijalne svrhe. Tako se,
primjerice, u medicini FGM koristi kao kompatibilan materijal za izradu dentalnih i ortopedskih
implantanta [82], u elektronici i optoelektronici kao FGM senzori [64], fotodetektori [71] ili
opti¢ka vlakna za prijenos valova velikom brzinom; za izradu FGM aktuatora [60] i uredaja za
pretvorbu energije; u izradi zastitnih oklopa i pancirki [37] zbog dobre sposobnosti sprjecavanja
Sirenja pukotina i sl. Ostala podrué¢ja primjene su proizvodnja (alati za rezanje), automobilska

industrija, izmjenjivaci topline, komponente nuklearnog reaktora, tribologija itd. [44]

2.2. Koncept FG materijala

FG materijali pripadaju razredu kompozitnih materijala kod kojih svojstva variraju po nekoj
promjenjivoj dimenziji [2,65], primjerice po debljini stijenke. Primjer takvih materijala u
prirodi su kosti i zubi [27]. Kod FG materijala ostri prijelazi izmedu materijala karakteristi¢nih
za klasi¢ne kompozite zamijenjeni su gradijentnim prijelazima Sto omogucuje glatku tranziciju
iz jednog materijala u drugi. Time se moze sastaviti novi materijal za specifi¢ne potrebe.

FG materijali mogu biti pripravljeni na dva nacina: kontinuirana struktura i1 stepenasta
struktura. Kod kontinuirane strukture, kompozicija i mikrostruktura kontinuirano varira po
promatranoj dimenziji, dok se kod stepenaste strukture znacajke postupno mijenjaju stvarajuci
viseslojnu strukturu, Sl. 2.2.

Jedna od najvaznijih metoda u procesu izrade FG materijala je metalurgija praha [40,47]. U
prvom se koraku mijesaju materijal A i B, a potom se postupno slaze izmijeSani prah u skladu
s unaprijed predvidenom prostornom raspodjelom sastava u odgovaraju¢em kalupu. Posljednji

je korak sinteriranje, tj. sras¢ivanje sitnih Cestica praha zagrijavanjem na temperaturi nizoj od
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taliSta [88], medu kojima razlikujemo sinteriranje uz prisustvo tekuce faze, uz primjenu
elektricnog luka, mikrovalno sinteriranje, vruce presanje i vruce izostaticko preSenje, reakcijsko
sinteriranje i sl. Pritom je sinteriranje iskrom plazme jedna od boljih metoda kojom je moguce
sinterirati visoko kvalitetne materijale u kratkom vremenskom periodu [59,73,85]. FG

materijali proizvedeni ovom metodom imaju stepenastu strukturu.

Sl. 2.2 Kontinuirana (lijevo) i stepenasta (desno) struktura FG materijala

Kada je potrebna kontinuirana izvedba, primjenjuje se centrifugalna metoda koja je vrlo
slicna centrifugalnom lijevanju [58,80,81]. Djelovanjem sile gravitacije oblikuje se Zeljeni
gradijent rasutih faza FG materijala zbog razlike u gustoc¢i materijala i vrtnje kalupa. Nedostatak
ove metode jest $to se na ovaj na¢in mogu proizvesti jedino cilindri¢ni oblici i odredeni tipovi
gradacije materijala [26].

Da bi se doskocilo ograni¢enjima centrifugalne metode, koriste se aditivne metode poput
Solid Freeform (SFF) metode koja se istiCe veCom brzinom proizvodnje, maksimalnom
iskoristivo$¢éu materijala, sposobnoscu izrade slozenijih oblika i dizajna, te je manje energetski
intenzivna [6,36,69]. SFF metoda dijeli se u nekoliko osnovnih koraka: od generiranja i
konvergiranja CAD podataka, preko izgradnje komponenata sloj po sloj do zavr$ne obrade.
lako postoje razne SFF tehnologije poput stereolitografije i Fused Deposition Modeling
tehnologije najcesce se koriste laserske SFF metode medu kojima su i selektvino lasersko
sinteriranje i topljenje te 3D printanje [20,21,56]. Uz navedene prednosti, SFF omogucuje
veliku fleksibilnost proizvodnje jer daje slobodu oblikovanja i slozenijih dijelova slojevitom
obradom. S druge strane, s obzirom na losu povrsinsku obradu, vrlo je ¢esto potrebno izvrsiti
sekundarnu doradu.

Postoje i druge vrste metoda za procese izrade FG materijala koje se mogu prona¢i u

10
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literaturi [14,26,39,46]. Neke od njih koriste se za premazivanje povrsina poput fizikalnog i
kemijskog naparivanja (PVD/CVD), samopropagirajuce visokotemperaturne sinteze (SHS),

rasprSivanja plazme i sl.

2.3. Svojstva FG materijala

FG materijali su najceS¢e sastavljeni od dvije faze materijala s razli¢itim svojstvima.
Detaljan opis stvarne gradirane mikrostrukture vrlo ¢esto nije mogu¢. Medutim, moguce je
odrediti volumni udio distribucije s obzirom na to da volumni udio svake faze postepeno varira
u smjeru gradacije ¢ime se i efektivna svojstva FGM-a mijenjaju u istom smjeru.

Dva su razlicita pristupa modeliranju FG materijala. Prvi model su kvazihomogeni slojevi
keramike i metala. Pretpostavlja se postupno variranje volumnog udjela keramike ili metala te
se FGM promatra kao niz slojeva s istim volumnim udjelom u svakom sloju. Drugi model je
kontinuirana varijacija volumnog udjela keramike ili metala pri ¢emu volumni udio sastavnog
materijala ¥ moze biti prezentiran kao funkcija koordinate n. Na Sl. 2.3. prikazana je
kontinuirana varijacija za FG Tip 1:

1 n\?
VX=(§+?) ity <n <t (2.1)

Pritom je t debljina stijenke, n koordinata konturnog koordinatnog sustava, a p (p < 0)

eksponent funkcije promjene materijala po visini stijenke.

SI.2.3FG Tip 1

Promjena eksponenta p generira beskonac¢an broj razli¢itih distrubucija materijala, Sl. 2.4.

11
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Sl. 2.4 Volumni udio keramike po stijenci poprecnog presjeka

U radu su razmatrane i druge varijacije distribucije materijala po visini stijenke nosaca, Sl.
2.5. Ako izraz (2.1) predstavlja volumni udio V, materijala y = 2 za FG Tip 1, ostale varijante
stijenki nosaca su:

e FG Tip 2: stijenka je izradena od sloja homogenog materijala y = 2 s unutarnje
strane i FG gornjeg dijela stijenke koji varira od Cistog materijala y = 2 prema
¢istom materijalu y = 1. Pritom je volumni udio:

V) =1Lt <n <ty

() = (n —ts )p . (2.2)

;i <n <t
tl—t3 1 3

e FG Tip 3: stijenka je izradena od jezgre materijala y = 2 u sredini i FG plasta koji
varira od Cistog materijala y = 2 prema c¢istom materijalu y = 1 na vanjskim

stijenkama. Volumni udio je izraZen kao:

n_to p
VX(n)=(t1_to) ;to<n <t
V=1t <n <t (2.3)
n_t3 p
Vx(n)=(t2_t3> st <n <ty

12
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e FG Tip 4: stijenka je izradena od Cistog materijala y = 2 i Cistog materjiala y = 1 S
unutarnje, odnosno vanjske strane stijenke, te FG jezgre u sredini koji varira od
jednog do drugog materijala. Volumni udio se moZe napisati na sljedeci nacin:

s hisSn = 6 (2.4)

n—tl)p
b —1t

v = (

V,(n)=0;t; <n < t3

e FG Tip 5: stijenka je izradena od sloja homogenog materijala y = 2 s vanjske strane
I FG donjeg dijela stijenke koji varira od ¢istog materijala y = 2 prema Cistom

materijalu y = 1. Volumni udio je kako slijedi:

n_to p
Vx(n)=( );tOSnStZ
t2 = to (2.5)
n n
t; — le X=
L — ( \X=2
f — }X:2 . }X:2 §
' X i
FG Tip 2 FG Tip 3
ty —
t, —
t; —
ty —

FG Tip 4 FGTip 5

Sl. 2.5 Razmatrane varijacije distribucije materijala po stijenci nosaca

13
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Modeliranje materijalnih znacajki FG materijala postize se pomoc¢u koncepta kompozitnih
materijala rule of mixture (VVoigt model) [66]. Materijalno svojstvo sloja FGM-a, kao §to su
modul elasti¢nosti, smi¢ni modul, koeficijent toplinske rastezljivosti i provodljivosti, moze biti

izrazeno kao:
x=1

pri cemu su P, i Ve, materijalno svojstvo i volumni udio sastavnoga materijala y. Pritom suma

volumnih udjela svih sastavnih materijala iznosi 1, odnosno:

Z v, =1 2.7
x=1

FGM konstrukcije se uglavnom koriste u podrucju visoke temperature, stoga je vrlo vazno
uzeti u obzir utjecaj temperature na materijalna svojstva sastavnih materijala kako bi se ¢im
to¢nije predvidio odziv nosaca [61]. Ako pretpostavimo da su modul elasti¢nosti E¢, koeficijent
toplinske rastezljivosti a, i toplinske provodljivosti xf svojstva ovisna o temperaturi, mozemo

ih izraziti kao nelinearnu funkciju ovisnu o temperaturi:
PX:P0(P_1T_1+1+P1T+P2T2+P3T3), (28)

gdje su Py, P_4,P;, P, i P; koeficijenti temperature T (K) jedinstveni za svaki materijal.
Tipi¢ne vrijednosti za modul elasti¢nosti, te koeficijente toplinske rastezljivosti i provodljivosti
za keramicke i metalne materijale koristene u ovoj disertaciji, prikazane su u tablicama Tab.

2.1-2.3, [61]. Radi pojednostavljenja, pretpostavlja se da je Poissonov broj v konstantan.

Tab. 2.1 Modul elasticnosti za razne materijale (Pa)

Materijal P, P_, Py P, Py
ZrO; 244,27-10° 0 -1,371-103 1,214-10° -3,681-1071°
Al>,03 349,55-10° 0 -3,853-10* 4,027-107 -1,673-1010
SiaNa 348,43-10° 0 -3,070-10* 2,160-107 -8,946:1011
Ti-6Al-4V 122,56:10° 0 -4,586-10* 0 0
SUS304 201,04-10° 0 3,079-10* -6,534-10°7 0
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Tab. 2.2 Koeficijent toplinske rastezljivosti za razne materijale (1/°C)

Materijal P, P_, Py P, P;

ZrO; 12,766-10°8 0 -1,491-10°3 1,006-10° -6,778-10 1!

Al,Os3 6,827-10° 0 1,838-10% 0 0

SizNg4 5,827-10°6 0 9,095-10* 0 0

Ti-6Al-4V 7,579-10° 0 6,638:10 -3,147-10° 0

SUS304 12,330-10°6 0 8,086:10* 0 0

Tab. 2.3 Koeficijent toplinske provodljivosti za razne materijale (Wm/K)

Materijal Py P_4 P, P, Py

Zr0O, 1,700 0 1,276-10* 6,648:108 0

Al,Os -14,087 -1126,6 -6,227-10°° 0 0

SizNa 13,273 0 -1,032-10°® 5,466-107 -7,876-101

Ti-6Al-4V 1 0 1,704-1072 0 0

SUS304 15,379 0 -1,264-10°% 2,092-10°® -7,223-10°10

Uzimajuci u obzir izraze (2.1)-(2.8), dobijemo:

E(n,T) = [Eo(T) — E«(T)] - Ve (n) + Ei(T), (2.9)
a(n,T) = [ap(T) — a;(T)] - Ve () + a;(T), (2.10)
K, T) = [Ko(T) = Ki(T)] - Ve () + Ki(T), (2.11)

pri ¢emu indeksi 0 i 1 predstavljaju vanjsku (outer) i unutarnju (inner) povrsinu stijenki
poprecnog presjeka. Iz izraza (2.9)-(2.11) je vidljivo da materijalne znacajke ovise o poziciji i
temperaturi. Prikazana je metoda jednostavna 1 pogodna za primjenu i predvidanje ukupnih

materijalnih znacajki konacnog FG materijala.
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3.TANKOSTJENI FG GREDNI NOSACI

Gredni nosac predstavlja deformabilno tijelo ¢ije su dimenzije popre¢nog presjeka relativno
male u odnosu na duljinsku dimenziju. Popreéni presjek moze biti puni ili tankostjeni. Ako su
dimenzije poprecenog presjeka relativno jednake, govorimo o punom presjeku, a ako je jedna
dimenzija presjeka, tj. debljina stijenke, puno manja u odnosu na ostale dimenzije poprecnog
presjeka, presjek se naziva tankostjenim. lako tankostjeni gredni nosa¢i imaju odredenu
prednost u odnosu na nosace punog presjeka u vidu vece ucinkovitost S obzirom na utrosak
materijala, ponasanje takvih konstrukcija je puno sloZenije te su skloniji gubitku stabilne
ravnotezne forme.

Nadalje, kontura tankostjenog presjeka moze biti zatvorena, otvorena i kombinirana, a S
obzirom na simetri¢nost, presjeke mozemo podijeliti na jednoosno simetri¢ne, dvoosno
simetri¢ne i nesimetricne. Kod jednoosno simetri¢nih presjeka teziSte i centar smicanja leze na
istoj osi, dok se kod dvoosno simetri¢nih presjeka centar smicanja i teziste poklapaju.

Centar smicanja je toCka poprecnog presjeka u kojoj je suma momenata svih unutarnjih
smi¢nih sila pri savijanju jednaka nuli. Centar smicanja poklapa se s centrom torzije, tj. s
tockom oko koje se odvija rotacija poprecnih presjeka pri torziji. Upravo se pri torziji javljaju
velike razlike u obliku poprec¢nih presjeka grednih nosaca. Kod uvijanja nosaca kruZnog
popre¢nog presjeka, presjeci prilikom deformiranja ostaju ravni i okomiti na uzduznu os
nosaca, pa takvu torziju nazivamo slobodnom ili ¢istom torzijom. U slu¢aju uvijanja ostalih
oblika presjeka, prilikom deformiranja javlja se vitoperenje presjeka, odnosno uz rotacijske
pomake javljaju se i aksijalni pomaci tocaka popre¢nog presjeka. Ukoliko su aksijalni pomaci
sprijeceni, uz primarna tangencijalna naprezanja koja se pojavljuju kod ciste torzije, nastaju i
dodatna normalna naprezanja razmjerna vitoperenju koja uzrokuju sekundarna tangencijalna
naprezanja. Takva se torzija naziva Vlasovljeva torzija ili torzija s ograni¢enim vitoperenjem.
S obzirom na to da je kod uvijanja nosaca punih poprecnih presjeka i zatvorenih tankostjenih
presjeka vitoperenje neznatno, sekundarna tangencijalna naprezanja mogu se zanemariti.

Budu¢i da se u ovom radu analiziraju tankostjeni FG gredni nosaci, teorija uvijanja i
savijanja temelji se na sljede¢im pretpostavkama:

e gredni nosac je pravocrtan

e projekcija konture popre¢nog presjeka ne deformira se u ravnini okomitoj na
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uzduznu os nosaca
e primjenjena je Vlasovljeva torija uvijanja
e primjenjena je Euler-Bernoulli-Navierova torija savijanja

e pomaci su veliki, no deformacije su male.

3.1. Polje pomaka

Odabran je Cartesijev koordinatni sustav (z, x, y) tako da se 0s z podudara s uzduznom osi
nosaca koja prolazi kroz teziSte T svih poprecnih presjeka. Osi X i Y leZe u ravnini popre¢noga
presjeka. Drugi koordinatni sustav je konturni koordinatni sustav (z, s, n), kod kojeg se 0s z
podudara s osi z nosaca, koordinata S je tangenta na srednju ravninu stijenke popre¢noga
presjeka, a koordinata n je okomita na koordinatu s, SI. 3.1.

srednja linija
(kontura)

SI. 3.1 Pomaci tocaka srednje linije (konture) poprecnog presjeka

Komponente pomaka popre¢nog presjeka kao krutog tijela su, Sl. 3.2:

Wy = WO(Z)' Us = us(z): Vg = US(Z),
- 0,) = () = - L =, (z) = B
$z =02 Qe =)= Oy = Oy = 3.1)
do,
0 =0(z) = ——2(z),
dz

pri Cemu je w, translacijski pomak teziSta T po pravcu o0si z; u i vg su translacijski pomaci
centra smicanja u x iy smjeru; @,, @, i @, su rotacije oko z, x i y osi; © je parametar vitoperenja

poprecnog presjeka definiran u odnosu na centar smicanja.
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Y yS/P

&
Vs
P-
P
)/O Xs X
z

SlI. 3.2 Pomaci poprecnog presjeka kao krutog tijela

Us @y Xs

Ukupno polje pomaka dijeli se na primarno i sekundarno polje pomaka. U slucaju malih

rotacija, inkrementalni pomaci dani su sljede¢im izrazom:

)

dv; dug
u,(z,x,y) = wy(z) — )’E (z) — XE(Z) -

ux(z,%,y) = us(2) = (v = ¥5) 9, (2), (3:2)

uy(z,x,y) = v5(2) + (x = x5)9,(2),

gdje su uy, u, i u,, inkrementalni pomaci prvog reda proizvoljne toke popre¢nog presjeka
definirane koordinatama x i y te funkcijom vitoperenja w(x, y).

Sekundarno polje pomaka zbog ukljuéenih efekata velikih rotacija moze se napisati kao [77]:

i,(z,%,y) = 0,5]—(x — x5) 0, + (¥ — ¥5) 0,05].
ﬁx(Zr X, y) = 0:5{_§Dx§0yy [§02 + ¢y2]x + X Qoz} (3-3)
i, (z,%,5) = 0,5{—@,p,x — [0Z + @21y + ys 9Z}.

U konturnom koordinatnom sustavu (z, s, n) definirani su pomaci toc¢aka srednje linije:
w(z,s,n) =u,(z,x,y),
u(z,s,n) = u,(z,x,y) cos f —u,(z,x,y) sinf, (3.4)
7(z,5,n) = uy(z,x,y) sin f + u,,(z,x,y) cos 5,

dok su pomaci toc¢aka izvan srednje linije definirani kao:

d0u(z,s,n)

P (3.5)

w(z,s,n) =w(z,s,n) —n
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u(z,s,n) = u(z,s,n),

o0u(z,s,n)

v(z,s,n) =v(z,s,n) —n
ds

Budu¢i da se pomaci to¢aka srednje linije sastoje od linearnih i nelinearnih komponenata, izraz
(3.4) sada glasi:
wh(z,s,n) = u,(z,x,y),
u"(z,5,n) = uy(z,x,y) cos B —uy,(z,x,y) sin g, (3.6)

vl(z,5,n) = u,(z,x,y)sin B + u,(z,x,y) cos 3,

WNL(Z; S, Tl) = ﬁZ(Z, x,y),
'l_lNL(Z, S, TL) = ﬁx(Z; X,y) COS,B - ﬁy(Z, xry) sinﬁ, (37)

" (z,5,n) = 1iy(z,x,y) sin B + 1i,, (2, x,y) cos B,

gdje indeksi L and NL oznacavaju linearne i nelinearne komponente pomaka. Po analogiji, izraz

(3.5) glasi:

out
L_ =1 _ 9%
wh=wh—n—
ut =ut(z,s,n) (3.8)
out
L_ -1 9%
vh =0t —n—
a—NL
wNL — pNL _ u
0z
ult = 4Nl (z,s,n) (3.9)
a—NL
oNL — GNL _ u
ds

3.2. Deformacije

Green-Lagrangeovim tenzorom deformacije definiran je odnos izmedu komponenata
pomaka i komponenata deformacije. U skladu s nelinearnim poljem pomaka, tenzor

deformacije glasi [77]:

1
& =5 [(ui +10),; + (W + %)+ e+ ) + (e + ak),j] (3.10)

= €j + Nij + €ij
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Pritom vrijedi:
Zeij = ui,]- + u]',i ,

2nij = Upi U j

(3.12)
Zél] = ﬁi,j + ﬁj,i )
gdje zarezi oznaCavaju parcijalnu derivaciju s obzirom na koordinatne osi.
S obzirom na pocetne pretpostavke, komponente deformacije razlicite od nule su:
ow* owrt  ovt
= - — 3.12
€z = 7 ¢= T 35 T oz (3:12)
_1|[ow" 2+ 0uL2+ v\’
Nzz =51\ 57 0z oz | |
(3.13)
_ow'ow’ N our oul N ovt ovt
Tes =5z @s ' 0z ds | 0z 0s’
aWNL aWNL avNL
3, = B, = 3.14
A P P P (3.14)

gdje e;; and n;; predstavljaju linearne i nelinearne komponente deformacije s obzirom na

primarno polje pomaka, dok je é&; komponenta deformacije prvog reda s obzirom na
sekundarno polje pomaka.

Pri supstituciji izraza (3.8) u izraz (3.12), dobije se:

owh  awt  atuk
®22 =%, T oz ‘o2z &" +ni,", (3.15)
owt ovl owt ovt a°ul
= — — = v L L 316
=55 Yo7 = o5 "9z Mggas Ves e (3.16)
gdje su &, duljinska deformacija:
owl  dw d?u d%v d?¢
0w _dwe  dTus,  dTvs z 3.17
¢z 0z dz  “dzz  Vazz " “azz’ 317

Kk, i Kkt zakrivljenosti srednje linije presjeka:
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o%ut d?u, d?v, d?e
Kl =— T = dzzs sinf +—— > cos f + = —Zq, (3.18)
d
st = 2%, (3.19)

a 7,s" kutna deformacija:

owt ovl Fdg
g L 4 _ 577 3.20
Yzs ds + 0z t dz’ (3.20)

Pritom r predstavlja radijus konture, g je udaljenost od proizvoljno odabrane toc¢ke pola P, a w

funkcija vitoperenja obzirom na konturni koordinatni sustav [19]:

r=(x—xg)sinf — (y —ys) cos f, (3.21)
q=—ys)sinf + (x — xg) cos B, (3.22)
w = f (r — 5) ds. (3.23)

F; je Venantov smicni tok, a t predstavlja debljinu stijenke poprecnog presjeka. Obiljezje F;
poprecenog presjeka neovisno je 0 izboru vrste koordinatnog sustava, pola 1 ishodista.
Eksplicitni izraz za smiéni tok moze se pronaéi u literaturi [19]. U slucaju otvorenih
tankostjenih popre¢nih presjeka vrijedi F; = 0.

Kona¢no, deformacije iz izraza (3.15) i (3.16) postaju:

dw, d?u d?v, d?¢
€7 = d_zo - = —(x+nsinp) — 172 “(y—ncosp) — ZZ (w —nq), (3.24)
dw Odv do, F,
_ow  ov_ ). 3.25
€ =55 Tz 2 dz (n + 2t> (3:25)

Nelinearne komponente deformacije iz izraza (3.13) i (3.14) mogu se po analogiji izraziti na

isti nac¢in preko odgovarajuc¢ih polja pomaka grednog nosaca.

3.3. Unutarnje sile

Rezultanta unutarnjih sila u opéem slucaju opterecenja grednog nosaca sastoji se od sljedecih
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komponenata: aksijalne sile F,, momenata savijanja M, i M,, momenta uvijanja M, te
bimomenta M,,. S obzirom na poc¢etnu pretpostavku o apsolutnoj krutosti popre¢nog presjeka
u vlastitoj ravnini, u proizvoljnoj se tocki popre¢nog presjeka mogu pojaviti samo komponente

naprezanja o, i t,,, Sl. 3.3.

T:b
y . g P T oATSN dA
\
Fy A O-Z \
F, f
M s ’
M, %
M, * y
F. >
O M, Xs X
z
Sl. 3.3 Unutarnje sile
Unutarnje sile definirane su kako slijedi:
Aksijalna sila:
E, = f f o, dnds, (3.26)
n s
Momenti savijanja:
M, = f f 0,(y —ncosp)dnds,
n s
(3.27)
M, = f J o,(x —nsinpB) dnds,
n s
Moment uvijanja:
Fs
M, = f J. Toy (n + ?> dn ds, (3.28)
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Bimoment:

M, = f f o,(w —nqg) dn ds. (3.29)

Kod tankostjenih se nosaca zbog vitoperenja poprecnog presjeka pojavljuje i dodatni

torzijski moment uzrokovan normalnim naprezanjem, tzv. Wagnerov efekt [9]:

do _de

= 2 Z = z 3.30

T, ffazﬂ dn ds — K = (3.30)
n s

Pritom je 9 udaljenost proizvoljne tocke popre¢nog presjeka od tocke glavnog pola, tj. od centra

smicanja, a K Wagnerov koeficijent:

1?=]]GZ p?dnds =ffaz (x? + y?) dn ds. (3.31)
n s n s

3.4. Konstitutivne jednadzbe

Budu¢i da se materijali smatraju linearno elasti¢nima, konstitutivna jednadzba FG grednog

nosaca, moze biti izrazena u lokalnom koordinatnom sustavu (z, s, n):

o G H | o)
D = T -

gdje su (o, 75,) i (e, ¥s,) kKomponente naprezanja i deformacije.
Prema izrazima (3.24) i (3.25), a u skladu s izrazom (3.32), rezultatne sile iz (3.26) - (3.29)

moguce je izraziti preko komponenata grednih pomaka:
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E, = egf Ajp ds +k, f (Aj1x + By1sinB) ds
S

N

+ K, f (Aj1y — Byicos B) ds + K, J (A — B11q) ds (3.34)
S S

- J. A;{l dS,

N

M, =g j (A;1x + By;sinB) ds
S

+ Ky f (A11x% + 2By1x sin B + Dy4 sin? B) ds
S

+ K A;1xy — B sinf — B;,x cos
xj( 11Xy 11Y p 11 p (3.35)
S

+ D;4 sinf cos B) ds

+ K, f (Aj1xw + Bjywsin f — By1xq — Dy1q sinB) ds

N

—JAle ds—J BT, sinp ds,

N S
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M, = & f (Asy — Byy cos ) ds
S

+ Ky, f (A11xy + By ysinf — By1xcosf8
S

— D;; sinf cos B) ds

(3.36)
+ Ky f (A11y? — 2By1y cos B + Dyq cos? B) ds
S
+ K, f (A11yw — Byyw cos f — B11yq + Dy1q cos B) ds
N
— f Al yds + f BT, cos B ds,
N N
M, = &) f (Aj10 — By1q) ds
N
+ Ky, f (Aj1xw + Bjywsin f — By1xq — D11q sin8) ds
S
+ K, j (A;1yw — Byyw cos B — By1xy + Dy1q cos ) ds (3.37)
S
+ K, f (A;;w? —2B;1qw + Dy;q?) ds — f AT w ds
N S
+ J BT, q ds,
N
MT == Kszf D66 dS, (338)
N
pri ¢emu su deformacije i zakrivljenosti:
dw, —d?ug —d?v,
& = — =, K= (3.39)
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_dZ(pZ K zzd(Pz
dz? '’ 52 dz

Ky =

Izrazi (3.34) - (3.37) mogu biti izraZeni i u matri¢noj formi:

(Fz \ [R11 Riz Riz Ry O | (€ (RNz )
M, Ra1 Ryz Ryz Ry O | Ky IRM;I
M, ¥ =|R31 R3z Rzz Rzy 0 |{rK,p— { RMI }' (3.40)
IMy| |Rii R Res Ru O [|ku| [pprl
W) Lo 0o 0 0 Reslle) (5%

pri demu RN;, RMy, RM; i RM[, predstavljaju termicke sile i termicke momente:

RNT = f AT, ds,

N

RM; = f Al x ds+f BT, sinp ds,

N N

(3.41)
RMF = f Ally ds—f BT, cos B ds,
S N
RMET = J Al wds — j BT, qds,
N S
dok ¢lanovi matrice R;; predstavljaju krutosti FG tankostjenog grednog nosaca:
Ryp = f Ajp ds
N
R12 = R21 = f Allx dS + f Bll Slnﬁ dS
S S
R13 = R31 = f Ally dS - f Bll COSﬂ dS (342)

N N

R14 = R4_1 = J Allw dS - f Bllq dS

S N

R,, = f A;x?ds + f 2B;;xsinfds + f Dy, sin? B ds

N N N
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Ry3 = R3; = f Aq1xy ds +f Bi1ysinf ds —f Bii1x cosf ds

S N N

— f Dy4sinf cos B ds

N

R24 = R42 = .f Allxa) dS + f Blla) Sinﬁ dS _f Bllxq dS

S N N

N

R33 = f Ayy?ds — f 2B,y cosB ds +f Dy4 cos® B ds

N N N

Ry, = Ry3 = j 14113’2 ds _j 2Bq1y cos B ds _j Bi1yq ds

N S S

+ f Dy1qcosf ds

N

N N N

Fs
Age ds + f 7366 dsf Dge ds
S

N

U izrazu (3.42) A;j, B;; i D;j predstavljaju krutosti vlaka, savijanja i medudjelovanja vlaka i

savijanja:

All == f E(Tl,Z,T) dn;

n

Age = J G (n,zT)dn; (3.43)

n

B, = f E(nzT)ndn;

n
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Beg = f G(n,zT)ndn;

n

Dy, = f E (n,z,T)n?dn;

n

D¢e = f G (n,z T)n?dn;

n

Analogno moguée je definirati AT, i BT, uizrazu (3.41):

AT = f Em,zT)anzT)AT (n,z) dn;
" (3.44)

BT, = f E(nzT)a(nzT)AT (n,z) ndn;

n

Integrali u prethodnim funkcijama koji sadrze x(s),y(s),q(s) i w(s) linearne su funkcije

konturne koordinate s §to se moze izraziti kao na sljede¢i nacin [31]:
fils)=k;*s+lzai=1,2if =x,y,q w (3.45)

gdje k il predstavljaju koeficijente u jednadzbi pravca. Ako su vrijednosti funkcije definirane

za linijske segmente s; — s, koeficijenti glase:

_ fi(s2) — fi(s1)

ki
Sy — 84
[/i(s2) — fi(s1)] (349
lizsl fi(s2) = filsy + fi(s1) zai=1,2.
SZ - Sl
Integrali se sada mogu izraziti u eksplicitnom obliku:
S2
f ds = s, — sy,
S1
> ky 2 2
[ Ry as =2t -sh+ G-
51 2 (3.47)
52 kqk lik kql
| A filsr ds =053 = s + 2 GF -5 + 22 (sE - 5D)
S1

+ 115(s5 — s1).
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P> (T) Py (T)

\ [/ \
| |

e SN S

b) c)

Sl. 3.4 a) Podjela stijenke na slojeve; b) nelinearna distribucija materijala; c) linearna aproksimacija

Da bi se rijesili integrali u izrazima (3.43) i (3.44) po konturnoj koordinati n, stijenke
popre¢nog presjeka podijeljene su na m slojeva unutar kojih je omogucena linearna promjena
materijalnog svojstva Py i temperature T kako bi se Sto bolje aproksimirala nelinaerna

distribucija materijala po visini stijenke popre¢nog presjeka, Sl. 3.4. Na taj nacin integrali:

ij(n) dn,j Pf(n)ndn,f Pr(n) n? dn,

(3.48)

f Pr1(n) Prp(n) AT (n) dn, f P (n) Pp(n) AT (n) ndn,

n n

sadrze funkcije Py ili produkt jedne ili vise takvih funkcija i linearne funkcije konturne

koordinate n ili njenog kvadrata, $to se moze izraziti kao:
fim)=k;-s+l;zai=1,2if,=E,G aT (3.49)

te su pritom k i [ po analogiji definirani u izrazu (3.46) za slojeve ng,; — ng.

Integrali iz izraza (3.43) se sada mogu izraziti u eksplicitnom obliku:
Nsi+1 kl ) )
J fin) dn = 7(nsl+1 - nsl) + 1 (g1 — ngp),
Ng|
tst ky 3 3 b 2 2
f fin) -ndn = ? (ng41 —ng) + E (n§41 — N5, (3.50)
ngy

Nsi+1 5 k1 4 4 l1 3 3
fl(n) ‘n“dn = Z (nsl+1 - nsl) + 5 (nsl+1 - nsl)'
Nsi
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dok se integrali iz izraza (3.44) koji sadrze produkte dviju funkcija Pr, temperature T i konturne

koordinate n, mogu napisati na sljede¢i nacin:

k1k2k3 4 n4, )
sl

[ 7A@ S ) dn =222 (k-

1
+ 3 (kiksly + kaksly + kikyls)(nd, —nd)

1
+ 5 (kylyls + kylyls + ksly 1) (N2, — n3)

+ Ll l3(ng1 — ngp),
(3.51)

kikyk
i) fo() - () mdn = === (ndy — )

Nsi+1

st

1

+—(kiksly + kaksly + kikyl3) (g, — ng)
1 3 3

+ 3 (kilpls + kalyls + ksli ) (g — ngp)

1
+ > Llyl3(ng,, —nZ).

Integracija po uzduznoj osi elementa provodi se u tri Gaussove tocke [3,8,57].

3.5. TeziSte i centar smicanja

U popreénom presjeku grede, teziste (x.,y.) je tocka u kojoj djeluje aksijalna sila F, koja

predstavlja rezultantu aksijalnih naprezanja uzrokovanih konstatnim stanjem deformacije &2.

Ako se izjednace momenti savijanja obzirom na x i y os:

E -y =My,
E -x, = My' (3.52)

te uzimajuci u obzir izraz (3.40), teziste se moze izraziti na sljedeci nacin:

o = R
c ]
Rll
_ 3.53
_ _Ris (459
T TRy

gdje je:
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Rlz = f Allf dS +f Bll Sinﬁ dS,
S S

(3.54)
E13 ES f All)_} dS - f Bll COSﬁ dS.

N N

Pritom x i y predstavljanju koordinate u odnosu na ishodiste.

Funkcija vitoperenja obzirom na centar smicanja w povezana je s funkcijom vitoperenja

obzirom na teziste w,:

W= we — XY + YsX, (3.55)
gdje su x, 1 y, koordinate centra smicanja. Na isti na¢in moze se izraziti koordinata g obzirom
na q.:

q = qc— xscosf + yssinf. (3.56)

Ako je gredni nosa¢ optereCen samo momentom uvijanja, normalna deformacija iz izraza
(3.24) glasi:

d%¢
ezz = =5 (0 —nq), (3.57)

te su momenti savijanja jednaki nuli. UvrStavanjem izraza (3.55) i (3.56) u izraz (3.40), slijedi:
My = R34 — XsR33 + YsRy3 = 0,
3.58
M, = R34 — XsRp3 + YsRyz = 0, (358)
gdje je:
RY, = J Aj1xw, ds + f By w,.sin B ds — J Bi1x q. ds
S S S

(3.59)

—f D119, sin S ds,

N
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RY, = f Aj1yw, ds — f By;w, cos fds — f B,y q. ds

N N N

+ f Dy1q.cos B ds.

N

Rjesavanjem jednadzbe (3.57), koordinate centra smicanja glase:

X. = R22 R??A} - R23 Rg4-
* R22 R33 - R23 R23,

_ R33 R84 - R23 Rg4
R22 R33 - R23 R23,

(3.60)

Vs =

3.6. Raspodjela temperature

Kako bi se analiziralo toplinsko izvijanje, potrebno je definirati raspodjelu temperature.
Razmatrana su tri tipa temperaturne distribucije po visini stijenke popre¢nog presjka grednog

nosaca te linearna promjena tempeature po duljini nosaca. [11]

T, () T, () m I(nz)

a) b) ¢)

Sl. 3.5 Raspodjela temperature: a) UTR, b) LTR, ¢) NLR

e Uniforma raspodjela tempeature (UTR)
Pretpostavimo da je referentna temperatura grednog nosaca T,. Ako su aksijalni pomaci
sprijeCeni, temperatura neke tocke nosaca T'(n, z) moze pri zagrijavanju porasti na T(n, z) +
AT. Ako takva temperatura dostigne kriticnu vrijednost, do¢i ¢e do izvijanja grednog nosaca.

Pritom je AT temperaturni prirast te se sve tocke nosaca jednoliko zagrijavaju, Sl. 3.5a.
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e Linearna raspodjela temperature (LTR)
Razmotrimo tankostijeni FG gredni nosac s razli¢itim temperaturama na unutarnjoj i vanjskoj
stijenci popre¢nog presjeka, T,(z) i T;(z). Temperaturna distribucija dobiva se rjeSavanjem
jednadzbe provodenja topline po debljini stijenke nosaca. Ako je stijenka dovoljno tanka,

pretpostavlja se da je raspodjela temperature po visini stijenke linearna, Sl. 3.5b:
T(n,z) =Ti(2) +[T,(2) - Ti(2)] - %, () . (3.61)

Analognim se pristupom moze definirati linearna distribucija tempeature po duljini nosaca, Sl.

3.6. Recimo da su zadane temperature u krajnjim ¢vorovima grednog nosaca, T4(z) i T(2).

Temperatura neke to¢ke nosaca T (z) sada iznosi:

T(2) = Ty(2) - (1~ %) +Ty(2) % (3.62)
1(z) T, ()

B

Sl. 3.6 Raspodjela temperature po duljini nosaca

e Nelinearna raspodjela temperature (NLR)
Neka FG gredni nosa¢ ima razli¢ite temperature na unutarnjoj i vanjskoj stijenci poprec¢nog
presjeka, T,(z) i T;(z). Rjesavanjem jednodimenzionalne jednadzbe provodenja topline u
stacionarnom stanju:
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d dT(n,z)\ _
a(K(n, T) dn ) =0 (3.63)
moze se dobiti distribucija temperature po debljini stijenke, Sl. 3.5c:
T(n,z) = T;(z) + wD(n). (3.64)
Pritom su:
_ Koi(T) + Koi(T)2 . +
D(n,T) =V(n)— m ) [/;((n)p '+ (p + 2) Ki(T)Z V;((n)p 2
Koi(T)3 + Koi(T)4 +4
“erakm T o nkar K (589
Koi(T)5 +
T oRmE W
[
_ Koi(T) Koi(T)z Koi(T)3
D=1 DRM T GrORA?  GHIKAY
Kot ()" Koi(T)° (3.66)

P +HKM* @+ 5K(T)®

gdje su K; i K, koeficijenti toplinske provodljivosti na unutarnjoj i vanjskoj povrsini stijenke

FG poprecnog presjeka, dok je K,; = K, — K;.
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4. KONACNOELEMENTNA FORMULACIJA

S obzirom na slozenost problema stabilnosti tankostjenih konstrukcija, pri rjesavanju se
koriste aproksimativne metode u koje spadaju i numericke metode. Jedna od najrasirenijih
numeriCkih metoda jest metoda konacnih elemenata (MKE) koja se temelji na fizickoj
diskretizaciji kontinuuma. Promatrani kontinuum s beskona¢nim brojem stupnjeva slobode
zamjenjuje se s kona¢nim brojem podpodrucja, tj. kona¢nih elemenata, medusobno povezanih
u tockama na konturi elemenata, tj. u ¢vorovima. Time se promatrani sustav aproksimira
diskretiziranim s kona¢nim brojem stupnjeva slobode. Primjenom odgovarajucih ravnoteznih
jednadzbi svakog kona¢nog elementa i uvjeta kompatibilnosti u ¢vorovima elemenata, problem
se svodi na sustav algebarskih jednadzbi ¢ijim se rjeSavanjem dobivaju nepoznati pomaci i sile
u ¢vorovima konacnih elemenata.

Razvoj racunala omogucio je primjenu metode kona¢nih elemenata u svakodnevnoj
inzenjerskoj praksi budu¢i da sa sloZzeno$¢u problema raste i broj jednadzbi ¢iji je rjeSavanje
neophodno u ovoj metodi. Uporaba rac¢unala uvelike smanjuje vrijeme potrebno za provedbu
proracuna, a omogucuje 1 analizu veceg broja eksperimenata $to daje dodatnu uStedu vremena.

U ovom kona¢noelementnom modelu problem stabilnosti moZe se rijesiti na dva nacina. Prvi
nacin je linearizirana analiza stabilnosti gdje se problem svodi na matri¢ni problem vlastitih
vrijednosti te se nastanak nestabilnosti odreduje na direktan nacin bez izracuna deformacija.
Vlastite vrijednosti predstavljaju faktore opterecenja kod kojih dolazi do bifurkacije
ravnoteznog oblika promatrane konstrukcije dok pripadajuci vlastiti vektor predstavlja samo
oblik deformacijske forme koja se javlja pri gubitku stabilnosti. Od prakti¢nog je znacenja prva
vlastita vrijednost, tj. najnizi nivo opterec¢enja kod kojeg konstrukcija prelazi iz stabilnog u
nestabilno deformacijsko stanje.

Drugi nacin predstavlja nelinearnu analizu kod koje se kriticna vrijednost opterecenja
odreduje pracenjem odnosa izmedu vanjskog opterecenja i defomacije konstrukcije u
prijekriti¢noj i poslijekriti¢noj fazi. Analiza se provodi inkrementalno pri ¢emu se unutar
inkrementa problem tretira kao linearan, a sve nelinearnosti uvode se transformacijskim
matricama iz lokalnog koordinatnog sustava vezanog za konac¢ni element u globalni koordinatni
sustav konstrukcije. U ovom je radu za opisivanje inkrementalnog procesa koristena updated

Lagrangian formulacija koja se dijeli u tri faze. U prediktor fazi vrsi se proracun krutosti
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inkrementalnih pomaka diskretizirane konstrukcije i svakog kona¢nog elementa. Korektor faza
obuhvaca korekcije geometrije svih konacnih elemenata te odredivanje ¢vornih sila pomocu
force-recovery algoritma. U posljednoj se fazi kontrolira konvergencija iterativnog rjeSenja
obzirom na zadane Kriterije.

Iako je nelinearna analiza proracunski 1 memorijski zahtjevnija 1 kompleksnija, moguce je

modelirati odzive slozenijih konstrukcija i postiéi realnije rezultate.

4.1. Gredni konaéni element

Na SI. 4.1 je prikazan tankostjeni gredni konacni element definiran u lokalnom
koordinatnom sustavu. Cvorovi konagnog elementa oznageni su s A i B, z 0s je uzduzna os
kona¢nog elementa koja prolazi kroz teziSta svih popre¢nih presjeka, osi X i y predstavljaju
glavne centralne osi inercije. O i S su teziSte i centar smicanja poprecenog presjeka u
¢vorovima. Konaéni element ima ukupno 14 stupnjeva slobode gibanja, tj. 7 stupnjeva slobode
po svakom ¢voru, a cemu odgovara 7 komponenata ¢vornih pomaka i 7 komponenata ¢vornih

sila u svakom ¢voru.

McuA
i
Mz /
Sa ¥

Py

Ug

(o]

Sl. 4.1 Tankostjeni gredni konacni element sa 14 stupnjeva slobode gibanja

Vektornih ¢vornih pomaka, prema Sl. 4.1, glasi:

(o)’ = {WA Ug Vg Pza Pxa Pya We Up Vg Pz5 Oxp Pyp Oa 93}, (4.1)
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a vektor ¢vornih sila:
(fe)T = {FZA FxA FyA MzA MxA MyA FzB FxB FyB MzB MxB MyB MwA Ma)B}' (4-2)

gdje indeks e oznacava e-ti kona¢ni element diskretizirane konstrukcije.
Pritom su ¢vorni pomak w te ¢vorne sile F,, M, i M, definirane za teZite, a sve ostale

komponente vektora cvornog pomaka i sila definirane su za centar smicanja.

4.2. Princip virtualnih radova

Primjenom principa virtualnih radova izvedene su ravnotezne jednadzbe. Princip se temelji

na Cinjenici da je virtualni rad vanjskih sila jednak virtualnom radu unutarnjih sila:

sU = 6W, (4.3)
f tSij 6t€ij dv = f tti 6( tui + tﬁi)dAo-, (44)
v Ag

pri ¢emu je U virtualna potencijalna energija deformiranja, §W virtualni rad vanjskih sila,
S;jje Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste, g;; predstavlja Green-Lagrangeov
tenzor deformacije, t; oznacava povrsinske sile, u; 1 #@; linearne i nelinearne komponente
pomaka, a simbol & virtualnu vrijednost. Gornji indeks t uz veli¢ine oznacava da se radi o

ukupnim vrijednostima. Ako se zanemare pocetni pomaci i deformacije prije izvijanja, dobije

S€:

0
tSl'j = SU +Sijl

t —
gij = gij'

(4.5)
‘= % +t;,

tui + tﬁizui+ﬁi,

gdje gornji lijevi indeks 0 uz veli¢ine S;; i t; oznacava inicijalne vrijednosti, dok veliCine bez
takvog indeksa predstavljaju inkrementalne vrijednosti. Vrate li se vrijednosti iz izraza (4.5) u
izraz (4.4) dobije se:

J-( OSij + SU )5(611 + T]U + él]) dv = f( Oti + ti )5(ui + ﬁl)dAo- , (46)
14 Ao
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odnosno, ako se zanemare ¢lanovi viSega reda iz prethodno izraza (4.6):

J.(Sl] 5el-j + OSij 5eij + OSij 67’]1] + OSi]' 6él]) dv
1%

(4.7)
= f( Oti 5ui + Oti Sﬁl +t; 6ui)dA0.
Ag
Pretpostavimo li da pocetne unutarnje i vanjske sile ¢ine uravnotezen sustav sila:
f OSij 6eij dV = f Oti 6uidAa, (48)
14 Ag
te oduzimajuci izraz (4.8) od izraza (4.7), dobije se
j SU (Seij dv + j OSij 67’]11 dv + j OSij 6él} dv — j Oti 5ﬁldAa
4 4 4 Ag
(4.9)
= f ti 6ul-dAg.
Ag

Izraz (4.9) se naziva linearizirani princip virtualnih radova gdje prvi podintegral s lijeve strane
izraza predstavlja varijaciju elasti¢éne potencijalne energije unutarnjih sila, drugi podintegral
varijaciju geometrijskoga potencijal unutarnjih sila, a tre¢i i Cetvrti predstavljaju geometrijski
potencijal pocetnih unutarnjih i vanjskih sila uzrokovan efektom velikih rotacija. Podintegral s
desne strane izraza oznacava virtualni rad vanjskih sila. 1zraz (4.9) mozemo napisati i na

sljede¢i nacin:

gdje je
%4
8Ug = j °Sij 6mij AV + J °Sj 68 AV — f °t; 811;d4,, (4.12)
|74 14 Ag
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oW = f ti 5uidAa ,
Ag
a Il oznacava ukupni potencijal.

Uvrstavanjem izraza (3.24) i (3.25) u izraze (4.11) i (4.12) dobije se:

6Ug = f(0'25622 + 74,0e5,) dV
v

dz

Il
o _

] {[E(n,z, T)(e,, — a(n, z, T)AT)] l(s%
A

2

US
—(y —ncosp)

d“ug _ d
) 2(x+nsm[>’)—6dz

dz
2

d d
dz(iz (w— nq)l +G(n,z ey, <2n ) (’)Z>} dA dz

—0 dz

l
dw, d?ug
= f l(FZ — RNZT)SE — (M, — RM])6 T
0
d?v, d?o,
— (M, — RM)$ 177 (M, — RM())8 17

+ 2RM 6dq)z d
t dz %

(4.13)

(4.14)
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l
1 dwo dvg 2 dug 2 dug d(pz)
5”67” [ ) +6() +o() +2 (G 4
0
5 (dvs d(pz)
*°\'dz dz
0 dvg dw,
+ Fx 6((px(pz) + 26 (E q’z) 26 (d_ <py>
doy Ao
+ 2x:6 <E (py> —2y:6 (E <px)
dug dw,
% [olarpe) 25 (G0 ~25 (o)
do do
— 2x48 <d_zy gax> + 2y,6 (d_zx gox)l (4.15)
do do dugsde
0 -y z — sz
+ M [6< dz ¢Z>+6( dz ¢y> 26<dz dz)

dwy do,
26( dz dz )l

do do dvsdo
0 —5[== — 5= - _Ssrz
* Myl 6<dz <Pz) 6<dz <Px) 26<dz dz)
dw, dgy 0 do, do,
26<d az )| " MZ6<dz "’y)_6 a7z ¥

— rd@,\? dw, df
+ ok (T) + omys () e
dz z

Na osnovi integrala (4.14) moze se dobiti elasticna matrica krutosti kona¢nog elementa, a iz

integrala (4.15) slijedi geometrijska matrica krutosti:

SUg = (6u®)T k& u®, (4.16)

SU; = (6u®)T K& u®. (4.17)

Integral (4.14) moze se rastaviti na podintegrale uvodenjem izraza (3.42):
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! ! !
dw, _dw, d*ug, _dw, d?v, _dw,
6UE = lel d 6_ dZ lez d 2 6_ dZ J 6_ dZ

dz dz B 4z2 " dz
0 0 0
l d? d l dw
@, dwg
— _ e - —_ RNT -
fR“ 772 o) 77 dz f o) 77 0 dz

! !
dw, d?ug d?u, d?ug d?v, d?ug
fR21d5 dz+fR22d26d2dz+J AL Sl

dz? 23 dz?2 ~ dz?
0 0 0
l d? d*u l d?
Pz Ug
fR24d26d Ol_fRydzZ
0 0
l d d? d? d? l d? d?

Wo Vg Ug 5 Vg Vg
.fR31 d 6 d dZ+-]-R32 d 2 5 d dZ+fR33 d 2 6 dZZ dZ (418)
0 0 0

20 dzv
fR34- d ZZ > f
0 0
C dw, d? C dPu, d? C O dPu, d%
Wo Pz (2 z
_fR41E6 d 2 dZ+fR4_2 d 2 6 d dZ+fR43 d 2 6 dZZ dZ
0 0 0

l
R d*g, dz(pz
4472 dzz
0

0

l
do, .do,
dz.
f4R55 d 6d Z
0

4.3. Nelinearna analiza

Na Sl. 4.2 prikazane su konfiguracije kona¢nog elementa tijekom procesa deformacije.
Pocetna, nedeformirana konfiguracija, oznacena je s C,, zadnja poznata konfiguracijas C;, a s
C, prva sljede¢a nepoznata konfiguracija. Razlikujemo globalni Cartesijev koordinatni sustav
(Z, X, Y) te lokalni koordinatni sustav konacnog elementa (z, X, Y).

U ovom se radu Koristi updated Lagrangian formulacija pomoc¢u koje se sile i pomaci u
ravnoteznim jednadzbama definiraju preko zadnje poznate konfiguracije C;. Za konfiguraciju

C, princip virtualnih radova glasi:
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S2W = f ’1i; 6, €5 2dV, (4.19)
|4

2

gdje je 7;; Cauchyjev tenzor naprezanja, de;; tenzor deformacije obzirom na virutalne pomake

[3]. W predstavlja virtualni rad vanjskih sila:

522W = f %ti 6(u1 + ﬁl) ZdAO— + f %fl 6(u1 + ﬁl) ZdV, (420)

24, 2y

pri ¢emu u; i @i; predstavljaju linearne i nelinearne komponente pomaka, t; povrsinske sile, a
fi volumenske sile. U prethodnim izrazima donji lijevi indeks predstavlja konfiguraciju u
odnosu na koju je promatrana veli¢ina definirana, dok se gornji lijevi indeks odnosi na
konfiguraciju u kojoj se doti¢na oznaka pojavljuje. Kada su ta dva indeksa jednaka, donji se
moze zanemariti. U slucaju kada gornjeg lijevog indeksa nema, radi se o inkrementalnoj

vrijednosti.

[y

SlI. 4.2 Inkrementalni pomaci konacnog elementa
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Ako se pretpostavi da volumenske sile ne djeluju na gredni kona¢ni element, tada se izraz (4.20)

mozZe izraziti kao:

522W = f %ti 6(u1 + ﬁi)z ZdAJ, (421)

24,
gdje su sve vrijednosti izrazene u odnosu na nepoznatu konfiguraciju C,. U skladu s UL
formulacijom, izraz treba izraziti u skladu sa zadnjom izraCunatom konfiguracijom C;. S

obzirom na to da vrijedi:

2, 2dA, = 2t 'dA,, (4.22)
kao i:
j ZTij 62 €ij 2dV= f %SU 61 Eij 1dV, (423)
1y 144

gdje je S;; Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste, a &;; Green-Lagrangeov tenzor

deformacije, izraz (4.19) se sada moze izraziti kao:
f %SU 61 Eij ldV = f %ti 6(ui + ﬁl) ldAo-. (424)
24, 24,

Jednakost (4.24) predstavlja ravnoteznu jednadzbu kona¢nog elementa u konfiguraciji C, gdje
su sve veli¢ine izrazene u odnosu na zadnju izracunatu konfiguraciju C; .

U inkrementalnoj analizi tenzor £S;; mozZe se napisati na sljede¢i nagin:
%SU = lTij + 1Sij = %SU + ISij' (425)
Pritom, prema izrazu (3.10) vrijedi:
61 5ij = 61 eij + 61 T]U + 61 éij' (426)
te povratom izraza (4.25) i (4.26) u izraz (4.24), slijedi:

J %Sl] (51 eij + 51 T]U + 51 él]) 1dV = J %ti (Sui + 5111) 1dAo-, (427)

1y 2Ag

to jest,
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.f 1Sij61 €ij 1dV + f%SU(Yan 1dV + f%SUSI él} 1dV

vy 1y y
(4.28)
- f%tl 6711 1dAO— = f %ti 5ui ldAa— J %51161 €ij 1dA0.
14, 14, 1A,
Uzimaju¢éi u obzir da inkrementalna konstitutivna jednadzba glasi:
15ij = 1Cijrt 1€kt (4.29)
gdje je tenzor elasti¢nih konstanti, te uz pretpostavku:
j 2t 81i; 'dA, = f (it; + 1t;) 61; 'd4, = j t, 81i; 1dA,. (4.30)
14, 1A, 4,
1z izraza (4.28) slijedi:
f 1Cijir 1811 61 &5 'V + f 1861 mi; 1AV + f 15:;6, &;; 1AV
y y y
- J 1t: 61 'dA, (4.31)
14,

Izraz (4.31), zapisan u skladu s UL formulacijom, predstavlja tenzorski oblik inkrementalnih
ravnoteznih jednadzbi kona¢nog elementa pri inkrementalnoj pomaku iz konfiguracije C; u

konfiguraciju C,. S obzirom na nelinearnost izraza (4.31) u inkrementalnom pomaku dobiva se

priblizno rjeSenje uvodenjem sljedeée pretpostavke:

61 Eij = 61 €ij, (432)
Sto daje:
(4.33)

1Sij = 1Cijk1 1€k -

Time iz izraza (4.31) slijedi linearizirana inkrementalna ravnotezna jednadzba konacnog

elementa.
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J. 1Cijkl 1€k1 61 el-j 1dV + f %511617']1] 1dV + .l- %51161 él} 1dV

y 1y 1y

— f 1t 61; 'dA, (4.34)

1Aa 1Aa
Konacno vrijedi:
52W = f 2t; Su; 'dA, = (Su®)T 2fe, (4.35)
1Aa
Siw = f 1Si; 6, €5 'dV = (6u®)T 'fe. (4.36)
y

4.4. Jednadzba kona¢nog elementa

RavnoteZna jednadZba e-tog konacno elementa, za inkrementalni pomak iz konfiguracije C;
u konfiguraciju C, , pri ¢emu su sve veli¢ine definirane u odnosu na konfiguraciju C; u skladu

s UL formulacijom, glasi:
(6u®)T(kE + k&u® = (5u®)T( *f¢ — 'f¢), (4.37)
Sto se moze napisati i u matricnom obliku:
cuf =fe, (4.38)
Pritom vrijedi da je k% tangentna matrica krutosti e-tog kona¢nog elementa:
k% = kg + kg, (4.39)
a f¢ predstavlja vektor inkrementalnog ¢vornog opterecenja:
fe = 2fe — 1fe, (4.40)

Kako bi se dobila jednadzba konstrukcije, prethodne je izraze potrebno transformirati iz
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lokalnog koordinatnog sustava u kojem su svi konacni element definirani, u globalni
koordinatni sustav, Sto daje:

K;U=P, (4.41)
gdje je K tangenta matrica krutosti konstrukcije:
KT = KE + KG’ (442)

a Kg i K; oznacavaju elasticnu i geometrijsku matricu krutosti konstrukcije dobivene
zbrajanjem odgovarajuc¢ih matrica krutosti kona¢nih elemenata transformiranih u globalni

koordinatni sustav:

K, = Z K2, Kg= Z Ke. (4.43)
e e

Vektor U oznacava vektor inkrementalnih pomaka ¢vorova konstrukcije, dok je P vektor
inkrementalnog optere¢enja konstrukcije te predstavlja razliku opterecenja konstrukcije na

kraju 1 pocetku svakog inkrementa:
P= - 'p. (4.44)

Izraz (4.41) opisuje nelinearno ponasanje konstrukcije te je stoga sustav jednadzbi potrebno
rijesiti inkrementalno-iterativnom procedurom koje se odvijaju u nekoliko etapa. U prvoj
prediktor etapi, nakon proracuna krutosti, odreduje se vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka
konstrukcije U iz izraza (4.41). Potom se u korektor fazi korigira geometrija svakog kona¢nog
elementa i odreduje vektor inkrementalnog optereé¢enja f¢ prema izrazu (4.40). U posljednjoj
etapi vrSi se provjera rjeSenja iteracije prema odabranom kriteriju konvergencije. Ako je
postignuta ravnoteza izmedu vanjskih i unutarnjih sila u trenutnoj konfiguraciji C, , slijedi novi
inkrement, dok se u suprotnom slucéaju prediktor i korektor etape ponavljaju dok se ne ostvari

traZzena toCnost.

4.5. Newton-Raphsonova metoda za rjesavanje nelinearnih problema

Problem nelinearnog odziva konstrukcije potrebno je rjeSavati inkrementalnim uvodenjem
opterecenja pri ¢emu veliina inkrementa (koraka) moze varirati ili biti konstanta. Zato se za
rjeSavanje inkrementalnih jednadzbi ravnoteze konstrukcije upotrebljavaju numericke

inkrementalno-iterativne metode poput, arc-length metode, displacement control procedure,
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generalised displacement procedure i sl.

Jedna od najces$ce upotrebljavanih force control iterativno-inkrementalnih procedura jest
Newton-Rapshonova metoda [3]. Inkrement optere¢enja je konstantan, a iterativnim se
postupkom korigira pomak dok se ne postigne ravnotezno stanje koje odgovara trenutnoj razini
opterecenja. Karakteristicno za ovu metodu je racunanje tangente matrice krutosti u svakoj
iteraciji, Sto omogucuje brzu konvergenciju naustrb duljeg trajanja cijelog procesa.

Izraz (39) se za i-ti inkrement i j-tu iteraciju moze napisati na sljede¢i nacin:

K a0 =PO —F) Jzai=1,2,..,mj=12.n (4.45)

dok na pocetku svakog inkrementa vrijedi:

O _ (g0 ® _yi-D gl _ gD
K)oy = Rrdmy s Uy =Uamy » Fo) = Foy ™ (4.46)

Pritom vrijedi da je (KT)S.)_I) tangenta matrica krutosti na pocetku iteracije, AUS-)) vektor
inkrementalnih pomaka konstrukcije za i-ti inkrement u j-toj iteraciji, p® predstavlja vanjsko

opterecenje konstrukcije za i-ti inkrement, a F((;)_l) oznacava vektor unutarnjih sila konstrukcije

dobiven zbrajanjem ¢vornih sila konstrukcije svih konaénih elemenata do posljednje iteracije.

U svakoj iteraciji racuna se vektor neuravnotezenog opterecenja:

@
R (-1)

U-1
a, zatim se iz izraza (43) odreduje vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije za i-ti

®

inkrement i j-tu iteraciju AU, pa je ukupan pomak konstrukcije u i-tom inkrementu:

u® = y® Ag®

) g-n==0) (4.48)

Postupak se ponavlja dok vektor neuravnotezenog opterecenja i vektor inkrementalnih pomaka
nisu dovoljno mali prema zadanom kriteriju kovergencije.
Ukoliko se zeli osigurati ucinkovitost strategije inkrementalnog rjeSenja baziranog na

iterativnoj metodi, potrebno je koristiti realne kriterije za zavrSetak iteracije. Na kraju svake

iteracije provjerava se ako vrijednosti komponenata vektora RY jau® zadovoljavaju kriterij

0)) 0))
konvergencije:

e -

T .
@ 4.49
0 (j)) R (4.49)
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[ud] = {(au®)" aug)

Pritom se kao vrsta kriterija moze rabiti kriterij pomaka ili kriterij neuravnotezenog

opterecenja; u ovom je radu primjenjen kriterij rada neuravnotezenog opterecenja:

(0 R

%)
D\ @
(AUm) R

E»

gdje & predstavlja dopustenu toleranciju u sljede¢im rasponu:

gz =10710,..,107°.

(4.50)

(4.51)

Vazno je napomenuti da kriteriji ne smiju biti previsoki kako se nepotrebno ne bi produljilo

vrijeme trajanja prora¢una
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5. RACUNALNI PROGRAM THINWALL FG

Na temelju numeri¢kog modela baziranog na metodi konaénih elemenata, prikazanog u
prethodnom poglavlju, izraden je rac¢unalni program THINWALL FG (Thinwall Functionally
Graded). U ovom je poglavlju opisan ovaj programa i primjeri na kojima je validirana njegova

to¢nost 1 poudanost.

5.1. Opis programa

Racunalni program THINWALL FG izraden je u programskom paketu Fortran Power
Station te je razvijen za lineariziranu i nelinearnu analizu toplinskog izvijanja FG kompozitnih
grednih nosaca i konstrukcija sastavljeni od zatvorenih i otvorenih tankostjenih profila.
Numericki program THINWALL FG radi u rezimu dvostruke preciznosti. Sastoji se od jednog
glavnog programa te Cetrdesetak potprograma i funkcija. Tijek programa prikazan blok-
dijagramom moze se vidjeti na Sl. 5.1. Program se dijeli na dva osnovna dijela: u prvom dijelu
analizira se trenutni odziv konstrukcije kako bi se odredio deformirani oblik prije pocetka
zagrijavanja, a u drugom dijelu vrsi se analiza odziva konstrukcije pri utjecaju temperature gdje

je uklju¢ena temperaturna inkrementalna integracijska shema.

5.1.1. Opis potprograma

Potprogram INPUT ¢ita ulaznu datoteku u kojoj je definirana geometrija konstrukcije, mreza
konaénih elemenata, rubni uvjeti, vanjsko mehanicko i temperaturno opterecenje, svojstva i
distribucija materijala te kontrolne varijable proracuna.

Potprogram CROSEC_FGM izra¢unava materijalne znacajke FG materijala, komponente
tenzora elasti¢nosti 1 karakteristike poprecnog presjeka. U potprogramu SHAPE definiraju se
interpolacijske funkcije i njihove derivacije u Gaussovim integracijskim tockama na grednom
kona¢nom elementu. U potprogramu TRANMATO fomiraju se transformacijske matrice
konaénih elemenata za konfiguraciju Co, dok se u potprogramu INITIAL formiraju pocetne
vrijednosti pojedinih matrica, vektora i parametara bitnih za daljnji proracun.

U potprogramima THERMO1 i THERMOZ2 definiraju se vrijednost temperature u tockama
poprecnog presjeka za svaku Gaussovu integracijsku tocku, a potom se u potprogramu

THERMO definiraju vrijednosti komponenata sila i momenata nastalih zbog toplinske
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SI. 5.1 Tijek programa THINWALL FG
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dilatacije. Potom potprogram PREFTEMP oblikuje vektor referentnog toplinskog opterecenja,
a potprogram PREF oblikuje vektor referentnog opterec¢enja na temelju ulaznih podataka.

Potpogrami ELMAT i GMAT formiraju elasticne, odnosno geometrijske matrice krutosti
svih konacnih elemenata te ih transfomiraju u globalni koordinatni sustav, a zatim ih
potprogrami EMATKON i GMATKON slazu u elasti¢nu, tj. geometrijsku matricu krutosti
konstrukcije. Ako se provodi linearizirana analiza, potprogram EIVALUE kondenzira elasti¢nu
I geometrijsku matricu konstrukcije, oblikuje problem vlastitih vrijednosti te racuna vlastite
vrijednosti i vlastite vektore.

Potprogram POMACI1 kondenzira tangentu matricu krutosti 1 odreduje vektor
inkrementalnih pomaka ¢vorova konstrukcije, a potom potprogram POMACI odreduje ukupni
vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije kao i vektore inkrementalnih ¢vornih
pomaka konac¢nih elemenata u lokalnom koordinatnom sustavu.

Slijedi korigiranje koordinata ¢vorova konstrukcije i referentnih osi ¢vorova u potprogramu
KOREKCIJA1 te korigiranje geometrije kona¢nih elemenata i formiranje transformacijskih
matrica kona¢nih elemenata za sljedecu iteraciju u potprogramu KOREKCIJA2.

U potprogramu FKONST transfomiraju se vektori ¢vornih sila konacnih elemanata u
globalni koordinatni sustav te se formira vektor unutarnjih sila konstukcije.

Konac¢no, potprogram KONTROLA izracunava vektor neuravnoteZenog opterecenja i
specificni rad neuravnotezenog opterec¢enja prema kojem se odreduje prelazi li program u novu

iteraciju ili novi inkrement.

5.2. Primjeri

U nastavku je prikazana analiza 10 primjera u svrhu testiranja racunalnog programa
THINWALL FG. U prvih Sest primjera provedena je linearizirana analiza toplinskog izvijanja
grednih nosaca za razli¢ite oblike poprec¢nih presjeka, raspodjele materijala i distribucije
temperature po visini stijenke uz nelinearni odziv konstrukcije. Na sedmom primjeru dana je
analiza izvijanja pri linearnoj raspodjeli temperature duz nosaca. Ostali primjeri analiziraju
ponasanje nosaca pri mehanicko-toplinskom opterecenju konstrukcije uzimajuéi u obzir utjecaj
temperature na svojstva materijala.

U navedenim su primjerima koriSteni sljede¢i rubni uvjeti (BC): obostrano ukljestenje (C-

C), zglobno oslonjena greda (S-S) te kombinacija ukljestenje — zglobni oslonac (C-S).

53



Sandra Kvaternik Simonetti: Numericki model za analizu toplinskoga izvijanja FG kompozitnih grednih nosaca

5.2.1.Primjer 1

Tankostjeni zatvoreni FG pravokutni popreéni presjek® dimenzijab = 0,2mih = 0,1 mte
debljine stijenke t = 0,005 m prikazan je na Sl. 5.2. FG materijal Tip 1 i Tip 2 sastoje se od
kerami¢ke komponente Al,05 (E. = 380 GPa,a, = 7,2 - 107° 1/°C) i metalne komponente Al
(Ep, = 70 GPa, a, = 23 - 107 1/°C), a Poissonov je broj konstantan v = 0,3. Pritom kod FG
Tipa 1, materijal se kontinuirano mijenja od keramike na vanjskoj prema metalu na unutarnjoj
stijenci, dok se FG Tip 2 sastoji od kerami¢kog sloja na unutarnjoj stijenci i FG plasta. Ukupna
duljina grednog nosaca iznosi L = 8 m. Gredni nosa¢ se zagrijava uniformno i linearno po

visini stijenke nosaca za razlicite rubne uvjete.

, !

A | |

' S

|

| v ﬁ

I X
= i z} }9’7

l |
Yy |

A
Y

SI. 5.2 Uz primjer 1: Zatvoreni pravokutni poprecni presjek

Kako bi se utvrdila to¢nost numerickog modela, vlastite vrijednosti dobivene su i pomoc¢u
komercijalnih shell i solid rjesavaca. Da bi se simulirala gradacija svojstava FG materijala,
stijenke grednog nosaca podijeljene su u slojeve s razli¢itim, ali konstatntnim, svojstvima
materijala za svaki sloj. Solid model je koriSten za validaciju rezultata dobivenih pri linearnoj
distribuciji temperature po visini stijenke, dok su rezultati shell komercijalnog rjesavaca
koristeni za validaciju rezultata pri jednolikoj raspodjeli temperature. Vrlo je vazno napomenuti
da je metoda dijeljenja stijenke nosaca na slojeve dugotrajna i memorijski zahtjevna, suprotno

pristupu predlozenom u ovom radu. Dodatno, komercijalni rjesavaci uglavnom zahtijevaju

! Dio rada opisanog u ovom odjeljku autorica doktorskog rada i njezini suradnici objavili su u recenziranom
znanstvenom radu [30] koji je izraden i objavljen u sklopu obveza predvidenih nastavnim planom i programom
doktorskoga studija Tehnic¢kog fakulteta Sveugéilista u Rijeci, Hrvatska, stoga se ovaj dio temelji, dijelom izravno
izvodi i citira iz ovog rada.
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konstantna svojstva materijala za svaki sloj, dok numeri¢ki model prikazan u ovom radu
dopusta linearnu gradaciju materijala u svakom sloju.

Kako bi se dobili rezultati usporedivi sa shell i solid modelom, istraZzen je optimalan broj
slojeva za predloZeni model te su izradeni modeli sa 4, 8, 12, 16, 20 i 24 sloja. Provedena je
studija konvergencije za analizu toplinskog izvijanja prikazanog nosaca pri obostranom
ukljeStenju i za eksponent p = 10 zajedno s brojem konaénih elemenata N,. 1z rezultata
prikazanih u Tab. 5.1. moZe se primijetiti da se kriti¢éne temperaturne razlike izvijanja
ravnomjerno smanjuju s vise slojeva. Minimalan broj slojeva koji daju usporedive rezultate za
komercijalne modele je 20. Iako viSe slojeva daje tocnije rezultate, to takoder zahtijeva duze
vrijeme pripreme modela i analize. Stoga je za daljnje prou€avanje usvojeno 20 slojeva. S druge
strane, moze se primijetiti da TW FG numericki model konvergira u manje slojeva. Da bi se

dobile najtocnije usporedbe u sljede¢im primjerima, odabran je model grede s 20 slojeva.

Tab. 5.1 Uz primjer 1: Analiza konvergencije kriticnih temperatura izvijanja s obzirom na broj slojeva

Broj slojeva Solid model Shell model TW FG

AT Ne AT Ne ATy Ne
4 96,53 473 602 91,97 348 69,22 8
8 91,10 947 202 73,52 348 64,52 8
12 81,15 1420 802 68,95 348 63,45 8
16 68,27 1894 402 65,97 348 63,06 8
20 66,89 2 368 002 64,79 348 62,88 8
24 66,01 2 841 602 64,01 348 62,77 8

Tab. 5.2 Uz primjer 1: Analiza konvergencije kriticnih temperatura izvijanja S obzirom na broj konacnih
elemenata

Eksponent p

Ne

0,2 2
2 128,33 81,97
4 127,61 81,51
8 126,72 80,94
16 126,66 80,90
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IzvrSena je takoder studija konvergencije s obzirom na konac¢ni broj elemenata. Analiza je
provedena za eksponente p = 0,2 i p = 2 pri podjeli na 20 slojeva. U Tab. 5.2 prikazana je
promjena kriticne temperature izvijanja pri uniformnom zagrijavanju ako se gredni nosac
podijeli na 2, 4, 8 i 16 konac¢nih elemenata. lako se relativno dobri rezultati postizu i s manjim
brojem konac¢nih elemenata, usvaja se N, = 8. Na Sl. 5.3 prikazan je nelinearni odziv nosaca
za p = 0,2, odnosno na Sl. 5.4 za p = 2 za razliciti broj konac¢nih elemenata pri ¢emu su

rezultati usporedeni sa kriticnom temperaturom dobivenom pomocu shell modela.

140
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110
< 100
o
o
) S Ne — 2
80 o
-==Ne=2§
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Ne=16
L Shell
50
0 0.001 0,002 0.003 0.004 0.005

WL
SI. 5.3 Uz primjer 1: Usporedba nelinearnog odziva za razliciti broj konacnih elemenata, p=0,2
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SI. 5.4 Uz primjer 1: Usporedba nelinearnog odziva za razliciti broj konacnih elemenata, p=2
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U Tab. 5.4 dana je usporedba vrijednosti kritiénih temperatura sa shell modelom pri

uniformnom zagrijavanju za FG Tip 1, odnosno u Tab. 5.5 za FG Tip 2. Za vrijednost

eksponenta p = 0, FG materijal je Cista keramika te kako indeks p raste, FG materijal tezi

prema Cistom metalu. Moze se uociti dobra korelacija izmedu dobivenih temperatura. Kako se

eksponent p povecava, tj, kako udio metala u materijalu raste, tako vrijednost kriticne

temperature pada. U svrhu dodatlne validacije, analiticki je izracunata vrijednost kriti¢ne

temperature za FG Tip 1 kod homogenih materijala, Tab. 5.3.

Tab. 5.3 Uz primjer 1: Analticki dobivene kriticne temperature za homogene materijale, FG Tip 1

BC

Cc-C

S-S

Mod

Eksponent funkcije p

0

166,89

476,38

85,15

243,05

41,72

119,09

1000
52,24
149,13
26,65
76,09
13,06

37,28

Tab. 5.4 Uz primjer 1: Kriticne temperature zatvorenog pravokutnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p
i razlicite rubne uvjete pri uniformnom zagrijavanju, FG Tip 1

BC Mod | Metoda

TWFG
Y
Shell
C-C
TWFG
X
Shell
TWFG
Y
Shell
C-S
TWFG
X
Shell

S-S Y TWFG

Eksponent funkcije p

0
166,81
164,96
476,38
471,94

85,28
83,89
243,52
242,01

41,68

0,2
126,72
124,94
360,24
356,94

64,79
64,20
184,17
183,43

31,67

0,5
106,01
104,29
300,18
297,96

54,19
53,62
153,47
153,18

26,89

1
92,18
90,69

259,91
259,11
47,13
46,65
132,88
133,25

23,03

2
80,94
80,00

223,34
228,56
41,38
40,73
114,18
115,21

20,23

5
69,27
69,78
194,51
199,33
35,42
35,61
99,44
100,59

17,31

10
62,88
64,79
177,15
185,06
32,15
33,36
90,57
93,35

15,71

1000

56,09

60,95
159,29
174,11
28,68

31,36

81,44
87,70

14,02
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Shell

TWFG

Shell

41,58
119,02

118,63

31,57
90,02

90,09

26,39
75,01

75,33

23,01
64,95

65,64

19,91
55,81

56,16

17,79
48,60

49,44

16,29
44,27

45,86

15,48
39,80

42,99

Tab. 5.5 Uz primjer 1: Kriticne temperature zatvorenog pravokutnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p
i razlicite rubne uvjete pri uniformnom zagrijavanju, FG Tip2

BC Mod | Metoda

TWFG
Y
Cc-C Shell
TWFG
X
Shell
TWFG
Y
Shell
C-S
TWFG
X
Shell
TWFG
Y
Shell
S-S
TWFG
X
Shell

Eksponent funkcije p

0
166,81
164,96
476,27
471,94

85,28
83,89
243,49
242,01
41,68
41,59
119,01

118,63

0,2
136,21
134,33
390,09
383,77

69,64
68,39
199,68
193,44
34,04
33,42
97,59

94,28

0,5
120,26
118,38
346,09
338,21

61,48
60,27
176,94
170,47
30,05
29,45
86,48

83,09

1
110,33
108,67
318,86
310,49

56,40
55,33
163,02
156,50
27,57
27,04
79,68

76,28

2
104,22
102,56
302,57
293,04

53,28
52,22
154,69
147,71
26,43
25,52
75,61

71,99

101,34
98,85
295,37
282,42
51,81
50,33
151,01
142,37
25,32
24,60
73,81

69,39

10
101,63
98,11
296,59
280,3
51,96
49,95
151,63
141,30
25,39
24,42
74,11

68,88

1000
103,36
99,39
301,81
283,94
52,84
50,60
154,30
143,14
25,83
24,74
75,42

69,775

U Tab. 5.6 i Tab. 5.7 prikazane su usporedbe kriti¢nih temperatura sa solid modelom pri

linearnom zagrijavanju po visini poprecnog prejseka za Tip 1, odnosno Tip 2. Pritom je na

unutarnjoj strani stijenke poprecenog presjeka visa temperatura. S porastom eksponenta p, rastu

razlike izmedu temperatura Sto je izrazenije u slucaju obostranog ukljestenja za p = 1000. To

je posljedica uporabe slojeva konstantnih materijalnih vrijednosti pri simuliranju numerickog

modela u komercijalnim rjeSavac¢ima te zbog nedovoljnog broja slojeva kod solid modela.
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Tab. 5.6 Uz primjer 1: Kriticne temperature zatvorenog pravokutnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p
i razlicite rubne uvjete pri linearnom zagrijavanju, FG Tip 1

Eksponent funkcije p

BC Metoda
0 0,2 0,5 1 2 5 10 1000
TWFG | 333,59 245,49 211,76 196,68 186,65 164,83 144,12 116,74
“e Solid 337,53 256,00 219,60 204,50 195,33 175,72 156,74 131,72
TWFG | 170,54 125,51 108,26 100,55 95,42 84,27 73,68 59,69
s Solid 172,65 | 131,06 112,37 104,69 99,97 89,91 80,19 67,38
TWFG 83,36 61,34 52,91 49,15 46,64 41,19 36,01 29,17
S-S

Solid 84,52 64,16 55,01 51,60 48,95 44,02 39,26 32,98

Tab. 5.7 Uz primjer 1: Kriticne temperature zatvorenog pravokutnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p
i razlicite rubne uvjete pri linearnom zagrijavanju, FG Tip 2

Eksponent funkcije p
BC Metoda
0 0,2 0,5 1 2 5 10 1000

TWFG 333,59 283,80 247,83 217,91 194,72 180,79 179,70 183,29
Cc-C

Solid 337,53 277,68 240,67 210,28 186,54 171,13 168,54 172,46

TWFG 170,54 145,09 126,70 111,40 99,55 92,43 91,87 93,71
C-S

Solid 172,65 142,05 123,11 107,57 95,44 87,55 86,22 88,23

TWFG 83,36 70,92 61,93 54,45 48,66 45,18 44,90 45,80
S-S

Solid 84,52 69,53 60,27 52,65 46,72 42,86 42,20 43,18

Presjek sastavljen od FG Tip 2 materijala daje viSe kriti¢ne temperature od Tipa 1 za oba
tipa toplinskog opterecenja S obzirom na veci udio keramike u stijenci popre¢nog presjeka te
nizu stopu pada temperatura s porastom indeksa p. Nadalje, za p = 1000, FG Tip 2 model
sastoji se od dva sloja homogenih materijala, keramike i metala, te za oba slucaja toplinskog
opterecenja pokazuje visu kriticnu temperaturu u odnosu na modele s indeksimap =5ip =
10.

Na osnovi rezultata prikazanih u prethodnim tablicama, vidimo da se vrijednosti temperatura
dobivenih TW FG programom dobro poklapaju s rezultatima dobivenima pomocu
komercijalnih rjesavaca. Takoder, mozemo zakljuciti da distribucija materijala ima znacajan

utjecaj na kriti¢ne vrijednosti.
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Kako bi se dodatno demonstrirala stabilnost algoritma, izvedena je i nelinearna analiza
grednog nosaca. Kako bi se iniciralo izvijanje, vrlo mala lateralna sila AF = 100 N aplicirana
je usmjeru osi Y na sredini nosaca u slu¢aju obostranog ukljestenja i zglobno oslonjene grede,
odnosno u slucaju kombiniranog rubnog uvjeta, u toc¢ki 0,7L od ukljeStenja gdje se ocekuju
najve¢i pomaci. Nelinearan odziv grednog nosaca pri uniformnom zagrijavanju za FG Tip 1
prikazan je na Sl. 5.5, odnosno na Sl. 5.6 za Tip 2. Na Sl. 5.7 prikazani su rezultati za Tip 2 pri
linearnom progrijavanju stijenke nosaca.

Prikazani su rezultati za rubne uvjete C-S za indekse p = 0,2 i p = 2. Moze se vidjeti da su
rezultati dobiveni nelinearnom analizom stabilnosti sukladni rezultatima dobivenim linearnom

analizom stabilnosti.

300 p
——CS.p=2
----- C-S,p=102
200
o
<
-
=
100 et
7...,‘..‘.-,:',",',',‘,,-7 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
AT,=64,79°C
AT,=41,38°C
0
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

WL

SI. 5.5 Uz primjer 1: Dijagram temperatura-pomak za FG Tip 1, UTR
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300
200
¢
&
<
100
AT, =53,28°C
0
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012
wL
SI. 5.6 Uz primjer 1: Dijagram temperatura-pomak za FG Tip 2, UTR
400
—CS,p=
300 4 TT--C
9
< 200
oy
< -
AT,.=145,09°C
100 ..............................................................................................................
AT,=99.55°C
0
0 0.002 0,004 0,006 0.008 0,01

WL

SI. 5.7 Uz primjer 1: Dijagram temperatura-pomak za FG Tip 2, LTR
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5.2.2. Primjer 2

Analiziran je tankostjeni gredni nosa¢ trapezoidnog nesimetri¢nog popre¢nog presjeka?
duljine L = 16 m, visine h = 0,2 m, duljine baza a =0,446 m i b = 0,1 m, i debljine
stijenke t = 0,02 m, Sl. 5.8. Poprecni je presjek sastavljen od FG materijala Tip 1 od keramicke
komponente Al,0; (E.= 380 GPa,a, = 7,2-107°1/°C) na vanjskoj stijenci i metalne
komponente Al (E, = 70 GPa, a,, = 23 - 10~ 1/°C) na unutarnjoj stijenci. Poissonov je broj
konstantan i iznosi v = 0,3.

Gredni nosac¢ se uniformno zagrijava za razli¢ite rubne uvjete (BC): obostrano ukljestenje
(C-C), zglobno oslonjena greda (S-S) te kombinacija ukljustenje — zglobni oslonac (C-S).
Kriti¢ne temperature izvijanja prikazane su za FG Tip 1 u Tab. 5.8 i za FG Tip 2 u Tab. 5.9.
Dobivene temperature usporedene su s rezultatima dobivenim pomoc¢u shell modela za razli¢ite
vrijednosti eksponenata p eksponencijalne funkcije promjene FG materijala po debljini stijenke
nosaca. Kao S$to je ocekivano, porastom eksponenta p pada vrijednost kriticne temperature
izvijanja za sve tipove rubnih uvjeta i temperaturnog optere¢enja. Najvise kriticne temperature

izvijanja postizu obostrano ukljeStene grede.

Y

SI. 5.8 Uz primjer 2: Trapezoidni poprecni presjek

2 ibid
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Tab. 5.8 Uz primjer 2: Kriticne temperature trapezoidnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p i razlicite
rubne uvjete, FG Tip 1

Eksponent funkcije p

BC Metoda
0 0,2 0,5 1 2 5 10 1000
TWFG 90,76 69,75 58,94 51,82 45,96 39,42 35,50 30,99
“e Shell 91,48 70,76 59,94 52,97 47,41 41,53 38,22 35,15
TWFG 46,86 36,00 30,41 26,73 23,69 20,32 18,30 15,99
s Shell 46,89 36,27 30,72 27,15 24,30 21,28 19,59 18,01
TW FG 23,04 17,69 14,95 13,13 11,64 9,98 8,99 7,86
> Shell 22,97 17,77 15,05 13,30 11,91 10,43 9,59 8,82

Tab. 5.9 Uz primjer 2: Kriticne temperature trapezoidnog nosaca za razlicite vrijednosti eksponenta p i razlicite
rubne uvjete, FG Tip 2

Eksponent funkcije p

BC Metoda
0 0,2 0,5 1 2 5 10 1000
TWFG 90.76 73.22 63.96 57,95 54,02 51,91 51,89 52,71
“c Shell 91,48 72,92 63,35 57,21 53,07 50,38 49,78 50,35
TWFG 46,86 37,83 33,07 29,98 27,97 26,89 26,88 27,31
s Shell 46,89 37,38 32,47 29,33 27,21 25,83 25,53 25,82
TWFG 23,04 18,61 16,27 14,77 13,78 13,26 13,25 13,46
S-S

Shell 22,97 18,31 15,91 14,37 13,33 12,66 12,51 12,65

U nastavku je prikazan nelinearni odziv zglobno oslonjenog nosaa za vrijednosti
eksponenta p = 0,2 i p = 2, za obje distribucije materijala, SI. 5.9 i SI. 5.10. Nelinearni odzivi
prepoznaju kriti¢nu temperaturu. Prikazan je i torzijsko-fleksijski mod izvijanja trapezoidnog

nosaca dobiven shell modelom za sve rubne uvjete na SI. 5.11.
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80

60

AT (°C)
5

20
! AT,=17,69°C
AT,=11,64°C
0
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
L
SI. 5.9 Uz primjer 2: Dijagram temperatura-pomak, FG Tip 1
80
60
o
<
B2 40
<
20 b
P et ATy, 7 18,617C
ATy=13,78°C
0
0 0.001 0.002 0.003 0.004
L

SI. 5.10 Uz primjer 2: Dijagram temperatura-pomak, FG Tip 2
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a) b) c)

SI. 5.11 Uz primjer 2: Shell model fleksijsko-torzijsko-fleksijskog oblika izvijanja: a) C-C, b) C-S, ¢) S-S

5.2.3. Primjer 3

Na Sl. 5.12 prikazan je L-okvir ukljeSten u presjecima A i B i opterecen jednolikim
zagrijavanjem. U presjeku C sprijeene su translacije u XY ravnini. Segmenti okvira imaju
duljinuL =8 m i H = 2 m te poprecni presjek tankostjenog pravokutnog profila opisanog u

Primjeru 1, ali debljine stijenke t = 0,02 m. Komponente FG materijala su Al, 05 keramika i

Al metal. 3
L
-t g

RSN
il
L i

m
Y
X B
Z \\\
SI. 5.12 Uz primjer 3: L — okvir
% ibid
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U svrhu validacije, pomo¢u MKE shell komercijalnog rjeSavaca, izraCunata kriti¢na
vrijednost temperature za Cistu keramiku je ATy (ar,0,) = 119,4 °C, i za Cisti metal ATy (4 =
37,37 °C. Ako uzmemo u obzir da je za eksponent p = 0, FGM ¢ista keramika, azap = 1000
priblizno ¢isti metal, moZe se uociti dobra korelacija izmedu rezultata, SI. 5.13. Kriti¢ne

temperature za razlicite vrijednosti eksponenta p te FG tipove 11 2, prikazani su na Sl. 5.14

200

9
-
<1 100
AT,=3737°C
0
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
w/H
SI. 5.13 Uz primjer 3: Dijagram temperatura-pomak za homogene materijale, UTR
150
—TWFGFGTip 1
0O Shell FGTIP 1
100 —TWFGFG Tip2
< Shell FGTIP 2
¢
6 o o
<
50
- n
0
0 2 4 6 8 10
Eksponent p

SI. 5.14 Uz primjer 3: Kriticne temperature obzirom na eksponent p
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Kako bi se iniciralo izvijanje, mala perturbacijaska sila AF = 1 kN dodana je u presjeku C
u smjeru osi Z. Nelinearni odzivi konstrukcije za eksponente p = 0,5, p = 1ip = 5 prikazani
su za obje FG distribucije materijala na SlI. 5.15-Sl. 5.17. Najnizi oblik fleksijsko-torzijskog

izvijanja za sve slucajeve dobiven u shell rjeSavacu prikazan je na Sl. 5.18.

160

—TFGTip1
- - -FGTip2 R

140

120

100

80

AT, (°C)

60 AT, =606,75°C
40

20

0 0.005 0.01 0.015 0.02
wJ/H

SI. 5.15 Uz primjer 3: Dijagram temperatura-pomak zap = 0,5, FGTip1i2

120
——TFGTip 1

100 -=-=-FGTip2 —

80

AT, =7148°C
e O s PP PP P PP
AT,=57.99°C

AT, (°C)

40

20

0 0.005 0.01 0.015
w./H

SlI. 5.16 Uz primjer 3: Dijagram temperatura-pomak zap =1, FGTip 1i 2

67



Sandra Kvaternik Simonetti: Numericki model za analizu toplinskoga izvijanja FG kompozitnih grednih nosaca

140 _
—FGTipl
120 ___FGTIP2 -..__,...-
100 pP=95 -
O 80 -7
E ...... e et i T e
=5 60 AT, =065,77°C
40 : AT,.=44,70°C
I
20
!
0 |
0 0,005 0,01 0,015 0.02 0,025

w/H

SI. 5.17 Uz primjer 3: Dijagram temperatura-pomak zap =5, FGTip1i 2

SI. 5.18 Uz primjer 3: Shell model fleksijsko-torzijskog oblika izvijanja L-okvira
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5.2.4. Primjer 4

Na Sl. 5.19 prikazan je gredni nosa¢ punog pravokutnog popre¢nog presjeka. Aksijalni su

pomaci sprijeCeni u krajnjim presjecima nosaca A i B.

y

-
|

A

SI. 5.19 Uz primjer 4: Gredni nosac i puni pravokutni poprecni presjek

Za razlicite rubne uvjete, analizirano je toplinsko izvijanje grede od ¢istog metala sljedec¢ih
svojstava: E,, = 70 GPa, a,, = 23 -107° 1/°C. Zagrijavanje se vrsi uniformno. Rezultati su

usporedeni s rezultatima Kianija i Eslamija [16], SI. 5.20. Prikazane su kriti¢ne temperature za

razli¢ite omjere duljine nosaca L i visine popre¢nog presjeka h.

200
—TWEFGC-C
0 Kiani&Eslami C-C
130 —TWFG S$-C
A Kiani&Eslami S-C
TWFG S-S

¥ Kiani&Eslami S-S

50
*
*
* x N
0 X %
30 40 50 60 70 80 90
L/h

SI. 5.20 Uz primjer 4: Usporedba kriticnih temperatura za razlic¢ite omjere L/h i rubne uvjete

Nadalje, izvrSena je analiza obostrano ukljestene grede FG Tipa 1 za omjer L/h = 40 i
razli¢ite vrijednosti eksponenta p. Komponente FG materijala imaju sljedeca svojstva: za

keramiku E. = 380 GPa,a. =7,4-107%1/°C, K.=104W/m te za metal E, =
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70 GPa, ay, = 23-107° 1/°C, K, = 204 W/m. Pritom se materijal mijenja iz ¢istog metala u
Cistu keramiku u smjeru osi y. Rezultati su usporedeni s vrijednostima dobivenim od autora
Kiani et al. [25]. Na Sl. 5.21 dana je usporedba pri linearnom zagrijavanju stijenke nosaca od
strane keramike prema metalu, a na Sl. 5.22 za nelinearnu raspodjelu temperature po visini
stijenke nosaca. Na osnovi prikazanih dijagrama, vidljivo je da se rezultati dobiveni rjeSavacem
THINWALL FG vrlo dobro poklapaju s vrijednostima spomenutih autora za sva tri tipa

toplinskog opterecenja.

550
LTR
500 C-C
- L/h=40
450
o
<
7 400
3
<4
—TWFG
350
o Kiani et al.
300 - = - . —
250
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Eksponent p

SI. 5.21 Uz primjer 4: Utjecaj eksponenta p na kriticnu temperaturu izvijanja, LTR

550
NLR
500 C-C
L/h=40
450
o
<
2 400
<]
—TWFG
350 .
o Kiani et al.
300 o o - ._. —_
250
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Eksponent p

SI. 5.22 Uz primjer 4: Utjecaj eksponenta p na kriticnu temperaturu izvijanja, NLR
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5.2.5. Primjer 5

U prethodnom je primjeru uz uniformnu i linearnu distribuciju temperature, razmatrana i
nelinearna raspodjela temperature te su pokazana dobra poklapanja s rezultatima iz radova
spomenutih autora. U ovom Ce se primjeru analizirati usporedba linearne i nelinearne raspodjele
temperature kod tankostjenih nosaca za razli¢ite materijale S obzirom na pretpostavku da se za

dovoljno tanku stijenku temperaturna distribucija moze aproksimirati kao linearna.

Y X — -/
\ S
7z N B ”
- - . E —L
100

SI. 5.23 Uz primjer 5: Obostrano ukljestena greda monosimetricnog C-profila

Prikazan je nosa¢ C-profila duljine L = 8 m na Sl. 5.23. Pretpostavlja se FG Tip 1 izraden
od SizsN4/SUS304 materijala sa sljede¢im svojstvima: Eg;,n, = 322,270 GPa, agi,n, = 7,5
107°1/°C, Ks,n, = 10,12W/m te za metal Egys304 = 207,790 GPa, dsys304 = 1,5 -
107> 1/°C, Kgys304 = 12,14 W/m. Pritom je metal s unutarnje, a keramika s vanjske strane

profila.

Tab. 5.10 Uz primjer 5: Validacija rezultata sa shell modelom

BC C-C C-S S-S
14 Distribucija Shell TWFG Shell TWFG Shell TW FG
temperature
UTR 82,86 83,51 42,21 43,87 20,66 21,44
° LTR 165,72 | 165,68 84,64 87,73 41,32 42,88
UTR 58,59 55,87 28,47 30,09 13,92 14,71
. LTR - 118,2 - 62,70 - 30,65
UTR 47,43 49,87 24,17 25,76 11,82 12,59
’ LTR - 101,22 - 52,71 - 25,76
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Radi validacije rezultata prvo je izvrSena usporedba rezultata za nosa¢ s debljinom stijenke
t = 5 mm s onima od shell modela pri uniformnoj raspodjeli za eksponentp = 0,p =1ip =
3 za tri razli¢ita rubna uvjeta, a potom pri linearnoj raspodjeli samo za cistu keramiku ako
temperatura raste s vanjske prema unutarnoj stijenci. S obzirom na to da shell model ne
omogucava analizu FG profila pri linearnoj distribuciji temperature, dana je usporedba samo za
homogeni materijal. Rezultati validacije prikazani su u Tab. 5.10.

S obzirom na dobro poklapanje rezultata, slijedi usporedba kriticnih temperatura pri
linearnoj i nelinearnoj temperaturnoj distribuciji po visini stijenke nosa¢a. Promatrana je
obostrano ukljestena greda debljine stijenke t = 3,415 mm. Linearna raspodjela temperature
definirana je temperaturama na vanjskim povrSinama stijenke nosaca te volumnim udjelom
pojedinog materijala u FG materijalu, dok je nelinearna raspodjela temperature zadana i
karakteristikama materijala, tj, koeficijentom toplinske provodljivosti, u skladu sa izrazima
(3.54) - (3.57). Iz tog je razloga analiza provedena za tri kombinacije materijala uzimajuéi u
obzir razliku u koeficijentu toplinske provodljivosti: SisN4/SUS304, ZrO /Ti-6Al-4V i
Zr0O»/SUS304. Pritom je temperatura s unutarnje strane gdje je ¢isti metal jednaka 0 °C, a na
strani keramike temperatura iznosi 1 °C. Na Sl. 5.24 moze se vidjeti koliko je odstupanje
nelinarne raspodjele temperature po visini stijenke n za zadane FG materijale pri eksponentu
p = 1 obzirom na linearnu raspodjelu. Kako je vrlo mala razlika u koeficijentu toplinske
vodljivosti izmedu metala SUS304 i keramike SisNs4, nelinerana raspodjela je vrlo blizu
linearnoj. Najvece odstupanje vidljivo je kod kombinacije metala SUS304 i keramike ZrO> jer

je 1 razlike u toplinskoj vodljivosti najveca.

T(°C)

—ILTR

- - =NLR Si3N4/SUS304

——NLR ZrO2/Ti-6Al-4V
NLR Zr02/SUS304

0
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25
7 (mm)

SI. 5.24 Uz primjer 5: Usporedba LTR i NLR za razli¢ite materijale po visini stijenke
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U sljede¢im su tablicama dane kriticne temperature izvijanja za razliCite eksponente p
distribucije materijala po visini stijenke. Kod FG materijala SizN4/SUS304 primje¢ujemo pad
temperature s porastom eksponenta p zbog sve manjeg udjela keramike sto se vidi u Tab. 5.11.

Takoder, kriticne vrijednosti izmedu razli€itih distribucija iznose 1,5-3,5%.

Tab. 5.11 Uz primjer 5: Usporedba kriticnih temperatura za materijal SisN4/SUS304

Eksponent p
Debljina | Distribucija
stijenke | temperature 0 0,3 1 3 10 1000
LTR 123,91 | 105,39 88,29 74,91 67,05 63,54
’ NLR 123,91 | 107,49 91,18 77,06 67,99 63,55
LTR 142,37 | 120,88 101,51 86,54 77,49 73,195
* NLR 142,37 | 123,28 104,82 89,02 78,58 73,21
LTR 165,68 | 140,46 118,2 101,22 90,68 85,38
¥ NLR 165,68 | 143,24 122,06 104,11 91,95 85,39

Tab. 5.12 Uz primjer 5: Usporedba kriticnih temperatura za materijal ZrO,/Ti-6Al-4V

Eksponent p
Debljina | Distribucija
stijenke temperature 0 0,3 1 3 10 1000
LTR 50,23 52,03 57,84 72,05 96,54 119,34
’ NLR 50,23 58,49 68,24 83,03 104,1 119,47
LTR 57,72 59,65 66,46 83,18 111,53 137,45
* NLR 57,72 67,05 78,38 95,84 120,26 | 137,59
LTR 67,17 69,27 77,32 97,21 130,43 160,29
¥ NLR 67,17 77,85 91,18 111,99 140,63 160,46

Za FG materijale ZrO./Ti-6Al-4V, Tab. 5.12, i ZrO,/SUS304, Tab. 5.13, porastom
eksponenta p raste temperatura izvijanja s obzirom na to da keramika ZrO. ima manji modul
elasticnosti 1 koeficijente toplinske ekspanzije i provodljivosti u odnosu na prikazane metale.
Razlika u kriti¢nim temperaturama izmedu LTR i NLR distribucije za ZrO2/Ti-6Al-4V iznosi
7,8-18%, dok je za ZrO»/SUS304 razlika 13,4-31,5% bez obzira na debljinu stijenke. Moze se
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zakljuciti da NLR distribucija temperatura ima utjecaj na kriticnu temperaturu izvijanja kod
onih kombinacija materijala gdje je izrazenija razlika izmedu koeficijenata toplinske

vodljivosti.

Tab. 5.13 Uz primjer 5: Usporedba kriticnih temperatura za materijal ZrO,/SUS304

Eksponent p

Debljina | Distribucija
stijenke | temperature 0 0,3 1 3 10 1000
LTR 50,23 52,89 55,68 58,4 60,42 61,51
’ NLR 50,23 62,96 73,12 74,58 68,36 61,61
LTR 57,72 60,84 63,97 66,95 69,26 70,61
* NLR 57,72 72,39 83,97 85,45 78,36 70,72
LTR 67,17 70,87 74,42 77,75 80,43 82,1
¥ NLR 67,16 84,29 97,65 99,24 90,99 82,23

U nastavku je prikazana usporedba nelinearnog odziva pri linearnoj i nelinearnoj raspodjeli
temperature pri p = 1 i t = 5 mm kod materijala SisN4/SUS304 na Sl. 5.25, i ZrO,/SUS304
na Sl. 5.26. Graficki se prikazom moze zornije predociti koliko je velika razlika izmedu linearne

1 nelinearne distribucije temperature za razlicite kombinacije matrijala.

200
150
%)

g AT, =120,06°C
B besesssae T NN
E__‘ ................................................................................................................
< AT, =118,20°C

100
Si;N,/SUS304

50

0 5 10 15

1/L

Sl. 5.25 Uz primjer 5: Usporedba LTR i NLR, SisN4/SUS304
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SI. 5.26 Uz primjer 5: Usporedba LTR i NLR, ZrO,/SUS304

Takoder je dan prikaz odziva grede pri nelinearnoj distribuciji za ZrO2/Ti-6Al-4V za

razli¢ite eksponente p i debljinu stijenke od t = 3 mm na Sl. 5.27.
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SI. 5.27 Uz primjer 5: Nelinearni odziv grede za ralicite eksponente p, NLR
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5.2.6. Primjer 6

Analiziran je gredni nosac duljine L = 4 m nesimetricnog popre¢nog presjeka prikazan na

Sl. 5.28.
25
_P :1_
A
»l)as
y
x S

SlI. 5.28 Uz primjer 6: Nesimetrican C-profil

Promatrana su dva slu¢aja rubnih uvjeta: obostrano ukljestenje i zglobno oslonjena greda te

tri FG tipa C-profila. U Tab. 5.14. dani su omjeri omjeri pojedinih slojeva za obje flande i struk

za svaki navedeni FG Tip. Komponente FG materijala su Al,05 (E. = 346,015 GPa, a. =
6,86-107°1/°C) i SUS304 (E,, = 207,788 GPa, a,, = 1,53 - 107° 1/°C). FG Tipa 2 sastoji

se od keramickog sloja i FG plasta, FG Tip 3 od keramicke jezgre i FG plasteva, a FG tip 4 od

sloja Ciste keramike na unutarnjoj stijenci i sloja ¢istog metala na vanjskoj stijenci i FG jezgre

koja varira od jednog do drugog materijala.

Tab. 5.14 Uz primjer 6: Sheme materijalne distribucije C-profila

Slucaj Donja flanda Struk Gornja flanda
c1 FGTip21:2 FGTip21:2 FGTip21:2
C2 FGTip31:1:1 FGTip31:1:1 FGTip31:1:1
c3 FGTip41:2:1 FGTip41:2:1 FGTip41:2:1

Materijal se smatra nesavrSenim pri cemu je materijalna nesavrSenost opisana kroz poroznost

nastala u procesu proizvodnje. Na Sl. 5.29. prikazan je porozni FG materijal. Razmotrimo

nesavrSeni FG materijal s volumnim udjelom poroznosti, pri ¢emu je poroznost p (p < 1)

ravnomjerno rasporedena izmedu metala i keramike, slijedi da je modificiran izraz za rule of

76



Sandra Kvaternik Simonetti: Numericki model za analizu toplinskoga izvijanja FG kompozitnih grednih nosaca

mixture, [84,89]:

P = ZP]- (v, —g), (5.1)

j=1
gdje je p (p < 1) koeficijent poroznosti. Svojstva nesavrSenog FG materijala mogu se izraziti

kao:

P(n,T) = [F,(T) = Pi(D)] - Ve () + Pi(T) = [F,(T) + Pi(T)] (5.2)

N[

n

poroznost

SI. 5.29 Nesavrseni porozni FG materijal

U ovom primjeru prikazat ¢e se utjecaj koeficijenta poroznosti p na kritinu temperaturu
izvijanja uzimajuci u obzir eksponent p, FG tip te rubne uvjete. Distribucija temperature po
visini stijenke je uniformna. Usporedba je dana sa shell modelom. U nastavku su prikazani
dobiveni rezultati za savrSeni materijal p = 0 u Tab. 5.15, te materijale s nesavrSenostima p =

0,1uTab.5.16,ip = 0,2u Tab.5.17.

Tab. 5.15 Uz primjer 6: Kriticha temperatura izvijanja grednog nosaca bez nesavrsenosti (p = 0)

C1 Cc2 C3

Cc-C S-S C-C S-S C-C S-S

p | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG

0 | 5506 | 5431 |1396 | 14,13 | 55,06 | 54,31 | 1396 @ 14,13 | 4525 | 44,83 | 11,69 | 1154

0,2 | 4755 | 48,39 | 1225 | 12,43 | 47,22 | 48,39 | 12,18 | 12,44 | 41,20 | 40,99 | 10,64 | 10,55

05 | 4342 | 4384 11,19 | 11,27 | 42,88 | 44,13 | 11,08 | 11,35 | 38,59 | 38,23 9,96

9,83
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1 |4001 4018 | 10,34 | 10,33 | 39,38 | 40,61 | 10,19 | 10,46 | 36,42 35,92 9,38 9,23
2 | 3733 | 37,16 | 9,62 955 | 3644 | 3762 | 945 9,69 34,53 33,9 8,88 8,70

5 | 349 3458 | 8,98 8,88 33,92 | 3505 | 879 9,04 32,86 | 32,07 8,44 8,22

Tab. 5.16 Uz primjer 6: Kriticna temperatura izvijanja grednog nosaca sa nesavrsenostima (p = 0,1)

C1 C2 C3

C-C S-S C-C S-S C-C S-S
p | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG
0 |5506| 5431 | 1396 | 14,13 | 55,06 | 54,31 | 13,96 14,13 | 4525 4483 | 1169 1154
0,2 | 52,30 | 53,26 | 13,47 | 13,68 | 51,68 | 53,35 | 13,34 | 13,72 | 43,60 | 43,61 | 1124 | 11,21
05 | 47,47 | 4788 1223 | 12,31 | 46,62 | 48,31 | 12,06 | 12,44 | 40,75 | 40,55 | 10,49 | 10,42
1 | 4366 43,65 | 11,26 | 11,23 | 4260 4423 | 11,05 11,41 | 38,39 | 38,18 9,88 9,76
2 | 4052 | 40,20 | 10,44 | 10,34 | 39,28 40,82 | 10,21 | 10,54 | 36,36 | 35,83 9,34 9,19

5 37,79 | 37,29 9,72 9,58 36,46 | 37,91 9,48 9,79 34,58 | 33,84 8,87 8,67

Tab. 5.17 Uz primjer 6: Kriticha temperatura izvijanja grednog nosaca sa nesavrSenostima (p = 0,2)

C1 Cc2 C3

C-C S-S C-C S-S C-C S-S
p | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG | Shell | TWFG
0 | 5506 | 54,31 | 1396 14,13 | 5506 | 54,31 | 13,96 | 14,13 | 4525 | 44,83 | 11,69 1154
0,2 57,64 | 58,77 | 1484 | 151 56,63 | 59,01 | 1464 | 1519 | 4596 | 46,24 | 11,83 | 11,88
0,5 | 5165 | 5241 | 13,39 | 13,48 | 50,70 | 53,01 | 13,15 13,67 | 4285 42,86 | 11,02 11,00
1 | 4558 | 4751 | 12,27 | 12,22 | 46,10 | 48,26 | 11,99 | 1246 | 40,32 | 40,11 | 10,36 | 10,28
2 | 44,02 | 4356 | 11,35 | 11,20 | 42,34 | 4436 | 11,04 11,47 | 38,16 37,74 9,79 9,67

5 140,98 | 40,27 | 1055 | 10,35 | 39,18 | 41,07 | 10,22 @ 10,63 | 36,27 35,6 9,29 9,11

Moze se uociti da se vrijednosti temperatura jako dobro slazu te da nema velikih razlika
izmedu FG tipa 1 i 2 s obzirom na malu debljinu stijenke i prevladavanje keramicke jezgre u
stijenkama. Osjetna razlika vidljiva je za FG Tip 3 gdje zbog postojanja sloja ¢istog metala

opada otpornost na toplinsko izvijanje sto se moze vidjeti na Sl. 5.30.
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Graficka usporedba utjecaja koeficijenta poroznosti na temperaturu izvijanja pri uniformnoj
raspodjeli temperature prikazana je na Sl. 5.31. Uoceno je da vrijednost kriti¢ne temperature

raste s porastom koeficijenta poroznosti.

60

——FGTip 1
- - -FGTip2

Lh
L

AT (°C)

40

Eksponent p

SI. 5.30 Uz primjer 6: Usporedba kriticnih temperature s obzirom na FG distribuciju, p=0,2

30
0 1 2 3 4 5

Eksponent p

SI. 5.31 Uz primjer 6: Usporedba kriticnih temperatura s obzirom na koefijent poroznosti, FG Tip 1

Izvrsena je i nelinearna analiza izvijanja za porozne materijale te je dana usporedba s

temperaturno ovisnim materijalnim svojstvima. U nastavku su prikazani rezultati za obostrano
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ukljestenu gredu profila C2 i C3 za eksponent p = 0.2 i koeficijent poroznosti p = 0.1 na Sl.
5.32, odnosno za p = 2 i koeficijent poroznosti p = 0.2 na Sl. 5.33. Kako je o¢ekivano, TD
materijali postizu nizu tempearaturu izvijanja, no kako se radi o nizim temperaturama, ovisnost

svojstava o temperaturi nema znacajan utjecaj na proces izvijanja.

S I — s 6 1) p=0,2
=0,1
---C2TD p
80
— 60
o —
e AT, =51.68°C
< a0 AT, = 43.60°C
20
0
0 0,002 0,004 0.006 0,008 0,01
/L
SI. 5.32 Uz primjer 6: Dijagram temperatura-pomak za C2i C3,p =0,1
1 —C2TID p=2
p=0,2
-=-=C2TD
60 D C3 TID
C3TD
O —— T ATy =42,34°C
R L oSO
> AT, =38.16°C
20
0
0 0.002 0.004 0.006 0,008 0.01
/L

Sl. 5.33 Uz primjer 6: Dijagram temperatura-pomak za C2i C3,p = 0,2
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5.2.7. Primjer 7

U ovom je primjeru izvrSena analiza grednog nosaca s I-profilom poprecnog presjeka.
Duljina grede iznosi L = 6 m. Promatrano je toplinsko izvijanje kada se nosa¢ zagrijava
uzduzno, tj po pravcu aksijalne osi Z nosaca pri ¢emu je na jednoj strani nosaca temperatura

konstantna, a na drugoj raste (v. Sl. 3.6.).

% A3
—p 15
yL
X o
o
o
100

SI. 5.34 Uz primjer 7: Simetrican I-profil

Razmatrana su tri razli¢ita rubna uvjeta (C-C, C-S, S-S) i dva FG tipa I-profila prikazanih u
Tab. 5.18. FG Tip 2 sastoji se od kerami¢kog pojasa i FG plasta, dok se FG Tipa 3 sastoji od
keramicke jezgre i FG plasteva sa svake strane. IzvrSena je usporedba za ZrO,/SUS304 i

ZrO/Ti-6Al-4V kombinacije materijala sa sljede¢im svojstvima:

e Ezo, = 168,063 GPa, az,o, = 1,86- 1075 1/°C,
L ESUS3O4 = 207,788 GPa, Asys3o0a = 1,53 - 10_5 1/0C,
L ETi—6Al—4V = 105,698 GPa, CZTL-_6A1_4V = 6,94 ' 10_6 1/°C.

Tab. 5.18 Uz primjer 7: Sheme materijalne distribucije I-profila

Slucaj Donja flanda Struk Gornja flanda
" FG Tip 33:4:3 FG Tip 33:4:3 FG Tip 33:4:3
12 FG Tip23:7 FG Tip 33:4:3 FG Tip23:7

U nastavku su prikazani dobiveni rezultati usporedeni sa shell modelom, za profil 11 u Tab.
5.19 te za profil 12 u Tab. 5.20. Profil 11 postize vise temperature izvijanja za obje kombinacije
materijala u odnosu na profil 12. Moze se primijetiti da, bez obzira na FG tip materijala, te s
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obzirom na istu keramiCku komponentu, materijal s metalom Ti-6Al-4V postize vise
temperature izvijanja. Dakle, kombinacija materijala i na¢in distribucije materijala po visini

stijenke ima utjecaj na toplinsko izvijanje.

Tab. 5.19 Uz primjer 7: Kriticna temperatura izvijanja, 11

BC Cc-C C-S S-S
p Materijal Shell TWFG Shell TWFG Shell TWFG
Zr0,/SUS304 49,03 49,28 25,05 25,17 12,15 12,30
° ZrO,/Ti-6Al-4V | 49,03 49,28 25,05 25,17 12,15 12,30
Zr0,/SUS304 51,15 51,24 26,13 26,18 12,67 12,79
o0 ZrO,/Ti-6Al-4V | 55,59 55,43 28,39 28,31 13,77 13,84
Zr0,/SUS304 52,19 52,27 26,66 26,70 12,93 13,29
. ZrOy/Ti-6Al-4V | 58,86 58,89 30,07 29,93 14,59 14,63
Zr0,/SUS304 54,48 54,4 27,79 27,83 13,48 13,59
° ZrOy/Ti-6Al-4V | 66,57 66,02 34,01 33,73 16,50 16,48
Zr0,/SUS304 54,91 54,98 28,05 28,09 13,60 13,72
10

ZrO,/Ti-6Al-4V | 68,61 67,94 35,05 34,71 17,01 16,96

Tab. 5.20 Uz primjer 7: Kriticna temperatura izvijanja, 12

BC c-C C-S S-S

p Materijal Shell TWFG Shell TWFG Shell TWFG
Zr0,/SUS304 49,03 49,28 25,05 25,17 12,15 12,30
° ZrO./Ti-6Al-4V | 49,03 49,28 25,05 25,17 12,15 12,30
Zr0,/SUS304 50,01 50,17 25,55 25,63 12,39 12,52
o ZrO,/Ti-6Al-4V | 54,82 54,71 28,01 27,95 13,58 13,66
Zr0,/SUS304 50,51 50,66 25,8 25,89 12,51 12,65

1

ZrO,/Ti-6Al-4V | 57,58 57,4 29,14 29,32 14,26 14,33

5 Zr0O,/SUS304 51,60 51,76 26,36 26,44 12,78 12,92
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ZrO/Ti-6Al-4V | 63,63 63,29 32,5 32,33 15,74 15,8

Zr0,/SUS304 51,86 52,01 26,49 26,57 12,85 12,98
10
ZrO/Ti-6Al-4V | 65,12 64,72 33,26 33,06 16,11 16,16

Nadalje, razmatran je nelinearan odziv nosaca pri zagrijavanju po njegovoj dulijni. Najprije
je dana usporedba izvijanja profila 11 i 12 za eksponent p = 5, materijal ZrO2/SUS304 i
obostrano ukljestenje na Sl. 5.35. Kao $to je vidljivo u prethodnim tablicama, I1 profil postize
viSe temperature izvijanja iako su razlike male. S porastom eksponenta razlike izmedu profila
rastu.

Slijedi usporedba odziva profila 12 za oba FG materijala i eksponent p = 10, ukljestenje-
zglob na Sl. 5.36. Materijal koji sadrzi metal SUS304 postize nize temperature izvijanja. U oba

dijagrama vidljivo je dobro slaganje krivulje nelinearnog odziva i kriti¢ne vrijednosti.

100

AT, (°C)
3

0 0,005 0,01 0,015
1u/L

Sl. 5.35 Uz primjer 7: Dijagram temperatura-pomak za razlicite I-profile, ZrO,/SUS304

Ako uzmemo u obzir utjecaj temperature na materijalna svojstva, na sljede¢em je dijagramu
vidljivo malo odstupanje i manja otpornost nosaca na izvijanja. Na Sl. 5.37. prikazani su
rezultati za FG materijal ZrO./Ti-6Al-4V i eksponent p = 10 te za rubni uvjet C-S. S obzirom
na to da se radi o niskim temperaturama, utjecaj je temperature na materijalna svojstva

zanemarivno mali.
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SlI. 5.36 Uz primjer 7: Dijagram temperatura-pomak za razlicite materijale, 12 profil
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SI. 5.37 Uz primjer 7: Usporedba TD i TID materijala pri izvijanju
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5.2.8. Primjer 8

Obostrano ukljesetena greda duljine L = 6 m opterecena je tlaénom aksijalnom silom F u
presjeku B te se uniformno zagrijava, Sl. 5.38a. Peturbacijska sila AF djeluje na sredini nosaca
radi iniciranja izvijanja. Promatrano je torzijsko-fleksijsko izvijanje monosimetri¢nog I-profila,
Sl. 5.38b, fleksijsko izvijanje istog I-profila, SI. 5.38c, te fleksijsko-torzijsko izvijanje
nesimetricnog C-profila, SI. 5.38d. Distribucija materijala po debljini stijenke nosaca
modelirana je u obliku FG Tipa 3 koji se sastoji od metalne jezgre u sredini i FG plasta koji
varira od Cistog metala prema cistoj keramici na vanjskim stijenkama. Komponente FG

materijala su ¢elik SUS304 i keramika Al>Os3, a njihova svojstva prikazana su u Tab. 2.1 - Tab.

23.
F 25 y=Y
AF 25
1+ =
L wa— A —
AT ’ -x - s
X= [
~ AF 7 = 7xEX AF =
! > A é%
—-S —las
A L/ E I 7 Y-
N 50 50 \
a) b) c) d)

SI. 5.38 Uz primjer 8: @) Tlacno opterecen stup ukljesten na oba kraja,; b) torzijsko-fleksijsko izvijanje mono-
simetricnog I-profila (Slucaj 11); ¢) fleksijsko izvijanje monosimetricnog I-profila (Slucaj 12); d) torzijsko
fleksijsko izvijanje nesimetricnog C-profila (Slucaj C)

Tab. 5.21 Uz primjer 8: Kriti¢ne sile izvijanja

Kriti¢na sila izvijanja (N), Fkr

Tip
Slucaj p=0 p=1 p=5
izvijanja
TWFG Analaticki TWFG Analaticki TWFG Analaticki

" Torzijsko- 13323 13286 15547 15523 16993 16979
fleksijsko

. 299048 298576 347625 347076 379717 379397
12 Fleksijsko

C Torzijsko- 30711 30677 35863 35820 39192 39177
fleksijsko
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U prvom je koraku odredena kriti¢na sila izvijanja za sva tri slucaja, Tab. 5.21. Potom je u
analizi nelinearnog odziva grede pri uniformnom zagrijavanju greda optere¢ena tlacnom silom
F koja iznosi 70-90% kriti¢ne sile izvijanja. Nelinearni odzivi su verificirani analiti¢kim
izraunom kriti¢ne temperature izvijanja.

Postupak odredivanja temperature izvijanja zapocinje izraCunom Sile izvijanja za Ccisto

fleksijsko i ¢isto torzijsko izvijanje:

T?R,, A 2Ry,
an = nZ l2 ) Fny = nZ lz , Fn(P = I_<4R55 + TLZ lZ > (53)
ps

Pritom vrijedi R;; = R;;(T), a L5 je polarni moment inercije popre¢noga presjeka:
Lys = I, + I, + (x5 + y)A. (5.4)

Potom se iz kubne jednadzbe dobiju tri rjesenja za kriti¢nu silu izvijanja:

F2[(F — Eyy) x2 + (F — F) ¥2] — I%S (F— Fyy)(F — Fy)(F— E,,) = 0. (5.5)

Treba napomenuti da ¢e za monosimetri¢ni I-profil dva rjeSenja biti torzijsko-fleksijskoga
oblika izvijanja, dok ¢e jedan biti Cisti fleksijski oblik ¢ija se vrijednost sile izvijanja moze
dobiti iz izraza (5.3). Za asimetri¢ni C-profil sva tri rjesenja su torzijsko-fleksijskoga oblika. U
Tab. 5.21 za slucaj I1 i C uzeta je prva vrijednost iz izraza (5.5) koji odgovara torzijsko-
fleksijskom obliku, dok je za slu¢aj 12 uzeta je druga vrijednost iz istog izraza koja odgovara
fleksijskom obliku izvijanja.

Kako krutosti R;; ovise o temperaturi, da bi se dobila analiticka vrijednost sile izvijanja za
odredenu temperaturu, prvo se odrede krutosti za promatranu temperaturu, a potom se pomoc¢u
izraza (5.3) i/ili (5.5) dobiju vrijednosti sila izvijanja za promatranu temperarturu. Taj se
postupak provodi za razli¢ite temperature te su rezultati prikazani na Sl. 5.39. Na osi ordinata
dan je omjer sile izvijanja pri odredenoj temperaturi i kriti¢ne sile izvijanja Fy, za svaki
promatrani slucaj iz Tab. 5.21.

U nastavku su prikazani rezultati za torzijsko-fleksijsko izvijanje I-profila za sve tri
vrijednosti eksponenta p, SI. 5.40 - Sl. 5.42. Moze se uociti relativno dobro poklapanje
analiti¢ki proraCunate kriti¢ne temperature izvijanja i krivulje nelinearnog odziva. Kao §to je i
oc¢ekivano, s porastom eksponenta p raste i kritiéna temperature izvijanja S obzirom na porast

volumnog udjela keramike u stijenci poprecnog presjeka.
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SI. 5.39 Uz primjer 8: Promjena sile izvijanja obzirom na tempearaturu za promatrane slucajeve i materijale
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SI. 5.40 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje I-profilazap = 0
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SI. 5.41 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje I-profilazap = 1
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SlI. 5.42 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje I-profilazap = 5

Na Sl. 5.43 - Sl. 5.45 prikazan je nelinearan odziv fleksijkog izvijanja I profila (Slucaj 12),
ana Sl. 5.46 - Sl. 5.48 nelinearan odziv torzijsko-fleksijskog izvijanja nesimetri¢nog C-profila
(Slucaj C). Potrebno je naglasiti da se kod slucaja 12 pretpostavlja Cisto fleksijsko izvijanje u

ravnini XZ te da je pojava ostalih oblika izvijanja sprijecena.
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Sl. 5.43 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, fleksijsko izvijanje I-profilazap = 0
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Sl. 5.44 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, fleksijsko izvijanje I-profilazap = 1
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SlI. 5.45 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, fleksijsko izvijanje I-profilazap = 5
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SI. 5.46 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje C-profilazap = 0
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SI. 5.47 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje C-profilazap = 1
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SI. 5.48 Uz primjer 8: Dijagram temperatura-pomak, torzijsko-fleksijsko izvijanje C-profilazap = 5

Moguce je primjetiti da su za zadane primjere dobivene jednake kriticne temperature
izvijanja za isti udio odgovarajuée kriti¢ne sile (torzijsko fleksijske kriti¢ne sile za Slucaj 11,

fleksijske kriti¢ne sile za Slucaj 12 te torzijsko-fleksijske kriticne sile za Slucaj C).
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5.2.9. Primjer 9

Na Sl. 5.49a je prikazan L-okvir ukljesten u presjeku A i opterecen aksijalnom silom u

presjeku C. Spoj u presjeku B smatra se idealno krutim. Oba segmenta okvira imaju duljinu

L = 2 m i popreéni presjek C-profila tako da struk profila lezi u ravnini okvira, Sl. 5.49b. Struk

i pojasevi profila izradeni su od FG materijala SUS304 i SizNa4. Flande i struk C-profila su FG

tipa 5 s metalnim slojem na vanjskoj stijenci i FG plasta koji varira od ¢istog metala prema

Cistoj keramici na unutarnjoj stijenci.

L
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7 AF
C '/4v_
A
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100

SI. 5.49 Uz primjer 9: a) L-okvir; b) monosimetrican C-profil

Promatrana su tri slucaja distribucije materijala za eksponent p = 0, p = 0,2 i p = 0,5 pri

uniformnoj distribuciji temperature. Analizirana je stabilnost okvira za pozitivan smjer sile F,

S§to odgovara prvom obliku izvijanja i negativan smjer sile F, sto odgovara drugom obliku

izvijanja.

Tab. 5.22 Uz primjer 9: Kriticne sile izvijanja L-okvira

Eksponent p Oblik izvijanja | Thinwall FG Shell model
Prvi 330,52 318,74
p=0 Drugi 23 026,60 21723,98
Prvi 356,95 358,78
p=02 Drugi 24 504,00 23 548,65
Prvi 377,39 371,13
p=05 Drugi 25 797,20 24.808,13
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Vrijednosti kritiénih sila izvijanja usporedene su sa shell modelom i prikazane u Tab. 5.22.
Na Sl. 5.50 prikazan je nelinearni odziv okvira pri djelovanju sile u pozitivnom smjeru F(+) za
sva tri promatrana eksponenta. Shell model izvijanja pri djelovanju sile F u oba smjera prikazan
jenaSl. 5.51.
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SI. 5.50 Uz primjer 9: Dijagram sila-pomak za razlicite eksponente p: a) kriticna faza; b) postkriticna faza
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Nelinearni odziv okvira pri pozitivnom smjeru sile F i jednolikom zagrijavanju prikazan je
na Sl. 5.52 za homogeni ¢elik SUS304 za tri razine kriti¢ne sile F. Da bi se iniciralo izvijanje
okvira, dodana je mala sila AF u presjeku C u smjeru osi Z. Kao i u proslom primjeru, pri nizZoj
sili potrebna je visa temperatura izvijanja. Smatra se da svojstva materijala variraju ovisno o

temperaturi prema izrazu (2.8).

a) b)
SI. 5.51 Uz primjer 9: Shell model izvijanja L-okvira pri: a) F (+), b) F(-)

Prikazan je i nelinearni odziv okvira za FG materijale za eksponente p = 0,2 na SlI. 5.53 i
p = 0,5naSl. 5.54. S obzirom na udio keramike u profilu okvira, uz vise kriti¢ne sile izvijanja,
postiZe se 1 visa kriti€na temperatura izvijanja $to je eksponent p veci.

Provedena je analiza stabilnosti L-okvira pri djelovanju sile u pozitivnom smjeru ako je
zagrijavanje linearno po visini stijenke profila. Pritom se zagrijavanje vrsi po vanjskoj stijenci
C-profila, uz metalni sloj. Ako usporedimo dijagrame za eksponent p = 0,2 na SI. 5.55,i p =
0,5 na Sl. 5.56, primje¢ujemo vise kriticne temperature izvijanja nego kod uniformnog

zagrijavanja.
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SI. 5.52 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (+) zap = 0, UTR
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SlI. 5.53 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (+) zap = 0,2, UTR
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SlI. 5.54 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (+) zap = 0,5, UTR
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SI. 5.55 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (+) za p = 0,2, LTR
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SI. 5.56 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (+) za p = 0,5, LTR
Za iste distribucije materijale provedena je analiza stabilnosti okvira ako je isti opterecen
silom F u negativhom smijeru pri uniformnom zagrijavanju. Buduci da se radi u drugom obliku
izvijanja 1 da je pritom okvir kruéi, pri jednolikom zagrijavanju postizu se viSe kriticne
temperature izvijanja u odnosu na pozitivan smjer sile F. Na Sl. 5.57-Sl. 5.59 prikazani su

nelinearni odzivi nosaca za razliite eksponente p.
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SlI. 5.57 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (-) zap = 0, UTR
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SlI. 5.58 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (-) zap = 0,2, UTR
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SlI. 5.59 Uz primjer 9: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F (-) zap = 0,5, UTR

98



Sandra Kvaternik Simonetti: Numericki model za analizu toplinskoga izvijanja FG kompozitnih grednih nosaca

5.2.10. Primjer 10

Na Sl. 5.60 prikazan je troetazni prostorni okvir opterecen vertikalnim silama istog inteziteta
F. Okvir je izraden od I-profila. Visina stupova okviraiznosi H = 10 m, aduljina horizontalnih
greda iznosi L = 10 m. Osim u osloncima, vitperenje je sprijeceno i u ostalim spojevima od E
do P. Struk i pojasevi profila izradeni su od FG materijala SUS304 i Al2O3 u obliku FG tipa 3
s metalnom jezgrom u sredini i FG plasteva koji variraju od ¢istog metala prema Cistoj keramici

na vanjskoj stijenci. Promatrana su tri slu¢aja distribucije materijala za eksponent p = 0, p =

0,3ip =3.
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SlI. 5.60 Uz primjer 10: Prostorni okvir opterecen vertikalnim silama inteziteta F

Gubitak stabilne deformacijske forme okvira kada vertikalne sile F dosegnu kriti¢nu
vrijednost manifestira se u twist-sway obliku, kod kojeg se gornje etaze pomicu po pravcu osi
X uz rotaciju oko osi Y, i sway obliku, gdje se gornje etaze pomicu u smjeru 0si X bez rotacije

oko osi Y. Pritom, za iniciranje twist-sway oblika gubitka stabilnosti, u presjecima E, 1 i M
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pridodane su horizontalne sile u smjeru osi X, a u presjecima F, J i N horizontalne sile u
negativnom smjeru osi Z inteziteta AF = 0,001F. Za iniciranje sway oblika, u presjecima E, H,
I, L, M i P priodane su horizontalne sile u smjeru osi X inteziteta AF = 0,001F. Usporedba

rezultata sa shell modelom dana je u Tab. 5.23, na Sl. 5.61 prikazani su shell oblici izvijanja.

Tab. 5.23 Uz primjer 10: Kriticne sile izvijanja prostornoga okvira

Eksponent p Oblik izvijanja Thinwall FG Shell model

Twist-sway 6075,67 6148,38

p=0 Sway 8727,68 8338.96

Twist-sway 6557,62 6666,67

P03 Sway 9419,38 9579,07

Twist-sway 7555,59 7704,73

p=3 Sway 10852,40 11073,03

Y
X
V4
a) b)

SI. 5.61 Uz primjer 10: a) twist-sway oblik izvijanja; b) sway oblik izvijanja
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Izvr$ena je nelinearna analiza stabilnosti okvira za oba oblika izvijanja. Na Sl. 5.62 prikazan
je nelinearni odziv kod prvog oblika izvijanja gdje je promatran pomak tocke E po pravcu osi
X, a na Sl. 5.63 prikazan je drugi oblik izvijanja kod kojeg je promatran pomak tocke H po

pravcu osi X. Obje analize izvrSene su za sva tri eksponenta p.
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SI. 5.62 Uz primjer 10: Nelinearni odziv twist-sway oblika izvijanja
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SI. 5.63 Uz primjer 10: Nelinearni odziv sway oblika izvijanja
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Promatran je nelinearni odziv okvira ako se stupovi uniformno zagrijavaju. Pritom se
pretpostavlja da se materijalna svojstva mijenjaju s temperaturom. S obzirom na to da je u
prethodnim primjerima pokazano da se za iste udjele kriti€ne sile postize ista kritina
temperatura, sljedeci su rezultati prikazani samo za drugi oblik izvijanja troetaznog okvira. Na
Sl. 5.64 prikazani su pomaci to¢ke H po pravcu osi X s obzirom na temperaturu za tri razine
kritiéne sile izvijanja i eksponent p = 0 (homogeni metal). Sto je sila koja djeluje na okvir niZa,

to je kriticna temperatura izvijanja visa.
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SI. 5.64 Uz primjer 10: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F za p = 0, UTR

Zatim je izvrSena analiza odziva okvira za eksponent p = 0,3 pri sili od 80% F,,., te za
eksponent p = 3 pri sili od 70% F,,.. Dana je i usporedba s poroznim materijalom ako je
koeficijent poroznosti p = 0,1. S porastom eksponenta p raste udio keramike u kompozitnom
materijalu pa se postizu i viSe kriti¢ne temperature izvijanja kod eksponent p = 3. Kao §to je
oc¢ekivano, porozni materijali slabije provode toplinu te su vrijednost kriticne temperature vise
nego kod savrSenih materijala. Usporedba nelinearnog odziva savrSenog i poroznog materijala

prikazana je na Sl. 5.65 za eksponent p = 0,3, odnosno na Sl. 5.66 za eksponent p = 3.
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Sl. 5.66 Uz primjer 10: Usporedba savrsenog i poroznog materijala za eksponent p = 3 pri 70% Fy,., UTR
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Nadalje je promatran odziv okvira ako se stupovi zagrijavaju linearno duz aksijalne osi
stupa. Pritom temperatura raste u presjecima A, B, C i D dok se u presjecima M, N, O, i P
tempratura drzi konstatnom. Na Sl. 5.67 prikazan je nelinearan odziv za razli€ite razine kriti¢ne
sile F i eksponent p = 0. Usporedbom Kkriti¢nih temperatura izvijanja pri linearnom i
unifrmnom zagrijavanju stupova na Sl. 5.64 mozemo uodCiti da su temperature vise pri

uniformnom zagrijavanju.
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SI. 5.67 Uz primjer 10: Dijagram temperatura-pomak za tri razine kriticne sile F za p = 0, LTR

Analiza je dodatno izvrSena za FG materijale ako je p = 0,3 i p = 3 kao kod jednolikog
zagrijavanja stupova. Temperature izvijanja su nize pri linearnom zagrijavanju, ali porozni
materijali imaju vecu otpornost na toplinsko izvijanje nego savrSeni. Na Sl. 5.68 prikazani su
rezultati za linearno zagrijavanje duz stupova konstrukcije ako je eksponent distribucije

materijala p = 0,3, ana Sl. 5.69 za eksponent p = 3.
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6. ZAKLJUCAK

U ovom doktorskom radu prikazana je kona¢noelementna analiza stabilnosti tankostjenih
kompozitnih FG grednih konstrukcija. Primjenom Euler-Bernoullijeve teorije savijanja i Saint-
Venantove teorije uvijanja izveden je gredni konacni element sa Cetrnaest stupnjeva slobode
gibanja. Geometrijska nelinearnost uvedena je kroz nelinearno polje pomaka popre¢nog
presjeka koje ukljucuje efekt velikih rotacija uz pretpostavku da su pritom deformacije male.
Takoder se pretpostavlja da je popre¢ni presjek nedeformabilan u svojoj ravnini te da je kutna
deformacija srednje plohe jednaka nuli. Ravnotezne jednadzbe grednog konaénog elementa
izvedene su primjenom principa virtualnih radova. Model je primjenjiv za otvorene i zatvorene
tankostjene poprecne presjeke, razlicite distribucije materijala po visini stijenke nosaca,
raspodjele temperatura i rubne uvjete.

Izvedena je linearizirana i nelinearna analiza stabilnosti. U lineariziranoj analizi stabilnosti
problem se svodi na matri¢ni problem vlastitih vrijednosti pri ¢emu se odreduju vlastite
vrijednosti koje predstavljaju kriti¢na opterecenja 1 pripadajuci vlastiti vektori koji predstavljaju
oblike izvijanja. Za opisivanje nelinearnog ponasanja upotrebljena je inkrementalno-iterativna
procedura, tj. Newton-Raphsonova metoda, a za opisivanje inkrementalnog procesa koristena
je updated Lagrangian formulacija. Kod nelinearne analize potrebno je uvesti poremecaj radi
iniciranja deformacijske forme kod koje promatrana konstrukcija gubi stabilnosti.

Znanstveni doprinos ovog rada postignut je u obliku izvornog numeri¢kog modela baziranog
na metodi kona¢nih elemenata temeljem kojeg je nadograden postoje¢i raCunalni program
razvijan na Zavodu za tehnicku mehaniku Tehnickog fakulteta Sveucilista u Rijeci.
Nadogradeni racunalni program THINWALL FG verificiran je na odabranim primjerima, a
rezultati su usporedeni s rezultatima dostupnima u literaturi i onima dobivenim primjenom shell
I solid komercijalnih rjesavaca.

Racunalni program THINWALL FG predstavlja vazan doprinos tehni¢kim znanostima u
vidu analize nelinearne stabilnosti grednih konstrukcija. THINWALL FG ve¢ u trenutnoj formi
pruza inzenjerskoj struci pouzdani alat za opisivanje i analizu geometrijski nelinearnog
ponasanja FG kompozitnih grednih nosaca u okoli$u s promjenjivom temperaturom. U odnosu
na komercijalne rjesavace temeljene na shell i solid kona¢noelementnim modelima koji imaju

memorijska ogranienja te analize vremenski mogu biti vrlo dugotrajne, THINWALL FG
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omogucava efikasniju i brzu analiza obradivanih problema.

Ipak, postoji potreba daljnjeg rada u smislu proSirivanja algoritma na nacin da se ukljuce
posmicne deformacije kod savijanja silama i plasticnosti materijala. Numericki se model
takoder namjerava nadograditi automatskim podeSavanjem koraka temperature $to bi dodatno
ubrzalo numeri¢ki proces. Zelja je autorice prositi postoje¢i model i na ostale vrste kompozitnih

materijala, kao $to su primjerice laminati.
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Popis oznaka i skraéenica

Popis oznaka

oznaka znacenje
A povriina popreénog presjeka (m?)
Ajj aksijalna krutost (N/m)
b sirina (m)
By; spregnuta krutost (N/m)
Ci i-ta ravnotezna konfiguracija kona¢nog elementa
Cijki tenzor elasti¢nih konstanti (Pa)
d diferencijal
D;; savojna krutost (N/m)
E Youngov modul (Pa)
o dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearan u pomacima u, v i w,
H Almansijev tenzor deformacije
€ij dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearan u pomacima i, ¥ i w
F vektor unutarnjih sila konstrukcije
F sila (N)
fe fe Vektor_ ¢vornih sila e-tog konacnog elementa u lokalnom, odnosno globalnom
: koordinatnom sustavu
fi volumenske sile (Nm)
F; Venantov smiéni tok (m?)
Fyr kriti¢na sila izvijanja (N)
F., E, smicéne sile (N)
E, aksijalna sila (N)
G modul smicanja (N)
h visina (m)
i i-ti inkrement
j j-ta iteracija
k nagib pravca
K Wagnerov koeficijent (Nm?)
Kg elasti¢na matrica krutosti konstrukcije
K¢ geometrijska matrica krutosti konstrukcije
e Lo geometrijska mat_rica Krutosti e-tog konac¢nog elementa u lokalnom, odnosno
G 76 globalnom koordinatnom sustavu
e ke elasti¢na matrica krutosti e-tog kona¢nog elementa u lokalnom, odnosno

globalnom koordinatnom sustavu

K, tangentna matrica krutosti konstrukcije

tangentna matrica krutosti e-tog kona¢nog elementa u lokalnom, odnosno
globalnom koordinatnom sustavu

l odsjecak na osi ordinata
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L duljina (m)
m ukupni broj FGM slojeva
M moment (Nm)

My, M, momenti savijanja (Nm)
M, torzijski moment (Nm)
M, bimoment (Nm?)

n normala
Nng koordinata n FGM sloja

teziste popre¢nog presjeka

p eksponent distribucije materijala
P vektor opterecenja konstrukcije
Ps svojstvo materijala
r vektor polozaja
R vektor neuravnotezenog optereéenja konstrukcije
R;; krutosti FG tankostjenog presjeka
RNT termicke sile FG tankostjenog presjeka zbog zagrijavanja (N)
RMZ, RMJ, termicki : . : . .
RMT ermic¢ki momenti FG tankostjenog presjeka zbog zagrijavanja (Nm)
S centar smicanja popre¢nog presjeka
q udaljenost proizvoljno odabrane tocke P od pravca normale n (m)
s krivocrtna koordinata uzduZ konture s ishodiStem u tocki A (m)
Sij Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste (Pa)

t tangenta

t debljina stijenke poprecnog presjeka

t; povrsinska sila (Nm™)

T transformacijska matrica

T temperatura (°C)

T, torzijski moment zbog Wagnerovog efekta (Nm)

U vektor ¢vornih pomaka konstrukcije, vlastiti vektor
U potencijal unutarnjih sila (J)

Ug elasticna potencijalna energija unutarnjih sila (J)
Ug geometrijski potencijal pocetnih unutarnjih sila i vanjskih sila (J)
u vektor ¢vornih pomaka pri savijanu kona¢nog elementa u ravnini (z, x)
ue. e vektor ¢vornih po_maka e-tog kona¢nog elementa u lokalnom, odnosno
’ globalnom koordinatnom sustavu
U, vektor pomaka poprec¢nog presjeka kao kruto tijelo
u,viw linearne komponente pomaka po pravcu lokalnih osi z, x i y (m)
" translatorni pomaci centra smicanja S poprec¢noga presjeka po pravcima osi Xs |
' ys (M)
AU vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije
1% volumen (mq)
Ve volumni udio (-)
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potencijal vanjskih sila (J)

translatorni pomak teziSta O po pravcu osi Z (m)

linearne komponente pomaka po pravcu o0si z, X i y (m)

nelinearne komponente pomaka po pravcu osi z, X i y (m)

pomaci srednje linije konture presjeka po pravcu osi z, s i n (m)

pomaci toc¢aka izvan srednje linije konture presjeka po pravcu osi z, S i n (m)
linearne komponente pomaka srednje linije konture presjeka pravcu 0si z, sin

(m)

nelinearne komponente pomaka srednje linije konture presjeka pravcu osi z, S i
n (m)

linearne komponente pomaka toc¢aka izvan srednje linije konture presjeka
pravcu osi z, s i n (m)

nelinearne komponente pomaka to¢aka izvan srednje linije konture presjeka
pravcu osi z, s i n (m)

koordinate centra smicanja S popre¢noga presjeka (m)

uzduzna (tezi$na) os, koordinata (m)

globalni koordinatni sustav

lokalni koordinatni sustav s ishodiStem u teziStu popre¢nog presjeka

koordinatni sustav s ishodi$tem u to¢ki A konture

koeficijent toplinske ekspanzije (1/°C)

nagib srednje linije konture presjeka na uzduznu os

inkrementalna veli¢ina

varijacija

duljinska deformacija (-)

Green-Lagrangeov tenzor deformacije (-)

dopusteno odstupanje ili tolerancija

kutna deformacija (-)

dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije nelinearan u pomacima u, viw
Udaljenost proizvoljne to¢ke poprecnog presjeka od glavog pola (m)
parametar vitoperenja u poprec¢nog presjeka (rad/m)

komponente zakrivljenosti srednje linije poprecnog presjeka

koeficijent toplinske provodljivosti (Wm/K)

Poissonov broj

ukupni ili totalni potencijal (J)

Koeficijent poroznosti (-)

normalno naprezanje (Pa)

tangencijalno naprezanje (Pa)

Cauchyjev tenzor naprezanja (Pa)

rotacijski pomaci popre¢noga presjeka kao krutog tijela oko osi z, X iy (rad)
sastavni materijal FGM-a

sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja u odnosu na centar smicanja (m?)
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0 parcijalna derivacija

Popis skracenica

skradenica  znacenje

BC rubni uvjet (boundary condition)
C-C obostrano ukljestenje (clamped — clamped)
C-S ukljestenje-zglob (clamped — simply supported)
FG Functionally graded
FGM Functionally graded material
LTR linearna raspodjela temperature (linear temperature distribution)
NLR nelinearna raspodjela temperature (nonlinear temperature distribution)
S-S zglob-zglob (simply supported — simply supported)
TD temperaturno ovisni (temperature dependent)
TID temperaturno neovisni (temperature independent)
UTR jednolika raspodjela temperature (uniform temperature distribution)
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APTOKSTMACTIA. .+ttt bbbttt b et b ettt 30
Sl. 3.5 Raspodjela temperature: a) UTR, b) LTR, €) NLR ..o 33
S1. 3.6 Raspodjela temperature po duljini NOSACA ........covveiviiiiiiiiiiie i 34
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SI. 5.1 Tijek programa THINWALL FG........cccoooiiiie et 52
S1. 5.2 Uz primjer 1: Zatvoreni pravokutni poprecni presjek......oovvvieiiniiiciieiiiieieeneens 54

S1. 5.3 Uz primjer 1: Usporedba nelinearnog odziva za razliciti broj kona¢nih elemenata, p=0,2

S1. 5.4 Uz primjer 1: Usporedba nelinearnog odziva za razliciti broj kona¢nih elemenata, p=2

............................................................................................................................... 56
SI. 5.5 Uz primjer 1: Dijagram temperatura-pomak za FG Tip 1, UTR .....cccovvvvevviinivene 60
SI. 5.6 Uz primjer 1: Dijagram temperatura-pomak za FG Tip 2, UTR .....cccccevvvevviievnee 61
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Dijagram temperatura-pomak zap = 1, FGTip 11 2.cccoiiviiiiinnne, 67
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Gredni nosac i puni pravokutni poprecni presjek.........ccovvvrvrierneennnn 69

SI. 5.19 Uz primjer 4:

Sl. 5.20 Uz primjer 4:

Usporedba kritinih temperatura za razli¢ite omjere L/h 1 rubne uvjete

............................................................................................................................... 69
SI. 5.21 Uz primjer 4: Utjecaj eksponenta p na kriticnu temperaturu izvijanja, LTR.............. 70
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S1. 5.29 NesavrSeni porozni FG materijal ..........cccooviiiiiiiiiiiieeeeee e 77

Sl. 5.30 Uz primjer 6:

SI. 5.31 Uz primjer 6:

Usporedba kriti¢nih temperature s obzirom na FG distribuciju, p=0,2 79

Usporedba kriticnih temperatura s obzirom na koefijent poroznosti, FG
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