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1. Uvod

U svijetu konstantne promjene i ograni¢enih resursa, optimizacija predstavlja klju¢ uspjeha u
mnogim podru¢jima. Upravo tu se isti€e linearno programiranje kao moéan matematicki alat za
pronalazak optimalnih rjeSenja u razli¢itim sferama ljudskog djelovanja. Od alokacije resursa u
ekonomiji 1 industriji, preko optimizacije procesa u inZenjerstvu, pa sve do primjene u racunalnoj
znanosti 1 istraZivanju podataka, linearno programiranje igra klju¢nu ulogu u donoSenju boljih
odluka.

Ovaj rad se bavi linearnim optimizacijskim problemima s ograni¢enjima, pruzajuéi sveobu-
hvatan pregled ove vaZzne discipline. Zapocinjemo s povijesnim razvojem linearnog programiranja,
isticuéi kljucne prekretnice i doprinose velikana poput Fourier-a, Kantorovica i Dantziga. Razumi-
jevanje povijesnog konteksta omoguéuje nam da u potpunosti cijenimo snagu ovog matematickog

alata.

SrediSnji dio rada posveéen je matematickoj formulaciji problema linearnog programiranja.
Detaljno ¢emo objasniti koncept funkcije cilja koja predstavlja veli¢inu koju Zelimo optimizirati,
bilo da se radi o maksimizaciji ili minimizaciji. Zatim ¢emo se posvetiti ogranicenjima koja de-
finiraju prostor mogucih rjesenja, odrazavajuci realne restrikcije s kojima se susreCemo u praksi.
Kroz definiciju linearnog programa povezujemo funkciju cilja i ogranicenja u jedinstvenu cjelinu.
Prakti¢ni primjeri iz stvarnog svijeta ilustrirat ¢e Sirok spektar primjene linearnih programa, od

optimizacije proizvodnje i transporta do problema u financijama i marketingu.

Rad se nastavlja s detaljnijim upoznavanjem teorijskog aspekta linearnog programiranja. Is-
trazit cemo koncept konveksnih skupova i teorem o ekstremnim to¢kama, koji predstavljaju temelj
za razumijevanje geometrijske interpretacije problema. Zatim ¢emo predstaviti graficku metodu
rjeSavanja linearnih programa s manjim brojem varijabli, pruZajuéi intuitivan uvid u problem. Na-
dalje, upoznat ¢emo se s dualnim problemom linearnog programiranja, koji nam pruza dodatne

informacije o originalnom problemu i omogucuje nam uvide u ekonomsku interpretaciju rjeSenja.

Kako se u praksi Cesto susrecemo s problemima koji ukljucuju veliki broj varijabli, rad ¢e pred-
staviti 1 metode za njihovo rjeSavanje. Spomenuti ¢emo simpleks metodu, najpoznatiji i najéesce

koriSten algoritam za rjeSavanje linearnih programa.

Na kraju, pruzit ¢emo pregled softverskih alata koji nam olakSavaju rjeSavanje problema li-
nearnog programiranja. Uz primjere poput Excel Solvera, demonstrirat cemo kako nam ovi alati
omogucuju brzo i efikasno rjeSavanje kompleksnih problema, oslobadajuci nas zamornih ru¢nih

izracuna.



2. Povijesni razvoj linearnog programiranja

Linearno programiranje je matematicki pristup optimizaciji unutar postavljenih ogranicenja
koje ima za cilj postizanje najboljeg ishoda u matematickom modelu koji koristi linearno izraZzene
uvjete. Ova disciplina matematike primjenjuje se u razli¢itim sektorima kao $to su ekonomija,
nutricionizam 1 organizacija rada radi rjeSavanja prakti¢nih problema. Kljuc¢ni koraci u rjeSava-
nju problema linearnog programiranja ukljucuju definiranje varijabli odlucivanja, funkcije cilja i

ogranicenja.

Linearno programiranje kao matematicka disciplina pocelo se razvijati tridesetih godina pros-
log stoljeca u radovima sovjetskog matematicara i ekonomista Leonida Vitaljevica Kantorovica.
Posebno se isticu Kantoroviceva istraZivanja problema povezanih s planiranjem opskrbe u vojsci
iz 1939. godine. Koristeci linearno programiranje, nastojao je optimizirati troSkove vojske i stra-
tegiju protivnika te rijesiti probleme logistike. NeSto kasnije, izraCunao je optimalnu udaljenost
izmedu vozila na zaledenom jezeru uzimajuéi u obzir debljinu leda i temperaturu zraka. Svakako
treba istaknuti da je Kantorovi¢ sam prelazio izmedu vozila koja su se kretala po ledu kako bi
osigurao njihovu sigurnost 1 sprijecio potonuce, a za to je odlikovan Ordenom Domovinskog rata i

medaljom za obranu Lenjingrada.

Vaznost Kantoroviceva rada u problemima optimizacije na globalnoj razini pocela se uocavati
pedesetih godina proslog stolja, a 1975. za svoja znanstvena dostignuca nagraden je Nobelovom

nagradom. [1]

Slika 2.1. Leonid Vitaljevi¢ Kantorovic¢ (1912-1986). Izvor: [2]



Iako je Kantorovi€ zasluzan za matematicku formalizaciju problema linearnog programiranja
te niz teorijskih rezultata nuznih za dokazivanje teorema iz tog podrucja, nije se previse bavio
konkretnim algoritmima za rjeSavanje ovih problema. U tom podru¢ju najvazniji je rad americ-
kog matematicara Georgea Dantziga koji je 1947. godine razvio simpleks metodu za rjeSavanje
linearnih problema optimizacije. Simpleks metoda je iterativni algoritam koji krece od pocetnog
dopustivog rjesenja i postupno trazi bolja rjeSenja kretanjem po vrhovima poliedra koji predstavlja

dopusteni skup rjeSenja.

Simpleks metoda postala je kljucna u rjeSavanju sloZenih optimizacijskih problema uz pomo¢
racunala. Ipak, kako su se pokuSavali rjeSavati sve sloZeniji problemi koji ukljucuju vise varija-
bli, broj potrebnih operacija eksponencijalno se poveéavao i premasio racunalne kapacitete cak i

najmoc¢nijih racunala pedesetih godina proslog stoljeca. [3]

Vazno je istaknuti da se simpleks metoda u svojem izvornom obliku koristi jo§ i danas, a
razvoj tehnologije u vidu sve mo¢nijih racunala te odredene prilagodbe algoritma uklonila su sva

ogranicenja za njenu Siroku primjenu jo§ osamdesetih godina proslog stoljeca.

U isto vrijeme kada je Dantzig radio na simpleks algoritmu, John von Neumann' je razvio

teoriju dualnosti.

Slika 2.2. John von Neumann (1903-1957). Izvor: [4]

Teorija dualnosti u kontekstu linearnog programiranja kaze da za svaki problem linearnog pro-
gramiranja (primalni problem) postoji odgovarajuci dualni problem, pri ¢emu rjeSenje jednog daje

uvid u rjeSenje drugog. Optimalna rjeSenja primalnog 1 dualnog problema povezana su tako da ako

!John von Neumann (1903-1957) ameri¢ki je matematicar i polihistor madarskog porijekla. Postigao je zna-
¢ajne doprinose Sirokom spektru disciplina, kao §to su kvantna mehanika, teorija skupova, ekonomika, racunarstvo,
numericka analiza, hidrodinamika (eksplozija), statistika te mnoga druga polja matematike. Smatra se jednim od
najistaknutijih matematicara u povijesti.



jedno ima optimalno rjesenje, i drugo ¢e imati optimalno rjeSenje s jednakom vrijednoséu funk-
cije cilja. Teorija dualnosti u linearnom programiranju omogucava provjeru optimalnosti rjeSenja,
pruza ekonomske interpretacije, olakSava analizu osjetljivosti te poboljSava efikasnost algoritama,

¢ime je kljuCna za rjeSavanje i razumijevanje problema optimizacije.

IstraZivanja iz podrucja linearnog programiranja krajem proslog stoljeca uglavnom su bila us-
mjerena na ubrzavanje i pojednostavljivanje simpleks algoritma. Tako je 1979. godine rusko-
americki matematicar Leonid Khachiyan (1952.-2005.) razvio alternativni algoritam polinomi-
jalne sloZenosti u kojem broj racunalnih operacija raste kao potencija broja varijabli umjesto eks-
ponencijalno kao Sto slucaj kod simpleks algoritma. Medutim, Khachiyanov algoritam (poznat

kao metoda elipsoida) u praksi je ipak bio sporiji od simpleks algoritma.

1984. godine indijski matematicar Narendra Karmarkar (roden 1957.) razvio je jos jedan algo-
ritam polinomijalne vremenske sloZenosti, tzv. metodu unutarnje tocke. Za razliku od Khachiya-
nova algoritma, Karmarkarov algoritam u praksi se pokazao konkurentan simpleks algoritmu. Za
svoj je rad Karmarkar dobio nagradu Kanellakis?> 2000. godine za svoj utjecaj na teoriju linearnog

programiranja. [5]

Slika 2.3. Narendra Karmarkar. Izvor: [6]

Nakon Karmarkarovog otkric¢a, daljnja istraZivanja u teoriji linearnog programiranja fokusi-
rala su se na usavrSavanje postojeCih metoda, proSirenje njihove primjene na sloZenije probleme
1 povezivanje s drugim matematickim podrucjima. Iako nisu bila toliko revolucionarna kao rani
doprinosi, ova istraZivanja su znacajno unaprijedila razumijevanje i primjenu linearnog programi-

ranja u razli¢itim disciplinama.

ZParis Kanellakis Theory and Practice Award je godi$nja nagrada koju dodjeljuje Association for Computing
Machinery (ACM) u cCast Paris Kanellakisa, racunalnog znanstvenika koji je dao znacajan doprinos teoriji racunarstva
i njenoj primjeni u praksi. Nagrada je osnovana 1996. godine, nakon njegove tragi¢ne smrti u avionskoj nesre¢i 1995.
godine. Dobitnici su prepoznati za svoje inovativne i dugotrajne doprinose koji su imali znaCajan utjecaj na teoriju
racunarstva i njenu primjenu u industriji.



3. Matematicka formulacija problema linearnog programiranja

Linearni optimizacijski matemati¢ki model temelji se na funkciji cilja i ograni¢enjima koja
linearno ovise o varijablama. Bitan preduvjet je uvjet ne-negativnosti, koji zahtijeva da varijable
imaju vrijednosti koje su 0 ili vece od 0. Svi odnosi unutar funkcije cilja i ogranic¢enja su linearni,

Sto znaci da se mogu izraziti kao linearne kombinacije varijabli.

U ovom poglavlju cilj nam je linearni optimizacijski matematicki model, odnosno linearni

program zapisati strogo matematicki. Ovo poglavlje djelomi¢no je obradeno prema izvoru [7].

3.1. Funkcija cilja

U linearnom programiranju, funkcija cilja je linearna funkcija koja se optimizira, tj. maksimi-
zira ili minimizira, pod odredenim ograni¢enjima. Formalno, funkcija cilja moZe se definirati na

sljedeci nacin:

Definicija 3.1. Funkcija cilja je linearna funkcija oblika

Z(21, T2, ..., Tn) = 121 + Colg + - -+ + Cpp, (3.1
gdje je Z je vrijednost koju Zelimo optimizirati (maksimizirati ili minimizirati). xy,xs,...,T, SU
varijable odlucivanja, a cy, co, . . ., ¢, su koeficijenti (konstante) koji predstavljaju doprinos svake

varijable odlucivanja u funkciji cilja.

Objasnimo sada funkciju cilja na dva primjera.

Primjer 3.1. Pretpostavimo da imamo dva proizvoda, majice kratkih rukava i majice dugih ru-
kava, te da Zelimo maksimizirati profit. Ako je profit po jednoj majici kratkih rukava 10 eura, a

profit po jednoj majici dugih rukava 15 eura, tada je funkcija cilja
Z =10z + 1529, (3.2)
gdje su:

* 11 broj proizvedenih majica kratkih rukava,

* 19 broj proizvedenih majica dugih rukava.

Jasno je da u ovom slucaju funkciju cilja Zelimo maksimizirati.



Primjer 3.2. Zamislimo da proizvodimo tri razlicita artikla: olovke, biljeZnice i gumice, i da nam
Jje cilj smanjiti ukupne troskove proizvodnje. Ako je trosak proizvodnje jedne olovke 0.30 €, jedne

biljeznice 2.00 €, a jedne gumice 0.50 €, funkcija cilja moZe se zapisati kao
Z = 0.30x; + 3.0024 4 0.50x3, (3.3)
gdje su:

* 11 broj proizvedenih olovki,
* 19 broj proizvedenih biljeZnica,

* x3 broj proizvedenih gumica.

Ocigledno je da u ovom slucaju Zelimo minimizirati funkciju cilja.

3.2. Ogranicenja

Ogranicenja u linearnom programiranju su uvjeti koji definiraju dopusteni skup rjesenja za
problem. Ova ogranicenja su linearne nejednadzbe ili jednadZbe koje varijable odlucivanja moraju

zadovoljavati. Formalno, ograni¢enja se mogu definirati na sljede¢i naCin:

Definicija 3.2. Neka je zadan linearni optimizacijski problem u kojem su x1, xo, . . . , x,, varijable

odlucivanja. Ogranicenja u tom problemu su izrazi

1171 + ajpxo + - -+ a1y, < by, (3.4)
2121 + a2Ts + - - 4 ag T, < b, (3.5)
11 + QmaTa + -+ QG Tr < by (3.6)

gdje su a;; koeficijenti ogranicenja, b; su konstante koje predstavljaju desnu stranu svake nejed-
nadzbe, a m je broj ogranicenja. U svakom od navedenih izraza se znak nejednakosti < moze

zamijeniti sa znakom nejednakosti > ili znakom jednakosti =.

U svakom problemu linearnog programiranja automatski se pretpostavlja uvjet nenegativnosti,

odnosno ogranicenja oblika:

r; >0 zasve 1=1,2,...,n. (3.7

PokaZimo sada pojam ograni¢enja na nekoliko primjera.



Primjer 3.3. Pretpostavimo da nam je dana situacija iz primjera 3.1, pri cemu za proizvodnju
majica kratkih i majica dugih rukava imamo ogranicen broj komada pamuka. Za proizvodnju
majica s kratkim rukavima trebamo 4 komada pamuka po majici, dok za proizvodnju majica s
dugim rukavima 5 komada, dok na raspolaganju imamo ukupno 30 komada pamuka. Ogranicenje
bi u tom slucaju izgledalo ovako:

41 + dxy < 30. (3.8)

Primjer 3.4. Uzmemo li ovaj put situaciju iz primjera 3.2, gdje za proizvodnju olovki, biljeZnica
i gumica imamo uvjet da moramo zaraditi najmanje 100 € u odredenom vremenu. Cijena jedne
olovke iznosi 0.60 €, jedne biljeZnice 3.00 €, a jedne gumice 0.90 €. Ogranicenje bi u tom slucaju
izgledalo ovako:

0.60z; + 3.00z2 + 0.90z3 > 100. (3.9)

Primjer 3.5. Tvornica proizvodi dva proizvoda, stolove i stolice. Tvornica mora proizvesti ukupno

200 komada proizvoda dnevno kako bi zadovoljila ugovorene kvote.

Oznacimo s x broj proizvedenih stolova, a s y broj stolica. Velicine x i y moraju biti pozitivne,
odnosno mora vrijediti:
x>0, y=>0. (3.10)

Ogranicenje je vezano uz ukupan broj proizvedenih stolova i stolica:

x +y = 200. (3.11)

3.3. Linearni program

Prema svemu navedenom optimizacijski problem linearnog programiranja (linearni program)
zadan je funkcijom cilja, ogranienjima i uvjetima nenegativnosti te se u svojoj najopcenitijoj

formi zapisuje na sljedeéi nacin:

Z = 121 + cax9 + - -+ + ¢, — min / max, (3.12)
anzi + apxs + -+ a1z, </ >/ =by, (3.13)
a1y + AgaTy + -+ Ggpn </ > [ = bo, (3.14)

U121 + Apmala + -+ Gy < / > / = bm7 (315)

r; >0 zasve 1=1,2,...,n. (3.16)

Kod teorijskih razmatranja ova forma se moZe saZetije zapisati pomocu matricnog zapisa:
Z =C- X" = min /max, (3.17)
A-XT</>/=B, (3.18)
X >0, (3.19)



gdje je
C= [cl o o cn} , (3.20)
X = [xl vy x] , (3.21)
a1; a2 ... Qin
a a ... Qop
A= | o e (3.22)
Am1 Am2  --. Gmp
by
by
B=|"]. (3.23)
b,

3.4. Praktic¢ni primjeri linearnih programa

Formuliranje matemati¢kog modela predstavlja prvi i najzahtjevniji korak u procesu rjeSavanja
problema optimizacije. Taj korak prije svega ukljucuje ekstrakciju varijabli odlucivanja, a zatim
postavljanje funkcije cilja i ograni¢enja. U ovom dijelu ¢emo na nekoliko primjera objasniti taj

proces.

Primjer 3.6. Stolarska radionica je dobila zadatak da napravi dvije vrste stolica u periodu od
42 sata radi nadolazece djecje priredbe. Na raspolaganje su dobili 20 komada daski. Za stolicu
broj 1 su potrebne 4 daske i 8 sati izrade, a za stolicu broj 2 su potrebne 3 daske i 7 sati izrade.
Zarada od prodaje stolice broj 1 je 30 eura, a stolice broj 2 je 20 eura. Koliko komada svake

stolice radionica mora napraviti da bi profit bio maksimalan?

Oznacimo s x broj stolica prve vrste, a s y broj stolica druge vrste. Kako su x i y veli¢ine koje

oznacavaju kolicine, nuzno je da budu pozitivne, odnosno mora vrijediti:

x>0, y=>0. (3.24)

Uz uvjet nenegativnosti, ovdje imamo i cjelobrojno programiranje koje nas trazi da nase veli-

¢ine x i y budu cijeli brojevi. Posto je rijec o stolicama, vrijedi:

1,25 € Z. (3.25)

Radionica na raspolaganju ima 20 komada daski te su za stolicu broj 1 potrebne Cetiri daske

dok za stolicu broj 2 tri daske. To nas dovodi do prvog ogranicenja:

dz + 3y < 20. (3.26)
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Nadalje, radionica je ogranicena na 42 sata rada. Za prvu stolicu je potrebno 8 sati, a za

drugu stolicu 7 sati. Dakle, drugo ogranicenje glasi:

8r + Ty < 42. (3.27)

Cijena prve stolice je 30 eura, a druge 20 eura. U cilju nam je da profit bude maksimalan te

Ce linearni program izgledati ovako:

Z = 30z + 20y — max, (3.28)
4x + 3y < 20, (3.29)

8z + Ty < 42, (3.30)
x>0, y>0, (3.31)
1,2 € 7. (3.32)

Autor rada samostalno je osmislio ovaj primjer temeljem izmisljenih podataka.

Primjer 3.7. Student elektrotehnike Zeli organizirati svoje ucenje nedjeljom koje bi trebalo trajati
12 sati. Vrijeme mora rasporediti kako bi ucio 2 predmeta, InZenjersku matematiku i Programi-
ranje. InZenjerska matematika mu je 3 puta interesantnija nego Programiranje, ali mora barem 2
puta vise uciti Programiranje kako bi stigao obuhvatiti svo gradivo. Koliko vremena treba provesti
uceci InZenjersku matematiku, a koliko Programiranje ako mu je u cilju da bude zainteresiran
najvise sto moZe?

Sa x ¢emo oznaciti broj sati ucenja InZenjerske matematike, a s y broj sati ucenja Programira-

nja. Kako je rije¢ o satima, jasno je da x i y ne mogu biti negativni brojevi.
x>0, y=>0. (3.33)
Student je odredio da ce ucenje trajati maksimalno 12 sati te mu treba duplo puta vise vremena
za Programiranje nego li za ucenje InZenjerske matematike, dakle:
r+y <12, (3.34)
y > 2x. (3.35)
S ciljem da student bude zainteresiran za to Sto uci ¢im duZe moguce, a znamo da je trostruko

vise zainteresiran za ucenje matematike nego Programiranje, pripadni linearni program poprima
oblik:

Z = 3x + y — max, (3.36)
r+y <12, (3.37)

y > 2x, (3.38)
x>0, y>0. (3.39)

Autor rada samostalno je osmislio ovaj primjer temeljem izmisljenih podataka.
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Ovo su bila dva primjera gdje smo trazili maksimume funkcija, a sada ¢emo pokazati i jedan

primjer s minimumom.

Primjer 3.8. Tvornica proizvodi dvije vrste Cokolade, tamnu i bijelu. Isporucuje ih u velikim
pakiranjima od nekoliko stotina komada. Izrada paketa tamne cokolade traje 2 sata rada na stroju
i 4 sata rada u pakirnici. Izrada paketa bijele cokolade traje 3 sata rada na stroju i 2.5 sata
rada u pakirnici. Vrijeme rada stroja je 15 sati dnevno, a pakirnice 20 sati dnevno. Tvornica na
proizvodnju tamne cokolade trosi 56 eura po pakiranju, a na proizvodnju bijele cokolade 70 eura
po pakiranju. Koliko bi dnevno trebalo proizvesti pakiranja svake vrste cokolade da bi uz zadane

uvjete rada trosak proizvodnje bio najmanji?
Oznacimo s x broj pakiranja tamne cokolade, a s y broj pakiranja bijele cokolade.

Buduci da su x i y kolic¢ine koje oznacavaju broj pakiranja, moraju biti nenegativne:

x>0, y=>0. (3.40)

Ponovno ovdje imamo cjelobrojno programiranje jer je rijec o cijelim komadima ¢okolade, pa
nase velicine x i y moraju biti cijeli brojevi. Opet vrijedi:

Z1,To € 2. (3.41)

Vrijeme dnevnog rada stroja je 15 sati. Kako izrada paketa na stroju tamne cokolade traje 2

sata, a bijele cokolade 3 sata ogranicenje glasi:

22 + 3y < 15. (3.42)

Vrijeme dnevnog rada pakirnice je 20 sati. Izrada paketa u pakirnici za tamnu ¢okoladu traje

4 sata, dok za bijelu cokoladu 2.5 sata. To nas dovodi do novog ogranicenja koje glasi:

4x + 2.5y < 20. (3.43)

Trosak proizvodnje jednog pakiranja tamne cokolade iznosi 56 eura, a bijele cokolade 70 eura.

Pripadni linearni program glasi:

7 = 56z + 70y — min, (3.44)
2x + 3y < 15, (3.45)

4z 4 2.5y < 20, (3.46)
x>0, y=>0, (3.47)

T1, %o € 7. (3.48)

Autor rada samostalno je osmislio ovaj primjer temeljem izmisljenih podataka.



4. Teorijski aspekt linearnog programiranja

Cilj ovog poglavlja je dati matematicku pozadinu problemu linearnog programiranja. Matema-
ticki aparat na kojem pocivaju problemi optimizacije je konveksnost te éemo najprije definirati taj
pojam, tocnije pojam konveksnog skupa i konveksne funkcije. Ovo poglavlje je obradeno pomocu

izvora [8].

Krenimo s definicijom spojnice.

Definicija 4.1. Neka su zadane dvije tocke x,y € R2. Skup
{z e R’z =kx+ (1 —k)y, ke0,1]} (4.1)

zovemo spojnicom tocaka x i v.

Naime, parametarska jednadZba pravca kroz tocke x i y zadana je s
z=x+k(x—y), keR. 4.2)

Uocimo da toCke pravca koje se nalaze izmedu toCaka x i y dobivamo ako je £ € [0, 1], Sto
objasnjava definiciju spojnice.

Sada moZemo definirati konveksan skup.

Definicija 4.2. Skup S C R? zovemo konveksnim ako za svake dvije tocke x,y € S i svaki
k € [0,1), tocka kx + (1 — k)y takoder pripada skupu S. Drugim rije¢ima skup je konveksan ako

Jje svaka spojnica svakih dviju tocaka skupa sadrZana u tom skupu.

PrikaZimo sada graficki konveksan i nekonveksan skup.

Slika 4.1. Prikaz konveksnog skupa. Izvor: Izrada autora

12
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Iz grafickog prikaza konveksnog skupa je jasno da ¢e spojnica bilo koje dvije toCke tog skupa
biti unutar tog skupa, Sto nije slucaj kod skupa koji nije konveksan, a prikazan je na sljedecoj slici,

gdje spojnica to¢aka p; i p2 nije sadrzana u danom skupu.

Ps

Slika 4.2. Prikaz skupa koji nije konveksan. Izvor: Izrada autora

Na slici 4.1 posebno su oznacene tzv. vrSne tocke ili vrhovi konveksnog skupa. To su tocke
koje ¢e uvijek biti krajevi spojnica, odnosno nikada se nece naci u unutraSnjosti neke spojnice

tocCaka.

Pojam spojnice moZe se generalizirati, pa tako uvodimo pojam konveksne kombinacije.

Definicija 4.3. Tocka y € R? je konveksna kombinacija tocaka x,,%s, . .., %, ako postoji skup
skalara ky, ko, . .. k, > 0 takav da je

y = zn: kix; 4.3)
i=1

pri cemu vrijedi

Z ki = 1. (4.4)

Na slici 4.1 su prikazane tri vr$ne tocke pi, p2, 1 p3, koje definiraju trokut. Tocka y unutar

trokuta prikazuje konveksnu kombinaciju vrsnih tocaka:

y = kip1 + kap2 + k3ps 4.5)

gdjesukl,kg,kg 201k1+k2+l€3:1

Ovaj rezultat ne vrijedi samo za trokut, nego i za bilo koji konveksan skup $to vidimo iz iduceg

teorema, koji zbog sloZenosti u ovom radu ne dokazujemo.

Teorem 4.1. Neka je zadan konveksan skup S C R2. Svaku tocku 'y € S moZemo izraziti kao

konveksnu kombinaciju vrsnih tocaka skupa S.
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Za problematiku linearnog programiranja od presudne vaznosti je sljedeci teorem.

Teorem 4.2. Neka je A matrica s m redova i n stupaca, b vektor s m komponenti te X vektor
s n promjenjivih komponenti. Skup svih rjeSenja linearnog sustava nejednadzbi AX < b ¢ini

konveksan skup.

Dokaz. Kako bismo utvrdili konveksnost skupa rjesenja sustava AX < b moramo dokazati da za
dva proizvoljna rjeSenja X; i X, i bilo koji parametar k& € [0, 1], konveksna kombinacija X} =
kX1 + (1 — k)X, zadovoljava i uvjet AX;, < b.

Ako su X; i X5 rjeSenja danog sustava nejednadzbi, vrijedi:

AX;<b i AX,<b. (4.6)

Nadalje je
AXp = ARX1 + (1 —k)Xo) =kAX1 + (1 — k)AXo <kb+ (1 — k)b <b, 4.7)

pa zaklju¢ujemo kako je konveksna kombinacija X; = kX, + (1 — k)X, takoder rjeSenje danog

sustava nejednadzbi, ¢ime je tvrdnja dokazana. [

Ovaj teorem nam kaZe da ¢e ogranienjima linearnog programa biti zadan konveksan skup

mogucih rjeSenja zadanog programa.
Sada moZemo uvesti pojam konveksne funkcije.

Definicija 4.4. Funkcija f : S — R, gdje je S C R? konveksan skup, naziva se konveksna ako za
svake dvije tocke x,y € S i svaki k € [0, 1] vrijedi:

flkx+ (1= k)y) < kf(x)+ (1 —k)f(y). (4.8)

U ovom se radu posebno bavimo linearnim funkcijama pa pokaZimo da je linearna funkcija

konveksna.

Teorem 4.3. Neka je zadana linearna funkcija f : S — R s
f(z,y) = Az + By + C, (4.9)

gdje su A, B i C realne konstante. Funkcija f konveksna je funkcija.
Dokaz. Nekajex = (z1,y1)1y = (x2,2). Tada je
f(x) = Az, + By, + C, (4.10)

te
f(y) = Axy + By, + C. 4.11)
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Nadalje je
kx4 (1 — k)y = k(z1,y1) + (1 — k) (22, 52) = (kzy + (1 — k)2o, kyr + (1 — E)ya),  (4.12)
pa vrijedi
Fllex + (1 — k)y) = A(kzy + (1 — k)z2) + Blkyy + (1 — k)yo) + C (4.13)
=k(Az1+By1 +C)+ (1 — k)(Azs + Bys + C) = kf(x) + (1 — k) f(y). (4.14)
Prema tome vrijedi

flkx+ (1= k)y) =kf(x)+ (1 -k)f(y), (4.15)

Sto znaci da je zadana funkcija konveksna. [

Za konveksne funkcije vrijedi sljedeéi teorem na kojem je bazirana graficka metoda.
Teorem 4.4. Neka je S C R? konveksan skup u ravnini, i neka je f : S — R konveksna funkcija.

Tada f postiZe svoje ekstremne vrijednosti u nekoj od vrsnih tocaka danog skupa S.

Dokaz. Neka je S konveksan skup u R? s vr$nim to¢kama t;, ts, . .., t,. Svaka to¢kay € S moze

se izraziti kao konveksna kombinacija vr$nih tocaka, pa je
y=> kit (4.16)
=1

gdje su koeficijenti k; > 01> "  k; = 1.

Jednostavnosti radi promotrimo samo spojnicu tocaka t; i1 to, tj. toCka y biti ée proizvoljna

unutarnja tocka te spojnice.
Buduéi je f konveksna funkcija, vrijedi:

f(y) = f bty + (1 = k)ta) < Ef(te) + (1 — k) f(ta). 4.17)

Ako bi maksimum funkcije f na promatranoj spojnici bio u tocki y tada bi vrijedilo

fy) > f(t1) (4.18)
i
fy) > f(t2). (4.19)
Uvritavanjem (4.18) i (4.19) u (4.17) slijedi
fy) <kfly)+ (1 =k)f(y) = f(y), (4.20)

$to dovodi do kontradikcije. Drugim rijeCima, maksimalna ili minimalna vrijednost funkcije f ne

moZe biti veéa (ili manja) od vrijednosti funkcije f u vr$nim tockama, ¢ime je teorem dokazan. [

Ovaj teorem nam govori da je za naci rjeSenje linearnog programa dovoljno odrediti vrhove
konveksnog skupa u kojem se nalazi rjeSenje, te direktnim uvrStavanjem odrediti vrh u kojem se

postizZe traZena ekstremna vrijednost.



5. Graficka metoda rjeSavanja linearnog programa

U linearnom programiranju, graficka metoda predstavlja u€inkovitu tehniku za rjeSavanje pro-
blema unutar ovog matematickog koncepta. Ova metoda pruza vizualni prikaz problema, Sto olak-
Sava identifikaciju optimalnog rjeSenja na temelju geometrijskih svojstava problema. Upotreba
dvodimenzionalnog koordinatnog sustava, s osima koje predstavljaju varijable, pomaZe u prika-
zivanju ogranicenja problema kao pravaca u tom dvodimenzionalnom prostoru, definirajuci time
podrucje rjeSenja i skupove rjeSenja koji zadovoljavaju ili ne zadovoljavaju uvjete. Na vrhovima
tog podrucja nalaze se osnovna moguca rjeSenja, pri cemu jedno od njih predstavlja optimalno

rjeSenje. Ovo poglavlje je obradeno pomocu izvora [9].

PokaZimo sada na primjeru kako funkcionira graficka metoda.

Primjer 5.1. Rijesimo linearni program

Z = Txr + 5y — max, (5.1)
4o + 3y < 24, (5.2)

2z +y < 10, (5.3)
x>0, y>0. (5.4)

Zbog gore navedenog uvjeta nenegativnosti, nama ce biti potreban samo I. kvadrant kako

prikazuje slika 5.1

Prvi kvadrant

Slika 5.1. Prikaz I. kvadranta u koordinatnom sustavu. Izvor: Izrada autora
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Prvi korak pri rjesavanju ovog zadatka je ucrtati sva ogranic¢enja koja imamo u koordinatni
sustav u obliku pravaca. Kako u ovom primjeru imamo 2 ogranicenja, nejednadZbe ¢emo pretvoriti

u jednadzbe (< ili > postaju =) i predociti ih u koordinatnom sustavu, kako prikazuje slika 5.2.

Y

—_
o

do + 3y = 24

— N W R U N N 0 O

2v +y =10

+ + + + t u + + + + X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Slika 5.2. Ogranicenja prikazana kao pravci. Izvor: Izrada autora
Nadalje, kako je u obje nejednakosti rijec¢ o znaku < znaci da je nama potrebno podrucje u

koordinatnom sustavu koje je ispod oba nacrtana pravca. To nas dovodi do omedenog podrucja

prikazanog na slici 5.3.

[S—
=]

dor + 3y = 24

— N W kR U N 0 O

2¢ +y =10

i

1 2345678910

Slika 5.3. Omedeno podrucje rjeSenja. Izvor: Izrada autora
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Rjesenje naseg zadatka se nalazi u jednom od vrhova omedenog podrucja. Kao sto moZemo
vidjeti, u ovom slucaju kao potencijalna rjesenja nam se namecu 4 tocke. Kako bi odredili koja je
nase rjesenje morati cemo svaku uvrstiti u funkciju cilja i vidjeti u kojoj je tocki vrijednost funkcije

cilja najveca.
Sa slike moZemo vidjeti da su nasa potencijalna rjeSenja tocke: T1(0,0), T»(5,0), T5(0,8), T4(3, 4).
Krenimo sa uvrstavanjem prve tocke u funkciju cilja:
Z=7-04+5-0 (5.5)
S§to nas ocito dovodi do rjesenja da je Z = (.
Zatim uvrstavamo drugu tocku i to ce izgledati ovako:
Z=T7-5+5-0 (5.6)
gdje je rjesenje Z = 35.
Slijedeca je treca tocka i nakon uvrstavanja dobivamo sljedecu vrijednost funkcije cilja:
Z=T7-0+5-8 (5.7)
dakle, Z = 40.
Za kraj nam ostaje Cetvrta tocka i vrijednost funkcija cilja je:
Z=T7-3+5-4 (5.8)

gdje je Z = 41.

10 1

(0,8
8 1

Ova tocka je rjeSenje

34

4o + 3y = 24
2z +y =10

(0,0) (5,0)5 6 10

Slika 5.4. Prikaz tocke maksimuma funkcije cilja. Izvor: Izrada autora
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Usporedimo li dobivene vrijednosti, vidimo da je vrijednost funkcije cilja najveca u posljednjoj
tocki, Sto nam govori da je rjeSenje naseg problema tocka (3,4) i da ce tada funkcija cilja iznositi

41. Ovo je rjesenje prikazano na slici 5.4.

Sada ¢emo rijesiti isti primjer ali preko druge metode u kojoj koristimo vektor normale kako

bi dosli do Zeljenog rjeSenja.

Kod druge metode koristimo pravce koji predstavljaju funkciju cilja s jednadzbom Z = 7Tx+5y
za razlicite vrijednosti broja Z. Gradijent funkcije cilja je zapravo smjer njenog najbrzeg rasta, a

za linearnu funkciju gradijent je jednak vektoru normale za pravac 0 = 7z + 5.

Odgovarajuci pravac ¢emo u koordinatnom sustavu oznacavati isprekidanom narancastom lini-
jom kao na slikama 5.5 1 5.6 u nastavku. Pravac translatiramo u smjeru vektora normale pravca koji
je jednak radij-vektoru tocke (7,5), jer u tom smjeru raste funkcija cilja. Stoga ¢e se maksimalna

vrijednost posti¢i u najudaljenijoj tocki skupa mogucéih rjesenja.

Primjer 5.2. Rijesimo linearni program:

Z =Tz + by — max, (5.9
dr 4+ 3y < 24, (5.10)

2z +y < 10, (5.11)
r=>0, y=0. (5.12)

Prvi korak nam je isti kao kod prve metode rjeSavanja, gdje ¢emo ucrtati sva ogranicenja koja
imamo u koordinatni sustav u obliku pravaca i tako dobiti 4 toc¢ke u vrhovima omedenog podrucja
u kojem se nalazi nase rjeSenje. Ponovimo, nasa potencijalna rjeSenja su tocke: T1(0,0), T5(5,0),

T5(0,8), T4(3,4).

Kada smo to napravili, kako bi odredili nase rjesenje necemo uvrstavati svaku tocku u funkciju
cilja i gledati koje je rjesenje najvece kao Sto smo u proslom primjeru, nego ¢emo koristiti ve¢

spomenutu metodu vektora normale.

U jednadZbi funkcije cilja, umjesto Z pisemo nulu. To nam daje novu jednadzZbu pravca koja
izgleda ovako:
0= "7z + 5y. (5.13)

Taj pravac ucrtavamo u koordinatni sustav. Kako smo u jednadzbu uvrstili nulu, to nam govori da

Ce pravac prolaziti kroz ishodiste, kako prikazuje slika 5.5.

Kako bi odredili u kojoj je tocki rjeSenje trebamo translatirati pravac u smjeru normale sve
dok ne naidemo na posljednju od 4 moguce tocke (Z = max). Prije nego krenemo s translatira-
njem moZemo vidjeti da se ve¢ odmah pravac sijece s tockom T1(0,0), sto znaci da ona nije nase

rjesenje.
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10 1

(0,8
8 1

dor + 3y = 24
20 +y =10

(0,0) (5,005 6 10
Slika 5.5. Omedeno podrucje rjeSenja i pravac za Z = 0. Izvor: Izrada autora

Sada moZemo zapoceti s translacijom i prva tocka na koju nailazimo nakon ishodista je tocka
T5(5,0), koju pravac sijece za Z = 35. Ovaj je proces prikazan na slici 5.6.

Y

10 1

8 20 +y = 10
(0,8)

Ova tocCka je maksimum funkcije cilja

N\ 34

(0,0) (5.0)5 6 10

Slika 5.6. Prikaz svih translacijskih pravaca i konacnog rjesenja. Izvor: Izrada autora
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Nastavimo li dalje nailazi nam toc¢ka T5(0, 8), koju pravac sijece ako Z ima vrijednost 40.

Ostaje nam jos jedna tocka i na nju nailazimo posljednju, Sto znaci da je ona rjeSenje naseg
problema i to je tocka Ty(3,4). Pravac prolazi kroz nju ako za Z uzmemo vrijednost 41 kao $to
moZemo vidjeti na slici 5.6, a to je i rjeSenje koje smo dobili i metodom opisanom u prethodnom

primjeru.

Sada ¢emo analizirati primjer podrucja koje nije zatvoreno i gdje se trazi minimum, a ne mak-

simum funkcije cilja.

Primjer 5.3. Rijesimo linearni program:

Z = bx + Ty — min, (5.14)
x4+ 2y > 6, (5.15)

6z + 2y > 12, (5.16)

y <5, (5.17)

x>0, y>0. (5.18)

Kao prvi korak opet ucrtavamo sva ogranicenja u koordinatni sustav. NejednadZzbe pretvaramo

u jednadzbe i crtamo pripadne pravce.

Nakon toga gledamo vrste nejednadzbi gdje u prve dvije imamo znak > $to nam govori da
gledamo podrucje iznad tih pravaca, dok u trecoj nejednadzbu imamo znak < znaci da gledamo
podrucje ispod pravca. Time dobivamo konacno podrucje u kojem se nalazi nase rjesenje kako

prikazuje slika 5.7.

Slika 5.7. Prikaz ogranicenja i podrucje rjesenja. Izvor: Izrada autora
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Nase rjesenje se nalazi u jednom od vrhova obojanog podrucja. U obzir nam dolaze 3 tocke

koje su vrhovi tog podrucja. Rijec je o tockama: (%, 5), (1.2,2.4) i (6,0).

Za rjeSavanje ovog zadatka, koristiti cemo metodu vektora normale. Zapisujemo jednadZbu
funkcije cilja kao Z = bx + Ty gdje umjesto Z ubacujemo nulu. Dobivamo novu jednadZbu
(Z = 0) i pripadni pravac crtamo u koordinatni sustav. Taj novi pravac funkcije cilja ¢e prolaziti

kroz ishodiste, ispod sva tri moguca rjesenja zadatka.

Nase optimalno rjeSenje (minimum) dobit cemo translatiranjem pravca od ishodista prema
gore dok pravac ne presijece neku od 3 tocke koje su potencijalna rjesenja i ta tocka ce imati
traZenu minimalnu vrijednost funkcije cilja (Z = man). Primijetimo da za razliku od problema
maksimuma gdje smo traZiti tocku koja je od ishodista najudaljenija, ovdje traZimo tocku koja je

ishodistu najbliza.

6x + 2y =12

1.2,24)

Slika 5.8. Prikaz tocke minimuma funkcije cilja. Izvor: Izrada autora

Kao sto moZemo vidjeti na slici 5.8, kod translacije pravac je najprije presjekao tocku (1.2,2.4).
To nam govori kako je ona zapravo nasSe optimalno rjeSenje, tj. da ona minimizira vrijednost

funkcije cilja. Uvrstimo li tu tocku vrijednost naSe funkcije cilja Ce iznositi:
4=5-124+7-24 (5.19)
odnosno, optimalni Z Ce iznositi 22.8.
Linearni program ne mora uvijek imati samo jedno rjeSenje. To nam pokazuje iduéi primjer
gdje ¢emo imati slucaj s dva rjeSenja.
Primjer 5.4. Rijesimo linearni program:

Z = 4z + 6y — max, (5.20)



2z + 3y < 120,
6x + 5y < 300,
x > 10,

x>0, y=>0.
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(5.21)
(5.22)
(5.23)
(5.24)

Pocinjemo tako sto sva ogranicenja definirana nejednadzbama ucrtavamo u koordinatni sustav.

Najprije nejednadZbe pretvorimo u jednadZbe i nacrtamo pripadajuce pravce. Zatim, analiziramo

znak nejednakosti. Prve dvije nejednadzbe sadrie znak "manje ili jednako" (<), sto znaci da

traZimo podrucje ispod tih pravaca. Treca nejednadZba sadrZi znak "vece ili jednako" (>) pa

traZimo podrucje desno od tog pravca. Preklapanjem svih podrucja dobivamo podrucje u kojem

se nalazi rjesenje kao sto prikazuje slika 5.9.
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6z + 5y = 300

2z + 3y = 120

x
10 20 30 40 50 60 70

Slika 5.9. Prikaz svih ogranicenja i podrucje u kojem se nalazi rjesenje. Izvor: Izrada autora

U dobivenom omedenom podrucju, moZemo vidjeti 4 vrha tj. 4 tocke koje predstavljaju nasa
potencijalna rjeSenja. Rijec je o tockama T1(10,0), T5(10,19%), T5(2, 15), T4(50, 0).

2

Koristit cemo prvu metodu rjesavanja problema, odnosno svaku pojedinu tocku c¢emo uvrstiti

u funkciju cilja. Dobivamo:

e Prvatocka: 7 =4-10+6 -0 = 40,

* Druga tocka: Z =4-10 + 6 - 1% = 240,

o Trecatocka: Z =4 -2 +6-15 = 240,

e Cetvrta tocka: 7 = 4-50 + 6 -0 = 200.
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MoZemo vidjeti kako smo dobili dvije maksimalne vrijednosti koje su jednake i iznose 240.

Rijec je o tockama T5(10, %) i T3(§, 15) te su one rjeSenja problema oznacena na slici 5.10.

Yy
70
60
6x + 5y = 300
40
\_ ___\--->0Ove dvije tocke su maksimumi naSe funkcije
15
2z + 3y = 120
T 1y
* ® T
10 50 60 70

Slika 5.10. Prikaz linearnog programa s dva rjesSenja. Izvor: Izrada autora

Ovaj zadatak smo rijesili pomocu prve metode, ali smo mogli koristiti i drugu metodu tj. me-
todu translacije po vektoru normale. Tada bi u funkciju cilja umjesto Z ubacili vrijednost 0 i taj
dobiveni pravac translatirali prema gore dok ne naidemo do zadnje tocke potencijalnog rjesenja.

Taj je postupak ilustriran na slici 5.11.

Y
70

60

40

Slika 5.11. Prikaz rjesenja preko metode vektora normale. Izvor: Izrada autora

MoZemo uociti da ¢e pravac prvo proci kroz tocku T, zatim kroz tocku Ty i onda u isto vrijeme
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i za istu vrijednost (Z = 240) ¢e prolaziti kroz tocke T5(10, 12—0) iT 3(§, 15) koje su maksimumi i

rjeSenje problema, kao i kod prve metode.

PokaZzimo sada slucaj kada linearni program nema rjesenja.

Primjer 5.5. Rijesimo linearni program:

Z = 10x 4+ 7y — min, (5.25)
bx + Ty > 350, (5.26)
4z + 5y < 200, (5.27)
x>0, y=>0. (5.28)

Za pocetak ponovno nejednadibe tj. ogranicenja pretvaramo u jednadzbe i ucrtavamo ih u
obliku pravaca u koordinatni sustav. Kako u prvom ogranicenju imamo oznaku > gledati ¢emo
podrucje iznad pravca, a u drugom ogranicenju < pa gledamo podrucje ispod tog pravca. Dobi-

jemo podrucje prikazano na slici 5.12.

Yy
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40
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10 4o + by = 200

x
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Slika 5.12. Prikaz ogranicenja i dva podrucja koja se ne sijeku. Izvor: Izrada autora

MoZemo vidjeti kako ova dva podrucja nemaju zajednickih tocaka, sto nam govori da ovaj

program zapravo nema rjesenje jer nema tocke koja zadovoljava sva ogranicenja.

Svi dosadasnji primjeri su imali svoja ograni¢enja koja bi ogranicili simbolima < ili >, sada
¢emo pokazati kako bi rijeSili program ako je nase ograni¢enje odredeno znakom "="te ¢e ujedno

ovo biti 1 posljednji apstraktni primjer u ovome poglavlju.
Primjer 5.6. Rijesimo linearni program:

Z = 10x + 7Ty — max, (5.29)
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dx + Ty < 350, (5.30)
4z + 5y > 200, (5.31)

x = 20, (5.32)
x>0, y=>0. (5.33)

Ponavljamo postupak kod crtanja ogranicenja, gdje ih ucrtavamo u obliku pravaca u koor-
dinatni sustav. U prvom ogranicenju imamo oznaku < i gledati cemo podrucje ispod pravca, a
u drugom ogranicenju > te gledamo podrucje iznad pravca. Trece ogranicenje ima oznaku jed-
nakosti Sto nam govori da ¢e nase traZeno rjeSenje morati biti na tom pravcu. PrikaZemo li ta
ogranicenja graficki, dobijemo podrucje kao na slici 5.13.

(Y
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40 \\T2
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20 5z + Ty = 350
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Slika 5.13. Prikaz ogranicenja i podrucja u kojem se nalazi rjeSenje. Izvor: Izrada autora

Do sada smo u ovakvim primjerima dobili po Cetiri tocke koje su bile potencijalna rjesenja,
ali kako je sada u jednom ogranicenju rijec¢ o jednakosti i rjeSenje mora biti na tom pravcu, to
nam govori kako ovdje imamo samo 2 moguca rjeSenja. Tocnije, nase rjeSenje mora biti u zelenom
podrucju i biti dio narancastog pravca. Kako traZimo maksimum, nasSe rjeSenje je jedno od dvije

rubne tocke koje su u tom podrucju. Te tocke smo oznacili s Ty i T5.

Rijesit ¢emo ovaj zadatak pomocu metode provjere buduci je u ovom slucaju brza i jednostav-

nija.

Nasa potencijalna rjeSenja su tocke T1(20,24) i T5(20,35.7). Kako bi odredili koja je nas

maksimum, uvrstit c¢emo ih u funkciju cilja i vidjeti kada ima vecu vrijednost.

Funkcija cilja glasi Z = 10x + Ty. Uvrstimo li obje tocke dobivamo slijedece:

e 77:10-204 724 = 368,



27

e 75:10-2047-35.7 = 450.

Zakljucujemo kako je vrijednost veca u tocki T, te je ona rjesenje zadanog linearnog pro-

grama.

U sljedecem primjeru prikazat éemo rjeSavanje jednog realnog problema. Tekst primjera je
preuzet iz izvora [10], dok su brojevi izmiSljeni ali su odabrani u skladu sa statistickim podacima

dostupnima na webu.

Primjer 5.7. Poljoprivrednica ima farmu od 270 jutara' na kojoj sadi dvije kulture: kukuruz i soju.
Za svako zasadeno jutro kukuruza, troskovi su joj 500 eura, a za svako zasadeno jutro soje, troskovi
su 900 eura. Svako jutro kukuruza zahtijeva 110 busela® skladisnog prostora i donosi profit od 60
eura. Svako jutro soje zahtijeva 50 busSela skladisnog prostora i donosi profit od 90 eura. Ako je
ukupna kolicina dostupnog skladisnog prostora 20 000 buSela, a poljoprivrednica ima 175 000
eura na raspolaganju, koliko jutara svake kulture bi trebala posaditi kako bi maksimizirala svoj

profit? Koliki ¢e biti njezin profit ako slijedi ovu strategiju?

U ovom cemo primjeru s x oznacavati broj jutara zasadenih kukuruzom, a sa y broj jutara
zasadenih sojom.
Kako broj zasadenih jutara kukuruza i soje ne moZze biti negativan dobivamo nase prvo ogra-
nicenje:
x>0, y=>0. (5.34)

Sljedece je ogranicenje budZeta, gdje poljoprivrednica na raspolaganju ima 175 000 eura.
Trosak zasadivanja jednog jutra kukuruza ju dode 500 eura, a jednog jutra soje 900 eura. Tu

dobivamo novo ogranicenje koje glasi:

500z + 900y < 175000. (5.35)

Kako poljoprivrednica ima novcani limit, tako ima i maksimalnu dopustenu kolicinu skladisnog
prostora koja iznosi 20 000 busela. Svako jutro kukuruza zahtijeva 110 busela skladisnog prostora,

a svako jutro soje 50 busela. To nas dovodi do ogranicenja oblika:

110z + 50y < 20000. (5.36)

Kao zadnje ogranicenje nam ostaje ukupna povrsina farme od 270 jutara. Kako poljoprivred-

nica sadi samo dvije kulture, kukuruz i soju, zadnje ogranicenje nam izgleda ovako:

x +y < 270. (5.37)

Jutro je povijesna mjerna jedinica za povrSinu zemljista, najcesce koriStena u poljoprivredi. Definira se kao
povrsina zemljiSta koja se moze obraditi u jednom danu uz pomo¢ jednog para volova. Veli¢ina jednog jutra varira
ovisno o regiji, a u Hrvatskoj jedno jutro iznosi oko 5750 kvadratnih metara.

2Bugel je povijesna mjerna jedinica za volumen Zitarica, a temelji se na masi suhog proizvoda. Jedan busel pSenice
teZi priblizno 60 funti (27.22 kg) i zauzima volumen od 35.24 litre.
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Pitanje je koliko jutara svake kulture treba posaditi da bi nam profit bio maksimalan ako znamo
da jedno jutro kukuruza donosi profit od 60 eura, a jedno jutro soje 90 eura. Tada jednostavno

moZemo zapisati nasu funkciju cilja skupa sa svim njenim ogranicenjima kao:

Z =60z + 90y — max, (5.38)
500z + 900y < 175000, (5.39)
110z + 50y < 20000, (5.40)
r+y < 270, (5.41)
r>0, y=>0. (5.42)

Sada krecemo na rjesavanje ovog linearnog programa.

Uvjet nenegativnosti nam govori da nam je potreban samo prvi kvadrant koordinatnog sustava,

jer su u njemu obje osi pozitivne.

Dalje, imamo tri ogranicenja koja su zapisana kao nejednadZbe i koje treba pretvoriti u jed-
nadZbe. To ¢emo napraviti tako da simbole < zamjenimo sa znakom jednakosti (=). Ta zamjena

nam je potrebna kako bi ta ogranic¢enja mogli nacrtati kao pravce unutar koordinatnog sustava.

Kako je u sva 3 ogranicenja rijec¢ o simbolu <, nase podrucje rjesenja ¢e se nalaziti ispod tih

pravaca. Konacno podrucje rjesenja je ono koje obuhvaca presjek podrucja sva 3 pravca kako

prikazuje slika 5.14.
Y
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1102 + 50y = 20000
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Slika 5.14. Prikaz svih ogranicenja i podrucje u kojem se nalazi rjesenje. Izvor: Izrada autora

Sa slike moZemo vidjeti kako smo kao podrucje rjesenja dobili nepravilni cetverokut. Nase
rjesenje se nalazi u jednom od njegovih vrhova. Cetiri tocke koje su potencijalna rjeSenja su

tocke:
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* T1(0,0) - ta tocka nam je ishodiste,

T5(0,194.4) - tocka u kojoj pravac 500z + 900y = 175000 sijece y os,

T5(125,125) - tocka gdje se sijeku pravci 500x + 900y = 175000 i 110z + 50y = 20000,

T4(181.8,0) - tocka u kojoj pravac 110z + 50y = 20000 sijece x os.

Zadatak c¢emo rijesiti s obje metode kako bi usporedili rjeSenja i time provjerili njihovu tocnost.

Krenuti éemo sa prvom metodom uvrstavanja tocki tj. vrhova podrucja u funkciju cilja.

e Prvatocka: 7 =60-04+90-0=0,
* Druga tocka: Z =60 -0+ 90 -194.4 = 17496,
e Treéa tocka: Z = 60 - 125+ 90 - 125 = 18750, — max

e Cetvrta tocka: Z = 60 - 181.8 + 90 - 0 = 10908.

Uvrstavanjem toc¢aka u funkciju cilja moZemo zakljuciti da je najvecéa vrijednost u tocki T i da
Jje ona maksimum koji traZimo. Dakle, da bi profit bio maksimalan poljoprivrednica mora posaditi

125 jutara kukuruza i 125 jutara soje kako bi imala profit od 18 750 eura.

Rijesimo sada problem i drugom metodom i tako provjerimo hoce li isto tocka 'T’s biti maksi-

mum.

Prvi korak je isti, gdje crtamo ogranicenja kao pravce i dobivamo podrucje u kojem se nalazi
potencijalno rjesenje. Kao i u prijasnjim primjerima, u funkciju cilja umjesto Z upisujemo nulu te
dobiveni pravac crtamo u koordinatni sustav kao sto prikazuje slika 5.15.
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Slika 5.15. Prikaz podrucja u kojem se nalazi rjeSenje i pravac za Z = 0. Izvor: Izrada autora
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Kako bi dobili rjesenje, moramo translatirati taj pravac prema gore sve dok ne prode kroz sva
4 nasa rjesenja. Ono rjesenje kroz koje prode posljednje ¢e biti ujedno i rjesenje koje traZimo.

Yy
300

300

T

Slika 5.16. Uvecani prikaz kada funkcija cilja prolazi kroz svaku od tocki. Izvor: Izrada autora

Kao sto vidimo na slici 5.16, funkcija cilja najprije prolazi kroz tocku Ty, zatim kroz Ty pa T i
konacno kroz tocku Ts. To nam govori da je tocka T5(125,125) rjeSenje i traZeni maksimum, isto

kao i kada smo zadatak rjesavali prvom metodom.



6. Dualni problem linearnog programiranja

Dualno programiranje je korisna tehnika u optimizaciji koja se koristi za rjeSavanje problema
linearne optimizacije. Za svaki problem linearne optimizacije, nazvan primarni problem, postoji
odgovarajuéi dualni problem. Ova dva problema su usko povezana. RjeSenje dualnog problema
daje nam informacije o rjeSenju primarnog problema. Konkretno, optimalno rjeSenje dualnog
problema daje nam donju ili gornju granicu optimalnog rjeSenja primarnog problema (u zavisnosti
od toga da li je primarni problem minimuma ili maksimuma). Ovo poglavlje je obradeno pomoc¢u

izvora [11].

U nekim slucajevima, rjeSavanje dualnog problema moZe biti lakse od rjeSavanja primarnog
problema. Ovo je posebno korisno kod problema sa velikim brojem varijabli ili ograniCenja.
Ukratko, dualno programiranje je kao da gledamo problem iz dva razlicita ugla. Analizirajuci
oba ugla (primarni i dualni problem), moZemo dobiti bolje razumijevanje originalnog problema i

pronaci efikasnije nacine za njegovo rjeSavanje.

Razmotrimo standardni oblik problema linearne optimizacije (primarni problem):

'z — min, (6.1)
Az <b, 6.2)
x>0, (6.3)

gde je c vektor koeficijenata funkcije cilja, A matrica ogranicenja, b vektor desne strane ogranice-

nja, dok je = vektor varijabli odlucivanja.

Dualni problem za ovaj primarni problem glasi:

bTy — max, (6.4)
ATy > ¢, (6.5)
y > 0. (6.6)

gde je y vektor dualnih varijabli.

Primijetimo da maksimizacija u primarnom problemu znaci minimizaciju u dualnom, a na isti
nacin se mijenja i tip ogranicenja.

Postoje dva bitna teorema u dualnom programiranju, koja zbog svoje sloZenosti ovdje navo-

dimo bez dokaza:

1. Teorem o slaboj dualnosti: Ako su x i y dopustiva rjeSenja za primarni i dualni problem,

tada vrijedi: cTz > bTy.

31
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2. Teorem o jakoj dualnosti: Ako primarni problem ima optimalno rjeSenje, onda i dualni
problem ima optimalno reSenje, a vrijednosti funkcija cilja u optimalnim rjeSenjima su jed-

nake.

3. Teorem o komplementarnosti uvjeta: Ako je u rjeSenju dualnog problema y; > 0 tada
je odgovarajuce ogranicenju primarnog problema aktivno, tj. rjeSenje se nalazi na njegovu

rubu.

Dualne varijable Cesto imaju prakti¢no znacenje u kontekstu problema, pruzajuéi uvid u "ci-

jenu" resursa ili "vrijednost" relaksacije ogranicenja.

Sad ¢emo pokazati primjenu dualnog programiranja na dva primjera koja imaju izmisljene po-

datke, a vezana su za elektrotehniku. RijeC je o proizvodnji Zica i nabavi raznih vrsta kondenzatora.

Primjer 6.1. Tvornica proizvodi aluminijsku, bakrenu i celicnu Zicu pomocu dva stroja. Jedan
stroj radi s prosjecnom snagom od 100 kW te proizvodi aluminijsku i celicnu Zicu, dok drugi od
40kW i proizvodi samo bakrenu. Za svaki kilogram aluminijske Zice potrebno je 9 kWh elektricne
energije i 0.09 sati tj. 5 minuta rada. Za svaki kilogram bakrene Zice potrebno je 12 kWh elektricne
energije i 18 minuta rada. Za svaki kilogram celicne Zice potrebno je 10 kWh elektricne energije i
6 minuta rada. Dostupnost elektricne energije ograniceno je na 800 kWh dnevno, dok postrojenje
radi 8 sati tj. 480 minuta dnevno. Neka je trZisna cijena aluminijske Zice 3 eura po kilogramu,
bakrene 6 eura po kilogramu i Celicne 2 eura po kilogramu. Odredimo koliko koje Zice treba biti

proizvedeno da bi profit bio maksimalan.

Varijable odlucivanja u ovom slucaju su:

* 11 - broj kilograma aluminijske Zice proizvedene dnevno,
* x4 - broj kilograma bakrene Zice proizvedene dnevno,

* 13 - broj kilograma celicne Zice proizvedene dnevno.

Najprije zapisujemo uvjet nenegativnosti jer je rijec o kilogramima koji ne mogu biti negativni,
pa vrijedi:
xy Z Oa o) Z Oa T3 Z 0. (67)

Kako je za svaki kilogram aluminijske Zice potrebno 9 kWh el. energije, za bakrenu Zicu 12
kWh el. energije te za celicnu Zicu 10 kWh, uz dnevno ogranicenje koje iznosi 800 kWh dolazimo
do drugog ogranicenja:

971 + 1229 + 1023 < 800. (6.8)

Dalje, za proizvodnju kilograma aluminijske Zice potrebno je 5 minuta rada, za proizvodnju

kilograma bakrene Zice 18 minuta rada te za proizvodnju kilograma celicne Zice 6 minuta rada.
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Kako nam je ukupan broj radnih minuta dnevno 480, nase zadnje ogranicenje glasi:

Na kraju, kako je triisna cijena aluminijske Zice 3 eura po kilogramu, bakrene 6 eura po
kilogramu te cCelicne 2 eura po kilogramu, to nam govori da ce funkcija cilja (maksimiziranje

profita) uz zadana ogranicenja izgledati ovako:

Z = 3x1 + 619 + 2r3 — max. (6.10)

Konacno, citav linearni program poprima oblik:

Z = 3x1 + 629 + 223 — max, (6.11)
T > O, Ty > O, T3 > 0. (614)

Sada krecemo s uvodenjem dualnih varijabli:

* i - cijena elektricne energije izraZena u kolicini kWh,

* Yo - cijena rada izraZena u broju radnih minuta.

Nova ogranicenja ¢e zamijeniti vrijednosti stupaca s redovima koji stoje uz xy i x5, dok ce
se koeficijenti u funkciji cilja Z zamijeniti s vrijednostima koje se nalaze sa desne strane njenih
ogranicenja i tako tvoriti novu funkciju cilja W s njenim ogranicenjima koja ce imati varijable 1,
i Yo.

Nas dualni problem ¢e umjesto tri nepoznanice imati samo dvije, te ce glasiti:

W = 800y; + 480y, — min, (6.15)
91 + dSy2 > 3, (6.16)

12y, + 18y, > 6, (6.17)

10y; + 6y2 > 2, (6.18)

y1 >0, 32 >0. (6.19)

Rjesavanje ovog dualnog problema moZe se izvrsiti grafickom metodom. RjeSenje dualnog pro-
blema dat ¢e nam optimalne vrijednosti dualnih varijabli, koje predstavijaju "cijene" resursa. Ove

cijene nam mogu pomoci da razumijemo koliko je koji resurs vazan za ostvarivanje maksimalnog

profita.
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1 + dy2 = 3
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Slika 6.1. Prikaz svih ogranicenja i podrucje u kojem se nalazi rjesenje. Izvor: Izrada autora

Kako su sva tri ogranicenja postala >, traZimo podrucje iznad njih. Narancasti pravac je
najmanji i nema presjeka sa ostala dva pravca te ga moZemo i zanemariti. Kao sto vidimo na slici
6.1, nase minimalno rjesenje je negdje na rubovima podrucja obojanog zelenom bojom. Namecu
nam se tri tocke kao rjesenja i to su tocke T1(0,0.6), 15(0.2353,0.1765) te 15(0.5,0).

Koristimo prvu metodu za rjeSavanje, koristenu u mnogim primjerima prije tako da je ovdje
detaljno ne objasnjavamo. Funkcija cilja glasi W = 800y, + 480y,. Uvrstimo li sve tri tocke,

dobivamo slijedece:

e 77 —800-0+480-0.6 = 288,
e 75 —800-0.2353 + 480 - 0.1765 = 272.94,

e T5 —800- 0.5+ 480 - 0 = 400.

Uvrstavanje svih toc¢aka u funkciju cilja trazimo nas minimum, te dobivamo kako je nase rje-
Senje tocka T5(0.24,0.18).

Rjesenje vy = 0.2353" nam govori da bi povecanje dostupne elektricne energije za 1 kWh
dnevno povecalo ukupnu zaradu tvornice za 0.24 eura, pod uvjetom da se ostali parametri ne
mijenjaju.

Nadalje, rjesenje y, = 0.1765 nam govori da bi povecanje radnog vremena postrojenja za 1
minutu dnevno povecalo ukupnu zaradu tvornice za 0.18 eura, ponovno pod uvjetom da se ostali

parametri ne mijenjaju.

Istaknimo da se ovakva analiza rjesenja dualnog problema zove analiza osjetljivosti.
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Odredimo sada prema teoremima dualnosti i rjesenje primarnog problema. Teorem o jakoj

dualnosti kaZe da su vrijednosti funkcije cilja u oba problema iste, pa vrijedi:

3x1 + 629 + 2253 = 272.94. (6.20)

Nadalje, prema teoremu o komplementarnosti uvjeta su oba uvjeta aktivna, tako da vrijedi:
5x1 + 18x9 + 6x3 = 480. (6.22)

Ovime smo dobili sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice c¢ija su rjeSenja x1 = 84.705, xo =
3.137 i x3 = 0.000833. Prema ovome, tvornica bi se trebala orijentirati na proizvodnju aluminij-
ske Zice, u vrlo maloj mjeri na proizvodnju bakrene Zice, a celicnu Zicu ne proizvoditi. U ovom smo
primjeru pokazali kako se primarni problem koji zbog prevelikog broja varijabli nije bilo moguce
rijesiti grafickom metodom, sveo na dualni problem Cije je rjesenje moguce. RjeSavanjem dualnog
problema, takoder dobivamo i informacije koje nam pomazu da donosimo bolje poslovne odluke o

alokaciji resursa i maksimizaciji profita.

Primjer 6.2. Tvrtka koja proizvodi elektronicke uredaje treba nabaviti kondenzatore tri tipa (elek-

trolitski, keramicki i tantal) za sljedecu proizvodnu seriju.
» Elektrolitski kondenzator: Kosta 0.10 eura po komadu, osigurava kapacitet od 2.5 puF' i

zauzima 3 mm>.

» Keramicki kondenzator: Kosta 0.02 eura po komadu, osigurava kapacitet od 0.1 F' i za-

uzima 2 mmp?.

* Tantal kondenzator: Kosta 0.50 eura po komadu, osigurava kapacitet od 10 pF' i zauzima 4

mm?.

Za proizvodnju je potrebno osigurati minimalno 70 pF' ukupnog kapaciteta, a dostupna povrsina
na tiskanim plocicama za montazu kondenzatora je 100 mm?. Cilj je minimizirati ukupne troskove

nabave kondenzatora.

Razmatramo sljedece varijable:

* 11 = broj elektrolitskih kondenzatora,
* 19 = broj keramickih kondenzatora,

* 13 = broj tantala.
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Ponovno zapocinjemo s uvjetom nenegativnosti jer je rijec o broju kondenzatora pa vrijedi:

21 >0, 23>0, x3>0. (6.23)

Jedan elektrolitski kondenzator sadrZi kapacitet od 2.5 pF', keramicki od 0.1 pF' te tantal od
10 pF'. Kako je potrebno osigurati barem 70 i F' drugo ogranicenje je:

2.521 + 0.1x5 + 10z3 > 70. (6.24)

Pogledamo li koliko prostora svaki zauzima na tiskanoj plocici, vidimo kako elektrolitski kon-
denzator zauzima 3 mm?, keramicki 2 mm?, a tantal 4 mm?. Kako je dostupna povrsina na

tiskanim plo&icama za montazu kondenzatora 100 mm?, to nam daje novo ogranicenje:

371 + 2x9 + 423 < 100. (6.25)

Za kraj, cijena jednog elektrolitskog kondenzatora iznosi 0.10 eura po komadu, keramickog
0.02 eura, a tantala 0.50 eura. Shodno tome, nasa funkcija cilja (minimiziranje troskova) i njena

sva ogranicenja glase:

Z = 0.10z; + 0.02z2 4 0.523 — min, (6.26)
2.5x1 + 0.1z9 + 1023 > 70, (6.27)

3x1 + 2z + 423 < 100, (6.28)

T Z 0, i) Z O, xT3 Z 0. (629)

Ponovno uvodimo dualne varijable te ih zapisujemo kao:

* yy nam predstavlja iznos dodatnog I kapaciteta.

* 1y nam predstavlja iznos dodatne mm? povrsine.

Dualni problem, kao u prethodnom primjeru zapisujemo u obliku:

W = T70y; 4+ 100y — max. (6.30)
Uz ogranicenja:
2.5y1 + 3y2 < 0.10, (6.31)
0.1y1 + 2y, < 0.02, (6.32)
10y1 + 4y2 < 0.5, (6.33)

y1 >0, y2 > 0. (6.34)
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Y2

0.06 +

0.05 +

0.04 +

0.03 +~\2.5y1 +3y2 = 0.1

0.02

0.01 0.1y; + 2y = 0.02

T T T T t U1
Ty 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Slika 6.2. Prikaz svih ogranic¢enja i podrucje u kojem se nalazi rjeSenje. Izvor: Izrada autora

Kako su u ovom primjeru sva tri ogranicenja postala <, traZimo podrucje ispod njih. Kao
sto vidimo na slici 6.2, naSe maksimalno rjesenje je negdje na rubovima podrucja obojanog
zelenom bojom. Namecu nam se Cetiri tocke kao rjeSenja i to su tocke T1(0,0), T»(0,0.01),

T5(0.0298,0.0085) te T;(0.04, 0).

Ponovno koristimo prvu metodu za rjesavanje. Funkcija cilja glasi W = 70y, + 100y,. Uvr-

stimo li sve Cetiri tocke, dobivamo slijedece:

Ty —70-0+100-0 =0,

e T, —70-04100-0.01 =1,

T5 —70-0.0298 + 100 - 0.0085 = 2.936, — max

T, —70-0.04+100-0=28.

Uvrstavanjem svih tocki u funkciju cilja traZimo maksimum, te dobivamo kako je rjeSenje tocka
T5(0.0298,0.0085).

Rjesenje y; = 0.0298 nam govori koliko bi trosak nabave porastao ako bi se zahtjev za mi-
nimalnim kapacitetom povecao za 1 pF, dok y, = 0.0085 nam govori koliko bi trosak nabave

porastao ako bi se dostupna povrsina smanjila za 1 mm?.

Ove informacije su korisne za donosenje odluka o eventualnim izmjenama u dizajnu uredaja
(npr. smanjenje zahtjeva za kapacitetom ili koristenje manjih komponenti) kako bi se optimizirali

troskovi.
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Odredimo opet, koristeci teoreme dualnosti, rjeSenje primarnog problema. Teorem o jakoj

dualnosti kaZe da su vrijednosti funkcije cilja u oba problema iste, pa vrijedi:

0.10x; + 0.02z5 + 0.525 = 2.936. (6.35)

Dalje, prema teoremu o komplementarnosti uvjeta su oba uvjeta aktivna, tako da opet vrijedi:

2.521 4+ 0.1z9 4+ 1025 = 70, (6.36)
371 + 229 + 423 = 100. (6.37)
Ponovno dobivamo sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice, Cija su rjesenja x1 = 27.6638,

To = 8.50633 i 3 = 0.0010. MoZemo zakljuciti da je tvrtki najisplativije proizvoditi elektrolit-
ske kondenzatore, u manjim kolicinama keramicke kondenzatore te prestati s proizvodnjom tantal

kondenzatora.



7. Metode rjeSavanja linearnog programa s ve¢im brojem varijabli

Graficka metoda za rjeSavanje problema moZe biti vrlo mocan alat, posebno kada se radi o
problemima s dvije varijable. Medutim, kada se broj varijabli poveca, ova metoda postaje sve
manje prakti¢na i korisna. U nastavku ¢u navesti neke od glavnih razloga zaSto graficka metoda

nije dobra za viSe varijabli. Ovo poglavlje je obradeno pomocu izvora [7].

Sto se ti¢e dimenzionalnih ograni¢enja, grafi¢ka metoda se temelji na vizualnom prikazu poda-
taka. Dok je relativno jednostavno nacrtati graf s dvije varijable (dvije osi na ravnini), dodavanje
treCe varijable zahtijeva trodimenzionalni prikaz, $to je veC sloZenije. Kada broj varijabli prelazi
tri, vizualni prikaz postaje gotovo nemogu¢ jer ljudsko oko nije prilagodeno za percepciju vise od
tri dimenzije odjednom. Cak i ako uspijemo prikazati podatke s tri varijable u trodimenzional-
nom prostoru, interpretacija takvih grafova postaje vrlo slozena. Tesko je jasno vidjeti odnose
izmedu varijabli, prepoznati obrasce ili izvu¢i smislene zakljucke iz takvih prikaza. Na primjer,
u trodimenzionalnom grafu, razliCite tocke mogu se preklapati ili biti skrivene jedna iza druge,
Sto oteZava analizu i razumijevanje podataka. Osim toga, ljudski mozak nije prirodno sposoban za

interpretaciju sloZenih trodimenzionalnih struktura, Sto dodatno smanjuje korisnost takvih grafova.

Kada pokuSavamo prikazati viSe varijabli graficki, esto smo prisiljeni reducirati dimenzional-
nost podataka. To moZe dovesti do gubitka vaznih informacija i pojednostavljivanja koje moze
iskriviti stvarnu sliku i dovesti do pogreSnih zakljucaka. KoriStenjem dvodimenzionalnih projek-
cija za prikaz viSedimenzionalnih podataka moZe sakriti kriti¢ne odnose i interakcije izmedu vari-
jabli. Ovaj gubitak informacija moze biti posebno problemati¢an u kompleksnim analizama gdje
su preciznost 1 detalji jedni od kljucnih faktora. Softverski alati koji omogucéavaju graficki prikaz
podataka takoder imaju svoja ogranienja. lako postoje napredni alati za vizualizaciju podataka,
oni Cesto zahtijevaju specijalizirano znanje i vjeStine za pravilno koriStenje. Generiranje sloZenih
grafova moze biti racunalno zahtjevno, §to moZe ograniciti dostupnost i upotrebljivost takvih me-
toda. Takoder, mnogi standardni alati za vizualizaciju jednostavno nisu dizajnirani za rukovanje
velikim brojem varijabli, Sto mozZe dovesti do tehnickih poteSkoca i ogranicenja u analizi. Za ana-
lizu kompleksnih podataka s vise varijabli, bolje je koristiti naprednije statistiCke i matematicke
metode koje mogu pruziti dublji uvid i preciznije zakljucke. Jedna od najpoznatijih takvih metoda

je simpleks metoda.

7.1. Simpleks metoda

Simpleks metoda predstavlja jedan od najkoriStenijih algoritama za rjeSavanje problema line-
arnog programiranja. Razvijena od strane Georgea Dantziga sredinom 20. stolje¢a, ova metoda
omogucava pronalazenje optimalnog rjeSenja za linearnu funkciju cilja, uzimajuci u obzir defini-

rana linearna ogranicenja.

39



40

U srzi simpleks metode leze koncepti poliedarskog prostora rjeSenja i bazic¢nih rjeSenja. Poli-
edarski prostor rjeSenja predstavlja skup svih mogucih rjeSenja problema, definiran sustavom line-
arnih nejednadzbi. Bazi¢na rjeSenja, s druge strane, predstavljaju tocke u kutovima ovog poliedra,

igrajuci kljucnu ulogu u samom algoritmu.

Simpleks metoda funkcionira iterativno, prelazeci iz jednog bazi¢nog rjeSenja u drugo, sve
dok se ne pronade optimalno rjeSenje. Proces zapocinje inicijalizacijom, gdje se pronalazi pocetno
bazi¢no rjeSenje. Nakon toga, u svakoj iteraciji se provjerava optimalnost trenutnog rjeSenja. Uko-
liko rjeSenje nije optimalno, biraju se ulazna i izlazna varijabla, te se provodi pivotiranje - zamjena

varijabli u sustavu jednadzbi. Ovaj proces se ponavlja sve dok se ne dode do optimalnog rjeSenja.

U praksi, ova metoda se pokazala izuzetno brzom, unato€ ¢injenici da u najgorem slucaju njena
sloZenost moZe biti eksponencijalna. Takoder, za razliku od heuristickih metoda koje se temelje
na aproksimacijama i nagadanjima, simpleks metoda uvijek pronalazi tocno rjeSenje. Dodatna

prednost ove metode je njena fleksibilnost i moguénost primjene na Sirok spektar problema.

Ipak, 1 simpleks metoda ima svoja ograni¢enja. Jedno od njih je osjetljivost na degeneraciju,
Sto znaci da u nekim slucajevima algoritam moze zapeti u beskonacnoj petlji, ponavljajuci ista
rjeSenja. lako se u praksi rijetko dogada da simpleks metoda zahtijeva eksponencijalno vrijeme
za rjeSavanje problema, postoji teoretska moguénost takvog scenarija, Sto predstavlja joS jedno

ogranicenje ove metode.

Unato¢ navedenim ograni¢enjima, simpleks metoda ostaje nezamjenjiv alat u mnogim indus-
trijama. Njena prakticna uinkovitost, tocnost i fleksibilnost Cine je jednom od najpopularnijih

metoda za rjeSavanje problema linearnog programiranja.



8. Softversko rjesavanje linearnog programa

Softversko rjeSavanje linearnog programa ukljucuje koriStenje specijaliziranih alata za optimi-
zaciju funkcije cilja uz zadana ograni¢enja. Najces¢e metode su ve¢ spomenuta simpleks metoda,
metoda unutarnje tocke i dvofazna simpleks metoda. Prednosti softverskog rjeSavanja ukljucuju
brzinu, tocnost, fleksibilnost i moguénost integracije s drugim sustavima. Ovo poglavlje je obra-

deno pomocu izvora [12].

Neki od popularnih softverskih alata za linearno programiranje uklju¢uju MATLAB, Python
biblioteke (SciPy, PuLP, CVXPY), Gurobi, CPLEX, Microsoft Excel i mnogi drugi. Mi ¢emo
obratiti paZznju na Microsoft Excel i njegov programski dodatak Excel solver u kojem se odvija

rjeSavanje linearnog programa.

8.1. Excel solver

Solver je ve¢ spomenuti dodatak za Microsoft Excel koji omogucuje optimizaciju vrijednosti
jedne Celije mijenjanjem vrijednosti drugih éelija. Na primjer, moZemo prilagoditi koli¢inu resursa

dodijeljenih razli¢itim projektima kako bismo maksimizirali ukupnu efikasnost.

Prvo, potrebno je dodati Solver u Excel. To ¢emo uciniti tako da u Microsoft Excelu odemo na
File, Options i tamo pod Add-ins odaberemo na$§ Solver. Slijedi primjer s kojim ¢u pokazati kako

pomocu Solvera moZemo do¢i do optimalnog rjeSenja. Primjer ima izmisljene podatke.

Primjer 8.1. Slikarica i njen tim Zele postaviti u prodaju 3 formata art printeva. Jedan velikog
formata, drugi srednjeg i tre¢i malenoga. Za izradu najmanjeg art printa, slikarici treba 2 sata
slikanja, stolaru treba 1 sat da sloZi okvir te mladom pomagacu 1 sat da ucvrsti i nategne platno.
Za srednji art print potrebna su 4 sata slikanja, 2 sata slaganja okvira te 2 sata za pripremu platna.
Za najveci art print na slikanje se potrosi 6 sati, na slaganje okvira 3 sata te na pripremu platna
2 sata. Najmanji print ¢e se prodavati po cijeni od 40 eura, srednji po cijeni od 80 te najveci po
cijeni od 100 eura. Slikarica ima na raspolaganju 70 sati za slikanje, stolar radi 80 sati dok mladi
pomocnik svega 60 sati. U cilju im je ostvariti sto vec¢u zaradu ako moraju napraviti barem jedan

veliki print te maksimalno 10 srednjih.

U ovom zadatku ¢emo broj malih printeva oznaciti sa x, broj srednjih sa y i broj velikih prin-
teva sa z. Kako se radi o kolicini printeva, logicno je da su vrijednosti pozitivni brojevi i uvjeti

nenegativnosti izgledaju ovako:

x>0, y>0, z2>0. (8.1)

Svaka osoba moZe raditi odredeno vrijeme te svaki print oduzme razlic¢itu kolicinu vremena da

se zavrsi.
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Slikarica ima na raspolaganju od 70 sati. Za najmanji print joj treba 2 sata, za srednji 4 dok

za veliki mora izdvojiti 6 sati rada. To nas dovodi do novog ogranicenja:

2z + 4y 4+ 62 < 70. (8.2)

Jednako kao slikarica i stolar i pomagac¢ imaju ograniceno vrijeme rada te moraju uloZiti

razlicite kolic¢ine vremena za pojedine printeve. Iz toga nam proizlaze nova dva ogranicenja:

* za stolara koji je ogranicen s 80 sati rada, te mu za mali print treba 1 sat, za srednji 2 te za
veliki 3 sata:
x4+ 2y + 3z < 80. (8.3)

* za pomagaca koji radi 60 sati i potrebno mu je za mali print 1 sat, dok za srednji 2 sata isto
kao i za veliki:
r + 2y + 2z < 60. (8.4)

Slikarica i njen tim su imali u planu napraviti minimalno jedan veliki print te ne vise od 10
srednjih, dakle:
y < 10, (8.5)

z > 1. (8.6)

Cijena malog printa iznosi 40 eura, srednjeg 80 eura i velikog 100 eura. Kako bismo ostvarili

maksimalnu dobit uz navedene uvjete, postavljamo linearni program:

F =40z + 80y + 1002 — max (8.7)
2 + 4y + 62 < 70, (8.8)

x4+ 2y + 3z < 80, (8.9)

x+ 2y + 2z <60, (8.10)

y < 10, (8.11)

z>1, (8.12)

x>0, y>0, z2>0. (8.13)

Kako ¢emo zadatak rijesiti u Excelu, potrebno je prikazati sucelje aplikacije. Na slici 8.1
vidimo pocetnu tablicu u koju je potrebno ubaciti nasa ogranicenja i nakon nekoliko koraka koje

¢emo u nastavku objasniti, dobivamo rjeSenje problema.

Prvi korak je upisivanje svih ogranicenja u tablicu. U naSem primjeru imamo 8 ogranicenja
koja pisemo redom, kao $to smo ih prethodno naveli, u paZljivo odabrane Ccelije kako bi program
dao ispravno rjeSenje. Sto se ti¢e uvjeta nenegativnosti, oni nisu potrebni u Excelu ali smo ih

svejedno zapisali radi konzistentnosti.
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Primjer 8.1.

Mali Srednji  |Veliki Veli€ina printa (x, y, z)
‘ Cijena a b © Koeficijentiuz x, y, 7
Ogranicenja LHS RHS Rjesenja: Opis ogranifenja:
1 <=>
2 <=>
3. <=5
4. <=>
3 <=>
6. <=>
7. <=>
8. <=>

X y z F

‘ Konaéno rjeSenje: Maksimalna zarada |

Slika 8.1. Pocetna tablica u Solveru u koju ¢emo upisivati nasa ogranicenja. Izvor: Izrada autora

"n_rn

Nakon toga nam preostaje u celije u kojima su koeficijenti "a", "b" i "c", zapisati vrijednosti
cijena svakog printa od najmanjeg do najveceg. Dakle, na mjesto slova "a" ¢e i¢i broj 40, slova
"b" 80 i slova "c" 100.

U plavi stupac "Rjesenja" moramo upisati koje Celije se mnoZe i zbrajaju kako bi program znao
Sto mi Zelimo. Nakon upisivanja svih vrijednosti, na slici 8.2 moZemo vidjeti kako bi to izgledalo i

kako moramo ispuniti svaku Celiju u stupcu "Rjesenja".

Primjer 8.1.

Mali Srednji  |Veliki Veli¢ina printa (x, y, z)
‘ Cijena 40 80 100|Koeficijenti uz x, y, 7
Ogranicenja LHS RHS Rjesenja: ‘ Opis ogranicenja:
a, 7 4 6|<= 70[=123%$1$13+K23%$1513+123*5K513]
2 il 2 3|<= 80 0|Vrijeme slaganja okvira
3 i 2 2|<= 60 0|Vrijeme pripreme platna
4. 1 <= 10 0|Max 10 srednjih printova
5 1|>= 1 0|Min 1 veliki print
6. il >= 0 0|Uvjet nenegativnosti
75 1 >= 0 0|Uvjet nenegativnosti
8. 1|>= 0 0|Uvjet nenegativnosti

X y z F

‘ Konacno rjesenje: 0|Maksimalna zarada |

Slika 8.2. Tablica nakon upisivanja ogranicenja i nacin kako popunjavati celije rjesenja. Izvor:
Izrada autora

Ovdje vidimo primjer na prvom ogranic¢enju gdje smo morali mnoZiti vrijednosti iz donje plave
tablice x, y i 7 sa koeficijentima iz prvog ogranicenja koji glase 2, 4 i 6. Taj postupak ponavljamo

za svako ogranicenje.

Dalje, na alatnoj traci odabiremo Data i sa desne strane vidimo Solver koji smo prije odabrali.

U njemu je potrebno popuniti sve traZene kriterije kao na slici 8.3.



Solver Parameters

Set Objective: $M$23 FRz

=

To: @ Max O min O value Of:

By Changing Variable Cells:
$J523:5L523

Subject to the Constraints:

NE13 <= §ME13
§NGT4 <= $ME14
NE15 <= §ME15
NE16 <= MET6
ENE1T == §ME1T
$NE18 == §ME18
$NE19 == §ME1D
$NE20 == §ME20

Add

Change

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative

Select a Solving

Method:

Solving Method

Simplex LP

it Options

GRG Nonlinear
D
Evolutionary

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex
engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
non-smooth,

Help

Solve Close

Slika 8.3. Popunjavanje parametara Solvera. Izvor: Izrada autora

Prvi parametar nas traZi za popuniti ¢eliju koja je nasa funkcija cilja F i u kojoj ce se prikazati

nase maksimalno rjesenje. U polje "Changing Variable Cells" je potrebno oznaciti éelije koje su

nasi x, y i z tj. gdje ¢e program upisati koliko je potrebno kojeg printa da bi ostvarili maksimum.

lduci korak su ogranicenja i tu oznacavamo vrijednosti svakog ogranicenja iz plavog stupca

"Rjesenja" sa celijom lijevo koja nam govori granicu koju rjesenje ne smije preci.

Primjer 8.1.

Mali[srednji _|veliki H
‘ Cijena 40 80 100|Koeficijentiuz x, y, z
Ogranicenja LHS RHS Rjedenja: Opis ogranicenja:
1. 2 4 6|<= 70 70|Vrijeme slikanja
2. 1 2 3<= 80 35|Vrijeme slaganja okvira
22 1 2 2|<= 60 34 |Vrijeme pripreme platna
4. 1 <= 10 10|Max 10 srednjih printova
5 1|>= 1 1|Min 1 veliki print
6. 1 >= 0 12 |Uvjet nenegativnosti
7. 1 >= 0 10|Uvjet nenegativnosti
8. 1|>= 0 1|Uvjet nenegativnosti

X y F

‘ Konacno riedenje: 12 10 1380|Maksimalna zarada ‘

Slika 8.4. Tablica koja nam prikazuje maksimalno rjesenje i broj potrebnih printova. Izvor: Izrada

autora
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Konacno, odabiremo nacin rjeSavanja preko Simpleks metode (na slici Simplex LP) i stis¢cemo
na opciju Solve koja tada izracunava najoptimalnije rjesenje za uvjete i ogranicenja koja smo

postavili.

Uz pomo¢ Excel Solvera smo na slici 8.4 dobili optimalno rjesenje u donjoj plavoj tablici i
koja nam govori da trebaju napraviti 12 malih, 10 srednjih te 1 veliki print kako bi profit bio

maksimalan te on iznosi 1380 eura.



9. Zakljucak

Ovaj rad pruzio je sveobuhvatan pregled linearnih optimizacijskih problema s ograni¢enjima.
Kroz istrazivanje povijesnog razvoja, detaljno smo razmotrili doprinose klju¢nih matematicara
koji su oblikovali ovu disciplinu. Definirali smo matemati¢ku strukturu problema, ukljucujuci
funkciju cilja, ograni¢enja i sam linearni program, te demonstrirali njihovu primjenu kroz prakti¢ne

primjere iz stvarnog svijeta.

Analizom teorijskih aspekata, poput konveksnih skupova i teorema o ekstremnim tockama,
stekli smo dublje razumijevanje geometrijske interpretacije i rjeSavanja problema. Predstavili smo
graficku metodu kao intuitivan pristup za probleme s manjim brojem varijabli, dok smo za kom-

pleksnije probleme naveli simpleks metodu kao mocan alat za pronalazenje optimalnih rjeSenja.

Istrazili smo 1 koncept dualnog problema linearnog programiranja, koji nam pruZa dodatne in-
formacije o originalnom problemu i omogucuje nam ekonomsku interpretaciju rjeSenja. Konacno,
upoznali smo se s dostupnim softverskim alatima poput Excel Solvera, koji nam uvelike olakSavaju

rjeSavanje kompleksnih problema linearne optimizacije.

Linearno programiranje se pokazalo kao nezamjenjiv alat za optimizaciju u razli¢itim podru-
¢jima. Sposobnost modeliranja i rjeSavanja problema s ogranicenjima ¢ini ga klju¢nim za dono-
Senje boljih odluka u ekonomiji, industriji, inZenjerstvu i mnogim drugim disciplinama. Kako se
suoavamo s rastu¢om kompleksnoS€u svijeta oko nas, vaznost i primjenjivost linearne optimiza-

cije Ce i dalje rasti.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Ovaj rad se bavi linearnim optimizacijskim problemima s ograni¢enjima. U radu se istraZuje
povijesni razvoj linearnog programiranja, od ranih doprinosa do moderne primjene. Detaljno se
objasnjava matematicka formulacija problema, ukljucujuéi funkciju cilja, ogranicenja i definiciju

linearnog programa. Prakti¢ni primjeri iz stvarnog svijeta ilustriraju Siroku primjenu ove metode.

Rad se takoder bavi teorijskim aspektima linearne optimizacije, ukljucujuc¢i koncept konveks-
nih skupova i teorem o ekstremnim tockama. Predstavljaju se metode rjeSavanja problema, poput
graficke metode za jednostavnije probleme i simpleks metode za kompleksnije probleme s vecim
brojem varijabli. Takoder se istrazuje koncept dualnog problema i njegova vaznost za interpreta-
ciju rjeSenja. Konacno, rad pruza pregled softverskih alata poput Excel Solvera koji se koriste za

rjeSavanje problema linearne optimizacije u praksi.

Kljucne rijec¢i: Linearno programiranje, optimizacija, ograni¢enja, funkcija cilja, graficka me-

toda, simpleks metoda, dualni problem, Excel Solver
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Summary and key words

This paper explores linear optimization problems with constraints. It delves into the historical
development of linear programming, from early contributions to its modern applications. The mat-
hematical formulation of the problem is explained in detail, encompassing the objective function,
constraints, and the definition of a linear program. Practical, real-world examples illustrate the

wide range of applications for this method.

Furthermore, the paper addresses the theoretical aspects of linear optimization, including the
concept of convex sets and the extreme point theorem. It presents problem-solving methods such
as graphical methods for simpler problems and the simplex method for more complex problems
with a larger number of variables. The concept of the dual problem and its significance in solution
interpretation are also explored. Finally, the paper provides an overview of software tools like

Excel Solver, which are used to solve linear optimization problems in practice.

Keywords: Linear programming, optimization, constraints, objective function, graphical met-

hod, simplex method, dual problem, Excel Solver
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