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1. Uvod

Parcijalne diferencijalne jednadZbe danas su sastavni dio matematike i fizike zbog moguénosti
modeliranja raznih fizikalnih pojava. Moguénost ovakve modulacije dovodi ove jednadZbe u naj-
uZu vezu s primjenom u inZenjerstvu pa tako i na podrucju elektrotehnike. Primjena i forma ovih
jednadzbi definirana je kroz drugo poglavlje, gdje ¢e poblize biti prikazane definicije i vrste ovih
jednadzbi. Razumijevanje ovih jednadzbi omogucuje bolji uvid u shvacanje Poissonove jednadzbe
i njene primjene unutar elektrotehnike.

Upravo je Poissonova diferencijalna jednadzba tema ovog rada, te je njena pojava vidljiva u
mnogim granama fizike kao Sto su: elektrostatika, mehanika 1 druge grane znanosti. Poissonova
jednadzba spada u vrstu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda Cija se vaznost na podru-
¢ju elektrostatike uocava prilikom izracuna potencijala uzrokovanog poznatom raspodjelom elek-
tricnog naboja. Forma i postupci rjeSavanja (analiticki i numericki) ove jednadZbe objasnjeni su
kroz tree poglavlje. Prilikom odredivanja analitickog rjeSenja koriStene su metoda separacije vari-
jabli kod rjeSavanja posebnog slucaja Poissonove jednadZzbe kada je desna strana zadane jednadzbe
jednaka nuli. Nadalje pokazano je rjesenje Dirichletovog problema za Poissonovu jednadZbu pri-
mjenom Greenove funkcije koja pociva na integralnom obliku zapisa rjeSenja. Ovakvi postupci
rjeSenja nisu prakti¢ni s obzirom na kompleksnost i teZinu samog proracuna, iz tog razloga uvode
se numericke metode koje omogucuju aproksimaciju rjeSenja i pojednostavljuju rjeSavanje. Teh-
noloskim napretkom dolazi do sve vece implementacije numeri¢kih metoda u praksi i u ovom radu
obradena je jedna od tih metoda (Metoda konac¢nih razlika), te je njenom primjenom pokazano
rjeSavanje Poissonove jednadZbe.

S obzirom na to da nam je od interesa primjena Poissonove jednadZbe na podrucju elektroteh-
nike prvo je potrebno upoznati odredene zakonitosti koje vrijede za naboje, a koji su objaSnjeni
unutar Cetvrtog poglavlja. Nadalje napravljen je detaljan izvod Poissonove jednadZbe za potencijal
te su nakon toga definirani pocetni i rubni uvjeti koji moraju biti zadovoljeni kako bi bila osigu-
rana jedinstvenost rjeSenja. U konacnici kroz dva primjera pokazano je rjeSavanje Poissonove

jednadzbe na mogucim problemima u elektrostatici.



2. Poissonova diferencijalna jednadzba
2.1. Pierre-Simon de Laplace

Unutar ovog poglavlja opisana je biografija te doprinosi matematici i ostalim granama znanosti
Pierra Simonea de Laplacea. [1] [2]
Pierre Simon de Laplace (Beaumont-en-Auge, 23. ozujka 1749. - Pariz, 5. oZzujka 1827.) bio je
francuski astronom i matematicar poznat po svojim radovima koji su uvelike doprinijeli razvoju

matematike, statistike i astronomije.

Slika 2.1. Pierre-Simon de Laplace. Izvor: [1]

Studirao je teologiju na SveuciliStu u Caenu gdje pronalazi interes za matematiku. Nikad nije
diplomirao teologiju, medutim, daljnje usavrSavanje pronalazi u Parizu pod mentorstvom Jeana
Baptistea le Rond d’Alemberta'. Zahvaljujuéi preporuci d’Alemberta od 1771. do 1778. predaje
matematiku u Visokoj vojnoj $koli (Ecole royale militaire) u Parizu, te godine 1773. postaje ¢la-
nom Francuske akademije znanosti. Utemeljio je zakon o nepromjenjivosti gibanja planeta oko
Sunca, te uveo hipotezu o porijeklu Sunceva sustava. Otkrio je ovisnost sekularnih promjena u
ekscentricitetu Zemljine putanje o gravitaciji Mjeseca, te proucavao plimu 1 oseku (Laplaceove

plimne jednadzbe). Takoder, po njemu je nazvan planetoid 4628 Laplace. Za Zivota se bavio i

!Jean Baptiste le Rond d’ Alembert (Pariz, 16.studenog 1717. - Pariz 29.listopada 1783.), francuski znanstvenik,
matematicar i fizicar.



ostalim podru¢jima matematicke fizike, pa tako vrijedi napomenuti njegove doprinose u podrucju
elektriciteta, specificnim toplinskim kapacitetima ¢vrstih tijela i kapilarnosti tekuc¢ina. Uvodi te-
oriju vjerojatnosti kod tumacenja znanstvenih podataka uvelike pridonijevsi njenom razvoju kao
matematicke discipline. Zahvaljujuc¢i njegovim velikim doprinosima i reputaciji smatran je jednim

od najvecih znanstvenika svih vremena, te ga neki nazivaju francuskim Newtonom.

2.2. Siméon Denis Poisson

U ovom poglavlju opisana je biografija 1 doprinosi znanosti Siméona Denisa Poissona. [3] [4]
[5]

Siméon Denis Poisson (Pithiviers, 21.lipanj 1781. - Pariz, 25.travnja 1840.) bio je francuski
matematicar 1 fizi€ar poznat po svojim radovima na podrucju statistike, mehanike, elektrostatike
i magnetizma. Roden je u Pithiviersu u Francuskoj kao sin Siméona Poissona, oficira francuske
vojske. 1798. godine upisuje se na Ecole polytechnique u Parizu, gdje kao prvi na svojoj godini
privlaci paznju profesora, koji mu daju slobodu da sam odluci o tome $to Ce studirati. U 1800. sa
samo osamnaest godina diplomirao je za manje od dvije godine nakon upisa. Iste godine izdaje
dva memoara koja su objavljena u Recueil des savant étrangers Sto je bila velika Cast za osamna-
estogodiSnjaka. Ovakav uspjeh omogucuje mu ulazak u znanstvene krugove. Odmah po zavrsetku
studija imenovan je za asistenta u nastavi (répétiteur) te tu funkciju obavlja do 1802. godine. Pre-
davao je kao profesor matematike i mehanike na Ecole polytechnique od 1802. te kao profesor
mehanike na Faculté des sciences u Parizu od 1809. godine. Godine 1817. oZenio je Nancy de

Bardi s kojom je imao Cetvero djece. Tijekom Zivota bavio se Fourierovim integralima, raCunom

Slika 2.2. Siméon Denis Poisson 1804. Izvor: [4]

varijacija i teorijom vjerojatnosti, te problemima iz podrucja magnetizma i elektrostatike. Autor



je mnogih radova, a neka znacajnija djela su: Traité de mécanique (Rasprava o mehanici iz 1811),
Théorie mathématique de la Chaleur (Matematicka teorija topline iz 1835), Recherches sur la pro-

babilité des jugements (IstraZivanja o vjerojatnosti sudova iz 1837).

Zbog raznih zasluga i doprinosa znanosti ime mu se nalazi na popisu imena 72 francuska
znanstvenika koja su ugravirana na prvoj platformi Eiffelovog tornja, takoder po njemu je nazvan
i jedan od kratera na Mjesecu (Poisson). Bio je ¢lan mnogih uglednih drustva, pa tako u oZujku
1818. biva izabran kao ¢lan Kraljevskog druStva, 1822. kao strani pocasni ¢lan Americke akade-
mije znanosti 1 umjetnosti, 1823. kao strani ¢lan Kraljevske Svedske akademije znanosti, te 1825.

godine dobiva titulu baruna. Za Zivota ostvaruje velike doprinose na podru¢ju matematike, fizike

Slika 2.3. Siméon Denis Poisson. Izvor: [3]

i mehanike. Neki od njegovih znacajnijih radova su Poissonova raspodjela koja iskazuje vjero-
jatnost da neka slucajna varijabla poprimi odredenu vrijednost, svoju primjenu pronalazi u fizici.
Takoder uvodi Poissonov koeficijent (Poissonov omjer) koji predstavlja omjer izmedu kontrakcije
presjeka 1 dilatacije kada sila djeluje okomito na poprjecni presjek tijela. Jedan od Poissonovih
najvaznijih radova kao i tema ovog zavr$nog rada je Poissonova diferencijalna jednadzba. Spada
u vrstu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi te da bi mogli ostvariti potpuno razumijevanje ove
jednadzbe kao 1 njenu primjenu potrebno je prvo shvatiti Sto su zapravo parcijalne diferencijalne
jednadzbe i koja je njihova matematicka primjena. Vise o ovim jednadZbama receno je u idu¢em

poglavlju.

2.3. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Kroz ovo poglavlje razmatrane su definicija i podjela parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (u
daljnjem tekstu PDJ), rijeSen je primjer jedne PDJ, te su objasnjeni formulacija i znacaj pocetnih i
rubnih uvjeta. [6] [7] [8]



Parcijalne diferencijalne jednadZzbe ili skraéeno PDJ opisuju vezu izmedu neke nepoznate funk-
cije 1 njene parcijalne derivacije. Za razliku od obi¢nih diferencijalnih jednadzbi gdje traZzena
funkcija ovisi samo o jednoj varijabli, kod PDJ-i traZena funkcija ovisi o dvije ili viSe nezavisnih
varijabli (primjer je temperatura 7'(x, t) koja ovisi o vremenu ¢ i poloZaju x). Ove jednadzbe do-
vode matematiku u najuZzu vezu s primjenom, pa je tako Cesta primjena ovih jednadzbi u fizici,
geometriji, ekonomiji, kao i inZenjerstvu jer omoguéuju modeliranje razli¢itih pojava u prirodi.
Parcijalne diferencijalne jednadzbe se vrlo Cesto koriste prilikom opisivanja razli¢itih pojava i fe-
nomena unutar fizike kao $to su toplina, elektrodinamika, zvuk, kvantna mehanika i elektrostatika.
Postoji viSe vrsta PDJ-i koje se javljaju unutar fizike i ostalih grana znanosti, a neke najistaknutije
su jednadzba provodenja topline, valna jednadZzba te Poissonova i Laplaceova jednadZzba koje su
od posebnog interesa jer svoju primjenu pronalaze unutar podrucja elektrotehnike.

Ukoliko promotrimo funkciju u(x) = u(xy, 23, ..., ¥,) sa n nezavisnih varijabli =1, z,, ..., x,, tada

njene parcijalne derivacije oznacavamo s

ou 0%u
o = , v, = ———. 2.1
Hai (9351 Hai ’ 83@8% ( )
Sada relaciju oblika
ou ou u  *u
F ey Ty yeees , eees s ] =0 2.2
(wl’ " By O oz Oz ) 2-2)

nazivamo parcijalnom diferencijalnom jednadZzbom (PDJ). F’ ovdje predstavlja neku poznatu funk-
ciju, dok je u = u(xy, xs, ..., T, ) funkcija koja se trazi u nezavisnim varijablama x4, xo, ..., T,,. Sve
PDJ-e opisuju se pojmom reda koji se odreduje na temelju najviseg stupnja derivacije koji se po-
javljuje unutar jednadZzbe. Ukoliko bi najvisi stupanj derivacije bio dva imali bi PDJ-u drugog

reda, ukoliko je najvisi stupanj tri, jednadZba bi bila treceg reda itd.

Definicija 2.1. Izraz (2.2) bit ¢e linearan ako je oblika

n

ou
§ ai5— = o, (2.3)
° ox;
=1
pri Cemu su a; i ag poznate funkcije i ovise samo o promjenjivim varijablama x+, .., T,,.

Ukoliko samo jedna od funkcija a; 1 ag zavisi 1 o trazenoj funkciji u, tada bi se jednadzba (2.3)
zvala kvazilinearnom. JednadZba (2.3) bit ée homogena ukoliko je ay = 0, u suprotnom se radi
o nehomogenoj jednadzbi. Zbog vrlo raSirene primjene u matematickom modeliranju, primjene
na podrudju fizike i inZenjerstva od najveceg znacaja bit ¢e linearne parcijalne jednadZbe drugog
reda. Opceniti oblik linearne parcijalne diferencijalne jednadZbe drugog reda glasi

0%u 0%u 0?

u
A B D =0. 2.4
0x? + 0xdy + C@yz + 0 24)

Pri ¢emu su A, B, C'i D koeficijenti konstantnih iznosa. Tip ove jednadZbe ovisi o predznaku

njene determinante B2 — 4AC, pa se prema tome razlikuju tri vrste:



1. Elipti¢ka ukoliko je B? — 4AC < 0,
2. Parabolicka ukoliko je B? —4AC =0,

3. Hiperboli¢ka ukoliko je B* — 4AC > 0.

Izraz (2.4) u n nezavisnih varijabli x1, z, ..., x,, moZe se joS zapisati kao

=1

i,j=1

gdje su A;;, B;, F'i G funkcije varijabli x4, 25, ..., z,. Ovo je pogodan zapis jer omogucuje pri-
druzivanje diferencijalnog operatora L. danoj jednadzbi

n

& 02 0
=% 4,-2 3Bl ir 2.6
z; ]Oxi@xj * i—1 ze + ( )
L je linearan operator jer vrijedi
L[a1u1 + CYQ’UQ] = OélL[Ul] + CYQL[UQ], \V/Oél, g € R. (27)

Linearne jednadZbe zadovoljavaju princip superpozicije, ovaj princip je od velikog znacaja u rje-
Savanju PDJ-i metodom separacije varijabli jer omogucuje zapis opéeg rjeSenja kao linearne kom-

binacije nekih posebnih rjesenja.
Teorem 2.1. Ako su u, i us rjesenja jednadzbi

Llui] = Gy, Llus| = G, (2.8)
tada ce linearna kombinacija u = ayuy + s, Yoy, ay € R biti rjesenje jednadzbe:

Llu] = a1 L[ui] + asL[us] = a1 G1 + axGs. (2.9)

Posebni slucaj javlja se ako su u; i us rjeSenja homogene jednadzbe, tj. kada je L]u] = 0, tada
¢e svaka linearna kombinacija u = «yu; +aous biti rjeSenje iste jednadzbe jer je L{oviuq +anus| =
0.

Primjer 2.1. Potrebno je odrediti rjesSenje jednadZbe

Upgy — Uy = 182 + 8y, (2.10)
koristeci se principom superpozicije.[7]
Ukoliko promotrimo dvije jednadZbe

Ugpe — Uy = 18, (2.11)



Upy — Uy = 8Y. (2.12)
Njihova rjesenja traZit ¢emo u obliku uy = uy(x) i ugy = us(y). Primjenimo li navedene izraze na
jednadzbe (2.11) i (2.12) dobivamo

uf (x) = 18z, (2.13)

— ugy(y) = 8y. (2.14)
Dobivene izraze potrebno je integrirati kako bi dobili vrijednosti ui(x) i us(y), pa tako izraz (2.13)

dvostruko integriramo po varijabli x
/u’l’(x)dx = / 18zdx,
v (z) = 92% + a,
/u’l(a:)dx = /9ac2 + adz, (2.15)

odakle slijedi rjeSenje za u ()
uy(r) = 32% + ax +b. (2.16)

Istim postupkom dolazimo do us(y)

/ —uy(y)dy = / 8ydy, (2.17)

Sto daje rjeSenje za us(y)
’LLQ(y) _ _4y2 + C, (218)

pri cemu su a,b,c € R konstante dobivene integracijom. Sada je primjenom principa superpozi-

cije traZeno rjesenje zadane jednadzbe (2.10) jednako
u(z,y) = uy(v) + us(y) = 32° —4y® +ax +b+c. (2.19)

Primjer 2.2. Postoji mnogo primjera linearnih PDJ-i drugog reda, a neki od najistaknutijih su:

Poissonova diferencijalna jednadZba, te Laplaceova jednadZba u slucaju kada je f(x,y) =0

Pu(z,y)  Oulzy) o) Pu(z,y)  Pulz,y)

=0 2.20
Ox? Oy? Ox? 2 ’ (2.20)
koje su eliptickog tipa.
lduca jednadzba je JednadZba provodenja topline
ou 0%u
— -k~ =0 2.21
ot Ox? ’ 2:21)
te je ona klasicni primjer jednadzbi parabolickog tipa.
Posljednji primjer je Valna jednadZba
0? 0?
Yo%y, (2.22)

o2~ ox2
koja spada u skupinu hiperbolickih jednadZbi. Takoder valja primijetiti kako se u slucaju jed-
nadZbe provodenja topline i valne jednadZbe varijabla y zamijenila vremenskom varijablom t radi

boljeg isticanja njihovog evolucijskog karaktera.



2.3.1. Pocetni uvjeti

S obzirom na to da svaki problem opisan parcijalnom diferencijalnom jednadZbom moze za-
dovoljavati beskonacno mnogo rjesenja koja ovise o nekim proizvoljnim funkcijama, potrebno je
uvesti neke pocetne uvjete koji osiguravaju jedinstvenost rjeSenja. Svaki problem koji se opisuje
PDJ mora sadrzavati onoliko rubnih uvjeta koliko je potrebno da se iz skupa beskonacno mnogo
rjeSenja PDJ-i izdvoji ono rjesenje koje najbolje opisuje stvarnu fizikalnu pojavu. Prema tome da

bi problem koji se opisuje PDJ bio dobro postavljen i rjeSiv, mora zadovoljavati tri uvjeta:

1. Dirichletov rubni uvjet, kada je na granici promatrane domene definirana vrijednost funk-

cije,

2. Neumannov rubni uvjet, kada je na granici promatrane domene definirana vrijednost deri-

vacije funkcije,

3. MijeSani rubni uvjet, kada nam je na jednom djelu domene definirana vrijednost funkcije,

a na drugom vrijednost njene derivacije.

Kako se prilikom rjeSavanja realnih problema pocetni uvjeti odreduju provodenjem mjerenja, oni
nece biti poznati sa sto postotnom tocnos€u vec se javljaju odredena odstupanja. Odstupanja u po-
cetnim uvjetima dovode do pogreski u rjeSenjima jednadzbe koje mogu biti znacajnih vrijednosti.
Osnovno teorijsko pitanje koje je definirao Jacques Hadamard? jest dobra postavljenost problema
opisanog PDJ i pocetnim uvjetima. Njegova definicija kaze da je problem dobro postavljen ako

zadovoljava sljedece uvjete:

1. postojanje rjeSenja,
2. jedinstvenost rjeSenja, tj. da Ce rjeSenje biti jedinstveno za zadane pocetne uvjete,

3. stabilnost, tj. da Ce rjeSenje kontinuirano ovisiti 0 pocetnim uvjetima i parametrima jed-

nadzbe.

Mozemo reci da ¢e PDJ biti stabilna ako ¢e male promjene pocetnih uvjeta uzrokovati male pro-
mjene u rjeSenju. Tada ¢e dobiveno rjeSenje biti dobra aproksimacija egzaktnog rjeSenja. Ako su
navedeni uvjeti zadovoljeni, moZe se pristupiti rjeSavanju problema koriste¢i razne analiticke ili
numericke metode. Analiticke metode koristile su se u pocetcima razvoja rjeSavanja PDJ-i. Neke
od njih su metoda direktne integracija i metoda separacije varijabli. S druge strane, razvojem ra-

cunalnih programa 1 programiranja viSe do izraZaja dolaze numericke metode rjeSavanja kao Sto

2Jacques Salomon Hadamard (8.prosinca 1865.-17.listopada 1963.), francuski matematicar s velikim doprinosom
u teoriji brojeva i PDJ.
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su npr. metoda konacnih volumena i metoda konac¢nih elemenata. Razumijevanje definicije PDJ-
e 1 njenih svojstava, te pristup rjeSavanju ovih jednadzbi omogucuje detaljno i lakSe razmatranje

Poissonove jednadZbe ¢ija su detaljna definicija i opis dani u sljedeéem poglavlju.

2.4. Definicija Poissonove i Laplaceove diferencijalne jednadzbe

U ovom poglavlju definirane su Poissonova i Laplaceova jednadZba te je opisana njihova ovis-
nost o promatranom koordinatnom sustavu. [8] [9] [10]

Poissonova PDJ-a je nehomogena elipticna PDJ drugog reda koja opisuje vezu funkcije u(x, y),
njezinih parcijalnih derivacija po varijablama x i y te neke zadane funkcije f(x, y) unutar neke rav-

ninske domene D
u(z,y) N Pu(w,y)
0x? oy

pri Cemu je D € R?. Posebni slu¢aj Poissonove jednadzbe kada je f(x,y) = 0, naziva se Laplace-

flz,y) ;(z,y) €D, (2.23)

ova jednadZba koja je homogena PDJ-a oblika:

Pu(z,y) N Pu(z,y)
0x? Oy?

Uz Laplaceovu i Poissonovu jednadzbu veZe se Laplaceov operator, koji je elipticki diferencijalni

=0 ;(z,y) €D. (2.24)

operator drugog reda. On zapravo predstavlja divergenciju gradijenta, tj. vrijedi V - V = A

Definicija 2.2. Neka je dana skalarna funkcija u = u(x,y, z), tada je:
0? 9 o

gdje desna strana ove jednadzbe bez oznake funkcije u predstavlja Laplaceov operator.

div grad u = ( (2.25)

Laplaceov operator skalarnoj ili vektorskoj funkciji pridruzuje sumu drugih parcijalnih deriva-
cija, a oznaCava se simbolom V2, medutim Cesto se u literaturi zamjenjuje simbolom A, pa tada
prema jednadzbi (2.25) moZemo pisati

o? o? 0?
2 + @_yQ + 92

Pri ¢emu je simbol V Hamiltonov operator (nabla) koji predstavlja parcijalnu derivaciju neke

A=V?= (2.26)

funkcije po oznacenoj koordinati

o 0. 8
v_%z+a—yg+&k, (2.27)

gdje su 7, 7 i k, jedini¢ni vektori koordinatnih osi x, y i z. Opcenito se Laplaceov operator u

Kartezijevom koordinatnom sustavu s n dimenzija daje kao

0? 0?
A=—+..+—. 2.28
o3 L oz (2.28)
Fizikalna interpretacija Laplaceovog operatora je usporedivanje vrijednosti funkcije u nekoj tocki

sa vrijednostima u susjednim to¢kama. Ukoliko za neku (z, y) tocku vrijedi:
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1. daje Au > 0, tada e vrijednost funkcije u(x,y) biti manja od aritmeticke sredine vrijed-

nosti funkcije u susjednim tockama,

2. daje Au = 0, tada e vrijednost funkcije u(z, y) biti jendaka aritmetickoj sredini vrijednosti

funkcije u susjednim tockama,

3. daje Au < 0, tada Ce vrijednost funkcije u(x, y) biti vee od aritmeticke sredine vrijednosti

funkcije u susjednim tockama.

S obzirom na to da su Laplaceova i Poissonova jednadZzba klasificirane kao elipticke jednadzbe,
¢iju primjenu nalazimo prilikom opisivanje problema ravnoteZe, njihova najbitnija osobina bila bi

princip maksimuma.

Teorem 2.2. Ovaj princip kaZe da za vrijednosti rjesenja unutar neke domene rjesenja ) koja je

ogranicena vrijednostima rjesenja na rubu toga podrucja I' vrijedi

minu |r< u [o< maxu | . (2.29)

Zapis (2.24) Poissonove jednadZbe 1, posljedi¢no, Laplaceove jednadZbe vrijedi za slucaj Des-
cartesovih koordinata u dvije dimenzije. Opcenito, Poissonova jednadzba primjenjujuéi definiciju

Laplaceovog operatora (2.26) daje se u sljede¢em obliku

Au = f, (2.30)
te ukoliko je f = 0, Laplaceova jednadzba daje se kao

Au = 0. (2.31)

Mogudi su alternativni zapisi Poissonove jednadZzbe ovisno o vrsti promatranog koordinatnog sus-
tava, pa se u slucaju domene problema u obliku kugle to jest koordinatnog sustava dvije dimenzije

(x,y) prelazil na polarne koordinate (, 6).

Sa slike 2.4 moZemo vidjeti kako su polarne koordinate definirane preko kuta 6 te radijusa r, a

njihova veza sa Kartezijevim koordinatama ostvaruje se preko izraza

2= % o
tanf = 2, (2.32)
x
ili ako zapiSemo preko koordinata x i y
xr =rcosb,
y =rsinf. (2.33)

Prilikom pretvorbe Laplaceova operatora iz Kartezijevih u polarne koordinate, krece se od zapisa
Laplaceovog operatora u dvije dimenzije, pa prema (2.28) slijedi
Pu 0%

Au=—+—.
“ 8x2+8y2

(2.34)
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Slika 2.4. Veza dvodimenzionalnog Kartezijevog i polarnog koordinatnog sustava. Izvor: Izrada
autora

Potrebno je svesti druge derivacije funkcije u po varijablama x 1 y na polarne koordinate, a to

moZemo ostvariti primjenom totalnog diferencijala

ou_our  0uos
oxr  Orodx 000x’
ou_ouor o
dy Ordy 000y’

(2.35)

(2.36)

pri cemu su pojedini ¢lanovi jednaki

g—; = % <\/x2 + y2> = % = cosd, (2.37)

a0 0 AN y  sinf
Erealiem (arctan ac> S TErp > (2.38)
or 0 Yy .
Z_ 2 2 .2) 7 _
5% = B <\/.7c y ) J = sind), (2.39)
09 0 Y x cos 0
0= oy (arctan 2) = —= a= (2.40)
Iz navedenih izraza (2.37) do (2.40) sada slijedi
du _ Ou 0 Ousinf
or _or VT o0 1
ou Ou . Ou cos 0
a—y—ESH’le—% ” . (241)
Na sli¢an nacin moZe se dobiti druga derivacija po z-u
Pu 0 [Ou o (Ou\ Or O [Ou\ 00
Ou 0 (fou) O (ou)or O [ou)ob 2.42
072~ or (8:1:) or (033) oz " o6 (8:1:) oz 242)
0 (0u Ousinf\ dor 0 [0u Ousinf\ 00
—E<ECOSG—%—T >%+%<Ecose—% " >% (2.43)
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_ 82_u 0%u sin9+@sin6 0
oz "0+ o0 2 )°° .40
(_ 0%u cosf 4+ @sme 0w sin @ N @cos@) sin 6 '
oroo or 002 7 o0 r r
0%u Ou sin’ 6 0%u sinfcosf  0%u sin’6 Ou sin @ cos @
= — 20 + -2 22— 2.4
- Or? o8 or r oroo T + 002  r? * 00 72 (2.45)
Analogno druga derivacija po y-u je
0%*u 0 (0Ou 00
O e 242 2.46
oy* Oy ((911) < ) 3y ( ) dy (240
0 (ou Ou cos 8u cos@\ 00
= — (=i i = 2.4
or (8r81n9+89 r > < r )8y (247)
0 [oOu . Oucos@\ Or . Oucos@\ 00
~or (87“ 9+% r >8y+%<ESI - 90 r )8_y (2:48)
B o*u 0 0*u COSQ_(‘?UCOSQ "
\or? S orod r o0 r? St (2.49)
N < 0%u <ind 4+ ou cosf + Q*ucosf  Ou sin@) cos 6 ’
in — — S ——
orof or 002 r a9 r T
B 0%u 0 0*u cos b B Oucos@\ . 9
“\or2 sin ordf r 00 r? St (2.50)
+<02u sm@—l—a—cose @cos&_@smﬁ) cos @ '
orol or 002 r o9 r r
B T 0 0*u cos@_@ucos& 0
\Or? S orod r 00 r? St 2.51)
+<02u sm@—}—a—cosﬁ 02u0089_@sin0) cosf '
orof or 002 r o9 r r
Pu . 5 Oucos*d O*u sinfcosf  O*ucos*d _Ousinfcosb
:Wsm 9+§ " +267‘80 " + 902 2 —2%—7”2 . (2.52)
Zbrajanjem 1 sredivanjem izraza (2.45) i (2.52) dobiva se izraz
Pu  0’u  Pu , . oul , . Pul , .
92 + Iy =52 (sm2 6 + cos® 9) + p- (sm2 6 + cos® (9) + 2022 (sm2 6 + cos? 9) (2.53)

koji je moguce dodatno pojednostaviti koriStenjem teorema
sin? @ + cos? 6 = 1. (2.54)

U konacnici Laplaceov operator u polarnim koordinatama poprima oblik

Pu  0’u  Pu 10u 1 0%u
Au=omtor o iy T ow (253

Ukoliko se sada u jednadzbu (2.30) uvrsti dobiveni izraz za Laplaceov operator u polarnim koor-

dinatama, dolazi se do izraza Poissonove jednadZbe u polarnim koordinatama

u  10u 1 0%

Z oIy o2 T F 2.
8r2+T8r+r2892 / (2.56)
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U slucaju kada je promatrana domena u 3 dimenzije koriste se cilindri¢ne ili sferne koordinate
ovisno o promatranom problemu. Poissonova jednadzba u Kartezijevom koordinatnom sustavu sa

tri dimenzije s koordinatama x, y, z glasi

Pu  Pu  Pu

5t a7+ 5 1. (2.57)

Za cilindri¢ni koordinatni sustav s koordinatama r, «, z veza s koordinatama u Kartezijevom
sustavu je sljedeca

T =T cosq, (2.58)
Yy =rsina, (2.59)
pri ¢emu koordinata z ostaje nepromijenjena.

z

2/ rcosa

«

7 sin o
T

Slika 2.5. Veza trodimenzionalnog Kartezijevog i cilindricnog koordinatnog sustava. Izvor: Izrada
autora

Primjenom odgovarajuéih matematickih operacija dolazi se do izraza Poissonove jednadzbe u
cilindri¢cnom koordinatnom sustavu, koja glasi

12( 8u) 1 0%u 0%u

vor "or) T Ta2 = (260

Na jednak nacin dolazi se do izraza Poissonove jednadzbe za sferni koordinatni sustav s koordi-
natama 7, 0, «, pri ¢emu je veza s x, y, i z koordinatama Kartezijevog sustava dana sljede¢im
relacijama

x = rsinfcos a, (2.61)
y = rsinfsin «, (2.62)
z =rcosb. (2.63)
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Povezivanjem (2.61) - (2.63) sa izrazom (2.57) te sredivanjem dolazimo do izraza Poissonove

jednadzbe u sfernim koordinatama koja glasi

Pu 1 0%u 1 0*u 20u cotfou
o o T maneoar ror 2 o0 ) (264)

Sve navedene formule vrijede i u sluc¢aju Laplaceove jednadZbe kada je f = 0.



3. RjeSenje Poissonove jednadzbe

U ovom poglavlju obraden je analiticki i numericki pristup rjeSavanju Poissonove i Laplaceove
jednadZbe sa pripadnim rubnim i po€etnim uvjetima koristeci se razliCitim pristupima rjeSavanju
problema.[9] [10] [11] [12]

3.1. RjeSenje Laplaceove jednadZbe separacijom varijabli

RjeSenje koje zadovoljava Laplaceovu jednadZbu (2.24) naziva se harmonijska funkcija, opcCe-

nito se formalno rjeSenje Laplaceove jednadzbe daje u obliku reda

U = ium (3.1)
n=1

gdje su u,, harmonijske funkcije unutar promatrane domene D. Generalno se neku neprekidnu
funkciju u sa svojstvom Au = 0 (i s neprekidnim parcijalnim derivacijama) unutar neke domene
D naziva harmonijskom funkcijom. Harmonijske funkcije su one funkcije koje se prirodno javljaju
u teoriji funkcija kompleksnih varijabli (Teorija funkcija). Upravo u sluCaju kada je najvisi stupanj
derivacije u jednadzbi jednak 2, teorija Laplaceove jednadZbe bit e teorija analitickih funkcija.
Veza tih teorija pociva na Cinjenici da su imaginarni i realni dio analiticke funkcije F'(z + iy) =
u(z,y) + iv(x,y) harmonijske funkcije. To znaci da u i v zadovoljavaju Cauchy-Reimannove

jednadzbe' pa pisemo:
0 0
Ugeg + Uy = %(Uy) — a—y(vx) = 0. (32)

Metoda separacije varijabli primjenjuje se na Laplaceovu jednadZbu kada vrijedi odredena sime-
trija promatrane domene D. Radi jednostavnosti, promatrat e se rjeSenje na pravokutnoj domeni.

Ako pretpostavimo pravokutnu domenu definiranu kao
D = (0,a) x (0,b), (3.3)
te promotrimo Laplaceovu jednadzbu za tu domenu
Au(z,y) =0, (z,y) € D, (3.4)
s poznatim Dirichletovim rubnim uvjetima
uw(z,0) = f(x), wu(z,b)=g(z), 0<x<aq, (3.5)

u(0,y) = h(y), wulby)=k(y), 0<y<b (3.6)

!Cauchy-Reimannovi uvijeti su uvjeti koje trebaju zadovoljiti realni i imaginarni dio neke promatrane funkcije
kompleksne varijable kako bi ona bila analiticka. Daju se dvjema parcijalnim diferencijalnim jednadzbama u, = vy i
Uy = —U,, gdje su sve promatrane parcijalne derivacije (u,;, Uy, vz, vy) neprekidne unutar promatranog podrucja.

16
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U1:0, Uy = ¢g

U1:h7 UQZO Ulzl{?, U2:0

ulzoa U2:f

Slika 3.1. Rubni uvjeti za zadani problem (3.4). Izvor: Izrada autora

Tada Ce postavljeni problem biti rjeSiv ako se rjeSenje v Laplaceove jednadzbe (3.4) razvije
u red. Razvoj u red postize se pridruZivanjem odgovarajuéeg Sturm-Liouvilleovog problema?®
Laplaceovoj jednadzbi, to jest odgovarajuce bazne funkcije koje ¢e omoguditi razvoj rjeSenja u
red. Ovaj problem trazi homogene rubne uvijete, pa je traZzeno rjeSenje u potrebno rastaviti na
zbroj u; + u9, pri cemu su u; 1 uy harmonijske funkcije koje zadovoljavaju rubne uvjete sa slike
3.1

ur(z,0) =0, wuy(z,0)=0, 0<z<aq, (3.7)
ug(z,0) = f(x), we(z,b)=g(x), 0<z<a, (3.8)
u(0,y) = h(y), wla,y)=ky), 0<y<bh, (3.9)

uz(0,9) =0, wua(a,y) =0, 0<y<hb. (3.10)

Kako bi se ostvarila neprekidnost rubnih uvjeta za funkcije u; 1 u, unutar promatrane domene D,

pretpostavlja se zadovoljavanje uvjeta kompatibilnosti funkcija f, g, hi k

f(0) = f(a) =0, ¢(0) =g(a) =0, (3.11)
h(0) = h(b) =0, Kk(0) = k(b) = 0. (3.12)

Evidentno je ispunjenje zadanih rubnih uvjeta, stoga, funkcija u = wu; + us predstavlja jedins-
tveno rjeSenje promatranog problema, te je on uspjeSno postavljen. RjeSavanju se pristupa prvo
trazeCi rjeSenje funkcije u; u separiranom obliku u; (z,y) = P(x)Q(y), temeljem ovog zapisa iz

jednadzbe (3.4) dobivamo
P”(:L‘) B _Q”(y) B

= =), AeR (3.13)

P(x) Qy)
2Sturm-Liouvilleov problem nazvan je po Jacquesu Sturmu i Josephu Liouvilleu. Svrha ovog problema je odre-
divanje vrijednosti A za koje postoje netrivijalna rjeSenja diferencijalne jednadzbe % (p(m) g—;) + q(x)u = —Aw(z)u

koja zadovoljavaju pocetne rubne uvjete.



18

Drugim rijecima, funkcije P i () zadovoljavat ¢e jednadzbe

P"(z) = AP(z) =0, 0<uz<a, (3.14)
Q"(y) +AQy) =0, 0<y<b. (3.15)

Iz rubnih uvjeta (3.7) slijedi
Q(0) =Q(b) =0, (3.16)

te ¢e funkcija () zadovoljavati pripadni Sturm-Liouvilleov problem (3.15). Funkcije i pripadajuce

vlastite vrijednosti dane su sa

2
M= (55) Quiy) =sin (Bhy). (3.17)
b b
pri ¢emu je n € N. JednadZba funkcije P sada poprima oblik
2
P"(z) — (%) P(z)=0, 0<z<a. (3.18)

S obzirom da na stranicama pravokutnika vrijede rubni uvjeti x = 0 i z = a (vidi sliku 3.1) opce
rjeSenje jednadzbe (3.18) zapisuje se kao

P.(z) = A, sinh (”—Jz) + B, sinh (%(x - a)) . (3.19)
Kod ovog rje3enja valja primjetiti linearnu nezavisnost hiperbolnih funkcija sinh (2%) i
sinh (%(m — a)) kao rjeSenja jednadzbe (3.18). Nadalje primjenom principa superpozicije opisa-

nog teoremom (2.1) dobivamo formalni zapis rjeSenja funkcije u; u obliku reda

ui(z,y) = P (2)Qn(y) = i [An sinh <n§x> + B, sinh <n§(m — a))} sin (%y) . (3.20)

n=

Ukoliko izraz (3.20) supstituiramo u (3.18) dobiva se

u1(0,y) = ; —B,, sinh (n%bm(x — a)) sin (%y) =h(y), 0<y<hb, (3.21)
uy(a,y) = ;An sinh <n77bmx> sin <n%y> =k(y), 0<y<b. (3.22)

JednadZbe (3.21) - (3.22) predstavljaju razvoj u Fourierov red* po sinusima funkcija h i k, pri ¢emu

je razvoj proveden na intervalu [0, b].

Ukoliko se definiraju koeficijenti kao

a, = A, sinh (%) . B,=-B, (%) , (3.23)

3Fourierove redove kao nacin za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi uvodi Joseph Fourier. Svrha im
je razvoj periodickih funkcija u sumu jednostavnih oscilatornih funkcija (sinusa i kosinusa).
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funkcije A i k poprimaju oblik

- iﬁn sin (%y) L 0<y<b, (3.24)
n=1
Z oy, Sin ( y) 0<y<b. (3.25)

Koeficijenti Fourierova reda dani su

b b

2 2
o, = R / k(y) sin <n%y) dy, B, = 5 / h(y) sin <n%y) dy. (3.26)

0 0

Povezujuci dobivene izraze za koeficijente sa (3.23) dolazi se do

b
2 nm
Ay=—"—F7— [ k in (—y) dy, 3.27
bsinh (222) / () s b v) dy (5-27)
0
b
B, = h(y)sin (“7y ) dy. 3.28
bsmh "”“ / sm Y ( )
0
Istovjetnim nac¢inom dolazi se do rjeSenja za us(z, y)
=" [Cusinn (“2y) + Dysinh (“Ey = 1)) [ sin (), (3.29)
! a a a
pri cemu je
2 nmw
= — in (—ux ) duz, 3.30
¢ a sinh ("T”b) /g(x) sm( a I) v ( )
0
D, = ) d 331
" asinh ”“b) / fle sm - ( )

o

Ukoliko predpostavimo da je domena D = (0,3) x (0, 3), to jest da su koeficijenti a« = b = 3,

rjeSenje poprima oblik
3

3smh ) / k(y) sin —y> dy, (3.32)
0
3
B, — 3smh ) / h(y) sin —y) dy, (3.33)
0
3

d .34
3smh (nm) /g sm ) s (3.34)
0
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3
2 . /nT
Do = 3] / f(2) sin (?x) dz. (3.35)
0

Formalni zapis rjeSenja zadanog problema Laplaceove jednadZbe jednak je

Na slici 3.2 nalazi se graficki prikaz rjeSenja Laplaceove jednadzbe wu(z,y) za pretpostavljene
vrijednosti domene @ = 3 i b = 3 u slucaju kada je f(r) = sin(%’), dok su sve ostale funkcije

jednake nuli.

[} ]
)
[

Slika 3.2. Graficki prikaz rjeSenja u(x,y). Izvor: Izrada autora

Valja napomenuti da ova rjeSenja Laplaceove jednadzbe vrijede ako i samo ako rubne funkcije
f(z), g(zx), h(y), k(y) zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti (3.11) i (3.12).

3.2. RjeSenje Poissonove jednadzbe primjenom Greenove funkcije

Implementacija Greenove funkcije* kod rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi pociva na inte-

gralnom obliku zapisa rjeSenja uz primjenu teorema o superpoziciji. Funkcija je razvijena upravo

4Greenova funkcija dobila je ime po Engleskom matemati¢aru i fiziaru Georgu Greenu(14.lipnja 1793.-
31.svibnja 1841.).
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sa svrhom rjeSavanja Poissonove jednadZbe kod problema potencijala u vakuumu. Primjena Gre-
enove funkcije nije ograni¢ena samo na Poissonovu jednadZbu vec se koristi kod rjeSavanja razlici-
tih matematickih problema opisanih diferencijalnim jednadZzbama i zadanim rubnim ili pocetnim
uvjetima. Radi boljeg razumijevanja ove funkcije neophodno je prvo definirati Diracovu delta
funkciju’ pomocu koje se u kasnijem izratunu omogucuje zapis poznate funkcije f iz (2.23).

Diracova delta funkcija poseban je slucaj funkcije (impuls) koja ¢e biti jednaka nuli u svim toc-

kama, osim u tocki izvora (ishodistu) kada njen iznos teZi ka beskonacnosti.

d(z)— > o0

Slika 3.3. Prikaz Diracove delta funkcije. Izvor: Izrada autora

Promatrajuci 1D prostor Diracova delta funkcija ima oblik §(x — z), te za nju vrijedi

0z —x9) =0, xF# x, (3.37)
b

/5(:1: — xo)dx = 1. (3.38)

a

Takoder ukoliko je x € [a, b] vrijedi

/f(x)é(x — xo)dx = f(x). (3.39)

Za slucaj delte u vise dimenzija, primjerice u 2D prostoru, biti ¢e reprezentirana zbrojem delta

funkcija u 1D prostoru
0(z — 0,y — yo) = 6(x — 20)d(y — ¥o). (3.40)

Nadalje, moZemo definirati Greenovu funkciju koja za problem Poissonove jednadZbe unutar ne-

kog promatranog prostora [J zadovoljava jednadZbu
V2G(7;20) = §(x — 20), za x € D. (3.41)
Valja napomenuti da Greenova funkcija zadovoljava svojstvo simetrije to jest da vrijedi

G(z;x0) = G(x0; x). (3.42)

Razvija je britanski fizi¢ar Paul Dirac sa svrhom primjene u teoriji distribucija. Fizikalno gledano izvor te
funkcije oznacuje upravo centar mase ili mjesto djelovanja tockastih naboja.
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Ovo svojstvo moZe biti korisno prilikom provjere ispravnosti racuna.

Promotrimo sada Dirichletov problem na granici D za Poissonovu jednadZzbu unutar domene €2

82U(fr,y)_+_3%(:r,y)
0x? 0y?

= f(z,y), (z,y)€Q, (3.43)

w(@,y) = h(z,y), (z,y) €D. (3.44)
Unutar promatrane domene €2, Greenova funkcija zadovoljava jednadzbe

2 2
V2G = 6(z0 — 2)o(yo — y), dok je VG = o6 | oc

or2 a—yg. (3.45)

Vrijedi da ¢e Greenova fukcija biti kontinuirana u svim to¢kama (z, y; o, ¥o), osim diskontinuiteta

kod (z,y) u slucaju prve parcijalne derivacije g—g gdje vrijedi

. oG
D'r

pri ¢emu 7 pretstavlja vanjsku normalu na kruznicu D, koja je opisana jednadZbom
(zo — 2)* + (yo — y)* = R?, (3.47)

gdje R predstavlja polumjer kruZnice za srediStem (x, y). Greenova funkcija moZe se zapisati kao

zbroj partikularnog i homogenog dijela

G(x,y; 20, yo) = G1(z, y; o, Yo) + G2(z, y; 20, Yo), (3.48)

pri ¢emu je Gy Greenova funkcija bez rubnih uvjeta za koju vrijedi V2G| = §(xo—2)d(yo—vy), aza
G, vrijedi jednakost V2G, = 0. Zbog zadovoljavanja principa superpozicije na granici podrucja
D vrijedi

G=0, Gy=-G. (3.49)
Prvo odredujemo partikularno rjeSenje® kada nema rubnih uvijeta koje moZemo pretpostaviti u

formi
G,y = A+ Blogr, (3.50)

pri cemu su A i B konstante koje se traze. Ovo rjeSenje proizlazi iz primjene ranije opisane metode

separacije varijabli na polarni zapis izraza za (; ukoliko vrijedi neovisnost G; o kutu

2G4 N 10G, 1 9*Gy

o Trar tiEae G0

Ukoliko se (3.50) uvrsti u (3.46) i dobiveni izraz raspise dolazi se do

. G,
D'r

®Partikularno rjesenje Greenove funkcije zovemo funkcijom proizvoljnog podrucja (eng. free space Green’s fun-
ction).
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2 2
0
lim/ —(A+ Blogr)Rdf = lim | Bdf = 1. (3.53)
r—0 | On r—0
0 0
RjeSavanjem dobivenog integrala (3.53) proizlazi rjeSenje za konstantu B koje glasi
1
B— . (3.54)
27

S obzirom da je mogué proizvoljan odabir vrijednosti konstante A uzima se A = 0 zbog pojednos-

tavljenja daljnjeg proracuna. Ukoliko se dobiveni iznosi konstanti sada uvrste u (3.50) proizlazi

1 1
Gh(w, 4520, 90) = 5~ logr = —log [(wo — 2)* + (0 — 9)’]. (3.55)

Ako vrijedi pretpostavka da e za svaki (x, y) € €2 biti poznata Greenova funkcija koja zadovoljava
uvjet da za svaki (xg,y0) € D vrijedi G(x,y;x0,%0) = 0, moguée je rjeSenje problema (3.44)

u(x,y) odrediti primjenom Greenove formule’.

Definicija 3.1. Neka su P i () neke proizvoljno odabrane funkcije, tada Greenova formula glasi
P
//(Psz — QV?P)dV = / Pa—Q — Qa— ds, (3.56)
on on
Q D

pri cemu je D neki volumen sa povrsinom s.

Ovisnost P i () o xq 1 yo dana je
P(x0,90) = G(x, y; %0, Yo), (3.57)

Q(flfmyo) = u(xl)?yO)' (358)

Ukoliko se (3.57) 1 (3.58) uvrste u definiciju za Greenovu drugu formulu (3.56) proizlazi

ou oG
// (G2, y: 70, 50) VZu — (zo, yo) V2 G] dodyo = / {G(may;xo,yo)a_n — (w0, 90) 5~ | ds,
Q D

(3.59)

pri ¢emu na €2 moraju biti zadovoljeni sljedeéi uvjeti
Viu = f(zo, yo), (3.60)
V3G = 6(wo — 2)d(yo — y), (3.61)

a na granici D

G =0, (3.62)
u(:c07y0> = g(x()?yO)- (363)

"Greenova formula povezuje dvostruki integral definiran na podru¢ju domene w sa jednostrukim integralom na
granici D.
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Ako se sada izrazi (3.63) - (3.60) uvrste u (3.59) proizlazi

/ / Gy s 20, 90) f (20, 90) — (o, 10)3 (w0 — )3 (g0 — 1) duodyp = (3.64)
Q

ou oG
/ {0% - g(xo,yo)%} ds, (3.65)
D

¢ijim se daljnjim sredivanjem dolazi do opéeg oblika rjeSenja Dirichletovog problema Poissonove
jednadzbe

oG
u(z,y) ://G(%?J;QUo,yo)f(xo,yo)dxodyo+/g(l'o,yo)%(iU,y;iUo;yo)dS- (3.60)
Q

D

Ay
TR

o iy
iR
S
St
A 1

Hy iy 0
TR
‘““““‘||\|||\‘“||‘\‘\||\||\\|\\|\\\\\\|‘1\\}\\‘1:§

—

R
R
S
ey
S
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=
=
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=

=
3

NN

S

o

=

il

=

=

=

T
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Slika 3.4. Graficki prikaz rjeSenja u(x,y) za vrijednosti funkcije h(zx,y) = sin(mx)sin(27y).
Izvor: Izrada autora

Iz dobivenog izraza opleg rjeSenja moze se izvesti zakljucak kako Ce rjeSenje u(x,y) upravo
ovisiti samo o vrijednosti Greenoove funkcije G(z, y; zo, ¥o). Valja napomenuti kako se ispravan
izraz prilikom odredivanja funkcije G pojavljuje na ogranicenom broju domena (kruZnim i pra-
vokutnim). Takoder iz dobivenih izraza proizlazi kako se cijeli postupak svodi na zbroj rjeSenja
nehomogene jednadZbe s homogenom jednadZbom.

3.3. Metoda konacnih razlika

Metoda konacnih razlika jedna je od osnovnih metoda koje omoguéuju numericko rjeSavanje
diferencijalnih jednadZbi aproksimacijom operatora derivacije. [13] [14]
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Numericke metode omogucuju pronalazak aproksimiranih rjeSenja diferencijalnih jednadzbi te
pojednostavljuju rjeSavanje istih. Postupak se svodi na izdvajanje svih derivacija iz diferencijalnih
jednadzbi te njihovom zamjenom aproksimiranim izrazima. Ovakvim izdvajanjem dobiju se al-
gebarske jednadzbe Cije rjeSavanje je uvelike pojednostavljeno, te se na temelju njihovih rjeSenja
dobivaju aproksimacije. Metode konacnih razlika sluZe za pretvorbu obicnih ili PDJ (mogu biti
nelinearne) u sustav linearnih jednadzbi. Modernizacijom dolazi do sve veCe implementacije ko-
riStenja ove metode u numerickoj analizi, s obzirom na efikasnost i lakocu samog izracuna. Ideja

aproksimacije derivacije proizlazi iz same definicije derivacije

o _ o flak B0) — f@)

3.67
dr  Az—0 Az ( )

Geometrijska interpretacija prve derivacije pretstavljena je nagibom tangente na krivulju f u tocki
x koji je moguce aproksimirati s pravcima koji prolaze kroz susjedne tocke na krivulji. Tako se

razlikuju tri moguce aproksimacije

1. Aproksimacija razlikom unaprijed:

df fiv1 — fi
— ) R — 3.68
( dx ) ; Az (3.68)
2. Aproksimacija razlikom unazad:
df Ji— fim
— ) R — 3.69
(dw ) ; Ax (3.69)
3. Aproksimacija srediSnjom razlikom:
df fix1 — fiza
— | R — 3.70
( dx ) ; 2Az (3.70)

Zapis derivacije s limesom (3.67) neée biti moguce provesti u raCunalu s obzirom na ogranice-
nja raCunalne memorije, ve¢ je potrebno provesti aproksimaciju izraza (3.67) u slucaju kada su
vrijednosti funkcije f poznate na kona¢nom broju ¢vorova s kona¢nim razmakom Azx. Prilikom
aproksimacije javljaju se odredene pogreske koje se aproksimiraju razvojem funkcije u Taylorov

red

flo+ Az) = f(2) + Azf'(z) + %sz F(@) + émﬁ @)+ oA, B

Izraz za prvu derivaciju sada je

f’(l’) _ f(ﬂf + AAxx) - f(-T> . %Aljf//(x) N éAJI?)f”/(ZL‘) + O(A:L‘4>, (3.72)

pri ¢emu je pogreska aproksimacije proporcionalna razmaku Azx. Moguce je dobiti bolju aproksi-

maciju kombiniranjem zapisa (3.71) 1

Flo— Az) = f(z) — Anf'(2) + %Aazz F(z) — émS ) +0(AY,  (373)
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odakle slijedi
/ _f(:l:—I—Ax)—f(x—Ax) 1 3 em 4
fi(x) = SAx 6A;E f"(x) + 0(Az"). (3.74)
Dakle, aproksimacija je sada
ooy flo+ Ar) — f(x — Ax)
fl(z) ~ T , (3.75)

pri ¢emu je pogreska aproksimacije proporcionala s Az2. Na sli¢an na¢in dobija se aproksimacija

druge derivacije koja glasi

flz+ Az) —2f(z) + f(z — Ax)

f'(x) ~ Ao . (3.76)

3.3.1. Primjena metode konacnih razlika za rjeSavanje Poissonove jednadzbe

Primjena metode konacnih razlika zbog jednostavnosti pokazana je na primjeru zadane jedno-

dimenzionalne Poissonove jednadzbe

>0  _dyp T X 7r T
BV N Y [—24 18(% 2} (—) 127 i (—) 3.77
3dm2 I 0 + 8(L) cos 7 + 7 sin T ( )

unutar podruéju 0 < x < L na mrezi od 6 i 9 toCaka sa jednako razmaknutim ¢vorovima, uz

pretpostavku duljine L = 2m. Zadani rubni uvjeti su ¢(0) = 6 i 3—5(2) = 0.

e ° ® 3 ] @
¥1 P2 ¥3 P4 ¥s5 ¥6

L

Slika 3.5. Diskretizacijska mreZa s n = 6 ¢vorova. Izvor: Izrada autora

Na temelju slike 3.5 Ax iznosi

L 2
T=""7=% : (3.78)

te je konstantan. Nadalje potrebno je izraCunati vrijednosti desne strane u svakom ¢voru prema

formuli

A= |-244 18(%)2} cos (%) + 12% sin (”—Lx) , (3.79)

gdje A; oznacuje vrijednost desne strane u svakom ¢voru ¢. Vrijednosti A; za ¢vorove su sada

1. Cvor2

2. Cvor 3
r3=0.8, A3=24.23. (3.81)
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3. Cvor4
=12, A;=11.62. (3.82)

4. Cvor5

Ovime postizemo jednostavnije odredivanje lijeve strane jednadZbe koja sada poprima oblik

d*p dy _
(—3w>i - <2%)i —4(p)i = As. (3.84)

Primjenjujuéi formule za aproksimaciju prve derivacije opisane u prethodnom poglavlju dobivenu

jednadzbu raspisujemo kao

1. Jednadzba za ¢vor 1 temeljem rubnog uvjeta glasi

p(0) =1 =6. (3.85)

2. Jednadzba za Cvor 2 glasi
g7 _(i“‘;z);r 2 9P gy = 27T, (3.86)

¢ijim sredivanjem slijedi
— 52¢py + 455 = 942.134. (3.87)

3. Jednadzba za ¢vor 3 glasi
_3¥2 _(i“f;j 2P gy = 2403, (3.88)

¢ijim sredivanjem slijedi
55y — 52¢p3 + 4by, = 3435.844. (3.89)

4. Jednadzba za ¢vor 4 glasi
_ 33 _(Z“;‘*)j b5 _ 29052;;73 4y = 11.62, (3.90)

¢ijim sredivanjem slijedi
553 — 524 + 455 = 9952.038. (3.91)

5. Jednadzba za ¢vor 5 glasi
3 _(ifj);r 2 2P s = 54, (3.92)

¢ijim sredivanjem slijedi

29¢y — 92¢ps5 + 45p = 23257.382. (3.93)



6. Jednadzba za ¢vor 6 temeljem rubnog uvjeta glasi

d_90:€06—905

dx

¢ijim sredivanjem slijedi

Ax

=0,

— @5+ @ = 0.

Dobivene aproksimacije mogu se zapisati u matri¢cnom obliku kako slijedi

Y x¢o=B8B.

0 0 0 0
—52 45 0 0
55 =52 45 0
0 25 =952 45

o O o o =

Odredivanjem inverza traZzeno rjeSenje glasi

0=Y"'xB

0 0 55 —52 45
0 O 0 0 -1 1

o O o O

—6
—5.22
3.17
5.87
25.31

72.38

¥1
P2
¥3
P4
¥s
Y6

—6
942.134
3435.844
9952.038
23257.382
092.8
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(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
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Cvorovin=9

Slika 3.6. Graficki prikaz rjesenja za broj ¢vorova n = 6. Izvor: Izrada autora

Nadalje ponavaljamo isti postupak u ovom slucaju za mrezu od n = 9 ¢vorova.

[ ® ® ® ® ® ® ® ®
¥1 P2 ¥3 P4 23 ©6 "2 ©8 ¥9

L

Slika 3.7. Diskretizacijska mreZa s n = 9 ¢vorova. Izvor: Izrada autora

U ovom slucaju na temelju slike 3.7 Ax iznosi

L 2
Ax = = — =0.25. (3.98)
n—1 8

Nadalje vrijedi isti postupak, pa za desnu stranu slijedi

1. Cvor?2
2. Cvor 3

r3=0.5, A3=27.76. (3.100)
3. Cvor4

xy =0.75, Ay =25.23. (3.101)
4. Cvor 5

v =1, A= 18.84. (3.102)



5. Cvor 6

T = 125, AG = 9.6.
6. Cvor 7

xr =15 A;=-1.1.
7. Cvor 8

xg = 1.75, Ag = —11.65.
Lijeva strana jednadZbe sada poprima oblik
Primjenjujudi isti postupak kao i u prethodnom slucaju slijedi
1. Jednadzba za ¢vor 1 temeljem rubnog uvjeta glasi
©(0) = ¢1 = 6.

2. Jednadzba za ¢vor 2 glasi

_3901—2<p2+903 o3 ¥
(Az)? 2Ax

— 4y = 20.7,
¢ijim sredivanjem slijedi
— 6289 + 325¢3 = 2028.44.
3. Jednadzba za ¢vor 3 glasi

_gf2 7203t 01 ,pa— @
(Ax)? 2Ax

— 43 = 27.76,
¢ijim sredivanjem slijedi
351y — 628¢3 + 325¢, = 278.643.

4. Jednadzba za Cvor 4 glasi

P3 =204t 05,05 — s

-3 (Azx)? 2Ax

— 4y = 25.23,
¢ijim sredivanjem slijedi
3513 — 628¢4 + 352¢5 = 889.9.

5. Jednadzba za ¢vor 5 glasi

_3904—2905+<,06 _ 9P~ Pa
(Az)? 2Ax

— 4p5 = 18.84,
¢ijim sredivanjem slijedi

3514 — 62805 + 3250 = 1808.464.
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(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)



. Jednadzba za ¢vor 6 temeljem rubnog uvjeta glasi

P5 — 206+ P11~ @5

-3 (Ax)? 2Ax

— 4pg = 9.6,
¢ijim sredivanjem slijedi

3515 — 6286 + 32597 = 3117.608.
. Jednadzba za ¢vor 7 temeljem rubnog uvjeta glasi

-3

©e — 207 + 3 P8 — Y6
-2 —4pr = —1.1
(Az)? 2Ax T ’

¢ijim sredivanjem slijedi
351ps — 6287 + 325pg = 4931.58.

. JednadZba za ¢vor 8 temeljem rubnog uvjeta glasi

P71 =205+ Py 5P — 1

-3 (Az)? 2Ax

— 4pg = —11.65,
¢ijim sredivanjem slijedi
3517 — 6285 + 325¢9 = 7395, 512.

. Jednadzba za ¢vor 9 temeljem rubnog uvjeta glasi

d_SD _ Yo" P8 _ 0

dx Az ’
¢ijim sredivanjem slijedi

— g+ 9 =0.
Dobivene aproksimacije u matricnom obliku glase

Y x¢p=D0.
10 0 0 0 0 0 0 01 [¢1]
0 —628 325 0 0 0 0 0 0 P2
0 351 —628 325 0 0 0 0 0 ©3
0 O 351 —628 325 0 0 0 0 ©4
0 O 0 351 —628 325 0 0 0 ws| =
0 O 0 0 351 —628 325 0 0 V6
0 0 0 0 351 —628 325 0 o7
0 0 0 0 0 351  —628 325| | s
0 0 0 0 0 0 -1 1] |yl
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(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

—6
2028.44
278.643

889.9
1808.464
3117.608

4931.58
7395.512

| 10685.656



Odredivanjem inverza traZzeno rjeSenje glasi

0=Y 'xB
S
—3.345
—1.54
0.678
o= 6.89
14.98
26.18
41.87
| 70.22
ED | | I ! T T T
70 | /
B0 f |
50 | f |
ol I / _
§ 40 /ﬂ
& 30| ; |
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n / : |
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I — e i _
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Cvorovin=9

Slika 3.8. Graficki prikaz rjesenja za broj ¢vorova n = 9. Izvor: Izrada autora
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(3.125)

Iz dobivenih rezultata moZemo zakljuciti kako ¢e kvaliteta aproksimiranog rjeSenja ovisiti o

koriStenom broju ¢vorova. Bolje aproksimacije javljaju se za veci broj ¢vorova, pa tako ako se

aproksimirano rjeSenje Zeli pribliZiti analitickom potreban je velik broj ¢vorova. Pove¢anjem broja

¢vorova produljuje se i dodatno komplicira proracun medutim sama dobivena rjeSenja bila bi toc-

nija. Iz ovog razloga potrebno je detaljno procijeniti kolika je tocnost rjeSenja zapravo potrebna i

prema tome prilagoditi broj koriStenih ¢vorova



4. Problem potencijala

Unutar ovog poglavlja objaSnjeni su osnovni zakoni 1 veli¢ine koji se javljaju unutar podrucja
elektrostatike, a od iznimne su vaznosti prilikom definiranja Poissonove jednadZbe za potencijal.
[15] [16] [17]

Teorija Poissonove jednadZbe naziva se teorija potencijala. Ova jednadZba spada u najbolje
proucene diferencijalne jednadzbe, te ima Siroku primjenu u elektrostatici, mehanici kao i drugim
granama fizike. Njome se opisuju razlicite fizikalne pojave kao §to su raspodjela brzine fluida
po popre¢nom presjeku cijevi kojom taj fluid prolazi, gravitacijsko polje, koriste se za opisivanje
distribucije elektri¢nog potencijala u u prostoru unutar kojeg nema naboja, ili za temperaturu u
uslijed nekog izvora topline f. S obzirom na to da je nama od interesa upravo opisivanje elektric-
nog potencijala Poissonovom jednadzbom, prvo se potrebno upoznati s elementarnim veli¢inama

1 zakonitostima koje vrijede unutar podrucja elektrostatike.

4.1. Uvod u elektrostatiku

Elektrostatika je grana fizike 1 elektrotehnike unutar koje se razmatraju elektricna polja koja su
posljedica djelovanja mirujucih naboja te ostale pojave uzrokovane miruju¢im nabojima. Gibanje
1 raspodjelu naboja unutar nekog prostora moZemo promatrati kao izvor koji kao posljedicu ima
pojavu sile te javljanje elektri¢nog polja. Elektri¢no polje je zapravo polje sile koje je posljedica
naboja koji se ponaSaju kao izvor. S obzirom na to da za elektri¢no polje vrijedi da je konacno i
kontinuirano isto svojstvo mora vrijediti i za gustocu tih naboja tj.ona takoder mora biti konac¢na.
Iz navedenog proizlazi da je naboj temeljna fizikalna veliCina elektrostatike. Elektri¢ni naboji
mogu se podijeliti u dvije skupine: pozitivni koje veZemo uz protone 1 negativni koji su vezani uz
elektrone.

Jedan od osnovnih zakona elektrostatike bio bi Coulombov zakon koji opisuje odnos sila izmedu
tijela nabijenih statiCkim elektricitetom. Karakter sile ovisi o polaritetu naboja tj. sila moze biti
privlacna ako su naboji raznoimeni te odbojna ako su istoimeni. Otkriva ga 1785. godine francuski
inZenjer Charles Coulomb! provodeéi niz pokusa kojima je ustanovio da je sila izmedu dva mala
nabijena tijela smjeStena u vakuumu koja se nalaze na udaljenosti R proporcionalna koli¢ini elek-
tricnog naboja, a obrnuto proporcionalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti. Prema tome
Coulombov zakon definiran je kao

Q1 - Q2

R @.1)

!Charles-Augustin de Coulomb (14.lipnja 1736.-23 kolovoza 1806.), bio je francuski fizi¢ar po kojem je nazvana
mjerna jedinica elektri¢nog naboja kulon [C]

33
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pri cemu su (J; i ()5 vrijednosti naboja na promatranim tijelima, a k konstanta koja se racuna po

formuli: .
k= 4.2
e (4.2)
€o je dielektricna konstanta vakuuma i ona iznosi 8, 854 - 10_12‘f—7f1. Ako sada promatramo dva

toCkasta naboja koja se nalaze na dva razliCita polozaja to jest naboj ¢; smjeSten na polozaju ry i

naboj ¢» smjeSten na poloZaju r prema slici 4.1.

q:

0 Po

Slika 4.1. Sila izmedu dva naboja. Izvor: Izrada autora

Sila izmedu njih bila bi prema izrazu (4.1) jednaka

1 q1 - g2 rL—"T2

_4'71"60.‘7’1—7”2‘2.|7”1—7’2|'

4.3)

Ako jedan od dva naboja fiksiramo npr. naboj )1, a drugi naboj ()o pomi¢emo u okolini na-
boja (); mozemo primijetiti da ¢e u svakoj tocki prostora naboj (); djelovati silom na naboj (),
odnosno javit ¢e se polje sila koje je posljedica djelovanja naboja (). Ukoliko sada naboj ()
prikaZemo nabojem () koji se nalazi na poloZaju r, a naboj (); vizualiziramo skupom tockastih

naboja ¢; = q1, q2, ..., g na polozajima ry, ra, ..., Tk.

Slika 4.2. Sila izmedu dva naboja. Izvor: Izrada autora
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Tada je ukupna sila prema teoremu superpozicije jednaka vektorskom zbroju sila koje se javljaju
izmedu naboja ¢; i Q).

1 i g - Q r—ri

|2 . |r — ri|

k
FQ:F1+F2+...+FR:ZF1:4_ (4.4)
=1

T = | — 1
Podijelimo li jednadZbu (4.4) nabojem () dobivamo formulu za elektri¢no polje* F u tocki r
k

k .
1 i r—1r
=Eq=E+E+.+E=) E= e o . 4.5)
=1

4'7'("601,:1 |7’—7’Z- T—Ti’

o)
Q

Sljedeca osnovna velicina elektrostatike bila bi upravo elektri¢ni potencijal. Svaka materija je u
sustini neutralna odnosno raspolaze jednakim brojem pozitivnih i negativnih naboja, takoder mora
vrijediti zakon oCuvanja koli¢ine naboja koji kaZe da algebarska suma naboja mora biti konstantna.
Zbog toga, ukoliko bi Zeljeli dobiti izolirane pozitivne i negativne naboje npr. na dvije paralelne
vodljive ploce, onda bi pozitivni naboj na jednoj ploci te negativni naboj na drugoj ploci stvarali
dovodenjem negativnih naboja s jedne ploce ¢ime bi ona postala pozitivno nabijena, i dovodenjem
tih naboja na drugu ploCu ¢ime ona postaje negativno nabijena. Kako bi uspjesno razdvojili naboje
potrebno je utrositi odredenu koli¢inu energije koja se manifestira kroz stvaranje elektri¢nog polja
medu plocama. Ta energija opisana je potencijalom, prema tome moZemo zakljuciti da je elektri¢ni
potencijal skalarna veliCina koja opisuje potencijalnu energiju naboja u elektricnom polju. Polje

E; preko izraza (4.5) moZemo zapisati u obliku

Ty — 1T 1
Ei(r) « m =-V <|7’ — Tz|) : (4.6)
Cime dolazimo do formule za elektri¢ni potencijal
1 - di
0= an
Pri cemu je ®(r) skalarno polje takvo da vrijedi
E(r)=—-Vo(r). (4.8)

Iz Cega se vidi da je elektricno polje E u potpunosti odredeno preko potencijala. Uz potencijal veze
se joS jedna bitna formula, a to je formula koja opisuje rad. Rad zapravo predstavlja potencijalnu
energiju nekog naboja () u nekoj promatranoj tocki elektri¢nog polja a tj. utroSak energije na
udaljenosti [ prilikom pomicanja naboja iz jedne tocke npr. smjeStene u beskonacnosti (u kojoj

nema djelovanja polja) u tocku a koja se nalazi unutar podrucja promatranog polja.

a

W (a) = —/Q.E.dz. 4.9)

[e.e]

2Elektri¢no polje je prostor odnosno polje sile unutar kojeg elektri¢ni naboj djeluje privla¢nom ili odbojnom
(ovisno o polaritetu) silom na neko drugo elektri¢no tijelo.
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Iz spomenute relacije dolazimo do jos jedne bitne formule koja omogucuje izracun potencijala

u nekoj promatranoj tocki elektriénog polja ako je poznata jakost elektricnog polja

a

o(a) = —/E~dl. (4.10)

o0

Poznavanje ove relacije omogucuje izracun razlike potencijala izmedu dvije tocke smjeStene
unutar promatranog elektri¢nog polja. Razlika potencijala naziva se naponom ¢ija oznaka je U iako
u stranim literaturama se Cesto koristi V. Ako promatramo napon izmedu dvaju tocaka oznacenih
sa a i b, pri cemu je to¢ka a na viSem potencijalu u odnosu na to¢ku b. Razlika potencijala tih

tocaka bit ¢e oznacena kao Uy, 1 raCuna se prema formuli

a

U = p(a) — ¢(b) = —/E -dl. 4.11)
b

Iduéi, a ujedno i posljednji vaZan zakon elektrostatike bio bi Gaussov zakon®. Ovaj zakon opisuje
vezu elektri¢nog polja s gustoom prostornog naboja to jest opisuje ukupni elektricni tok kroz neku
zatvorenu plohu koji je proporcionalan ukupnom naboju pohranjenom unutar te plohe, a njegov

zapis daje se u dvije forme:

1. Integralna forma,

2. Diferencijalna forma.

Ukoliko zamislimo naboj ¢;,, koji se nalazi unutar neke zatvorene plohe S gdje n predstavlja vektor

normale na promatranu plohu.

Slika 4.3. PoloZaj q;,, unutar S. Izvor: Izrada autora

3Johann Carl Friedrich Gauss (30.travnja 1777.-23.veljage 1855.), bio je njemacki fizi¢ar, matemati¢ar i astronom.
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Integralna forma Gaussova zakona glasit ¢e

jfE-dS:q’l, 4.12)
€0
S

gdje plosni integral predstavlja protok elektricnog polja kroz plohu S. Ovdje valja primijetiti
da je tok elektri¢nog polja E,,; naboja q,,; jednak nuli tj. ukupna vrijednost polja u tocki r jednaka
je B = E;, + E, = Ej;,. Ovakav zapis pogodan je prilikom raCunanja elektri¢nog polja kada
je raspodjela naboja simetri¢na (sferna,cilindri¢na ili ravninska simetrija), pri tome nam simetrija
naboja indicira da je elektricno polje takoder simetri¢no to jest poznata nam je orijentacija polja
te u skladu s tim informacijama moZzemo odabrati plohu S. Do diferencijalne forme Gaussova

zakona dolazimo direktno iz njegovog integralnog zapisa uvodenjem gustoée naboja p(r)

v.E=" (4.13)

€o

pri ¢emu ovaj izraz vrijedi u tocki prostora r. Ako promotrimo jednadZzbu (4.8)

E=-Vo, (4.14)
dolazimo do zakljucka da rotor elektricnog polja iS¢ezava tj. da vrijedi relacija

VxE=0. (4.15)

Zbog toga prema Stokesovom teoremu moZzemo zakljuditi da je krivuljni integral elektri¢nog polja

jednak nuli.

j{E-dl:O (4.16)
c
Pri ¢emu je dl diferencijalna duljina luka krivulje C', a ¢ tangenta, te vrijedi relacija da je dl = tdl

prema danoj slici.

dl=tdl

Slika 4.4. Prikaz krivulje C. Izvor: Izrada autora
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Teorem 4.1. Ukoliko su ova svojstva zadovoljena zakljucujemo da se radi o potencijalnom polju

Ciji potencijal racunamo prema sljedecem izrazu

T2

O(ry) — O(ry) = —/E -dl, 4.17)

T1

pri cemu je elektricno polje E zadano.

Iz opisanih svojstva Gaussova zakona i rotora elektricnog polja proizlaze osnovni zakoni elek-

trostatike koji se dijele u dvije skupine. Prvi integralni zakoni koji glase:

7{E~dszi,
€o

S
]{E-dl:(). (4.18)
c
Te diferencijalni zakoni:
V-E= ﬁ’
€o
V x E=0. (4.19)

4.2. Izvod i definicija Poissonove diferencijalne jednadzbe elektricnog potencijala
Opcenito se Poissonova jednadzba za elektri¢ni potencijal daje u sljedeem obliku
V3¢ = o(x), (4.20)

pri ¢emu je ¢ neka nepoznata skalarna veli¢ina koja se traZi, a ¢ je poznata kao "izvorna funkcija".

Izvod Poissonove jednadzbe zapocinjemo primjenom diferencijalne forme Gaussova zakona

v.E=L. 4.21)
€o

Gdje sada uvrStavanjem izraza za jakost elektri¢nog polja opisanog relacijom (4.8) u izraz (4.21)

dolazimo do relacije

E=-Vo — v.EBE=2
€o
_p
V(=Vy) =—. (4.22)
€o
Ovime dobivamo izraz Poissonove jednadZzbe za potencijal
\E (4.23)
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gdje je ¢ dielektri¢na konstanta(permitivnost) vakuuma koja iznosi

1 A
€= —— = 8.85419 x 10—12V—S, (4.24)

Ho - Cp m

pri cemu je ¢y brzina svjetlosti u vakuumu, a i relativna permeabilnost vakuuma iznosa 47 X
~TN
107" 4.

Sve navedene formule vrijedit ¢e 1 u slu¢aju Laplaceove jednadzbe, kada unutar promatranog
podrucja nema slobodnih nosioca naboja to jest kada je p = 0. Postoji beskonacno mnogo rjese-
nja koja mogu zadovoljiti Poissonovu jednadzbu, iz tog razloga uvode se rubni uvjeti potencijala
na rubovima podrucja nad kojim se vrSi proracun. Ovime se osigurava jedinstvenost rjeSenja po-
tencijala. Da bi mogli odrediti potrebne rubne uvjete koji ¢e osiguravati jedinstvenost rjeSenja

promotrimo sustav statickog elektricnog polja opisanog danom slikom.

Slika 4.5. Sustav statickog elektricnog polja. Izvor: [15]

Ukoliko se unutar danog volumena V' ograni¢enog povrSinom .S koja se sastoji od viSe manjih
povrsina Sy, Sy, Ss,..., Sy nalazi homogeni linearni dielektri¢ni materijal dielektri¢nosti €y, te slo-
bodni nosioc naboja gustoée p. Tada je moguce pretpostaviti postojanje dva razliCita rjeSenja za

potencijal ¢; 1 (o unutar danog volumena prilikom ¢ega mora vrijediti:

vzgpl = _ﬁa

€o

2, — _P
Vi, = . (4.25)

€0

Kada bi oduzeli navedene izraze, rjeSenje bi bilo 0, te bi zadovoljavalo Laplaceovu jednadzbu to
jest situaciju kada je p = 0

V21 — Vs = V(1 — 2) = 0. (4.26)

Prema tome da bi rjeSenje statickog elektriénog polja bilo jedinstveno mora biti zadovoljeno da je

razlika potencijala jednaka nuli ili neka konstantna vrijednost unutar promatranog podrucja V.

o1 — p2 =0,
1 — 2 = konst. 4.27)
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Kako bi ispitali pod kojim uvjetima vrijede navedene relacije primijenit ¢emo prvi Greenov iden-
titet koji glasi:

Teorem 4.2. 5
% ua—ZdS - / WV + VuVo]dV. (4.28)
S 1%

UvrStavanjem sljedee jednakosti u = v = 1 — 5 u dani izraz dolazimo do relacije

e o O 45 [156e1 - gaav. (4.29)

S \%4

Koja nam govori da bi mogli imati jedinstveno rjeSenje prema uvjetima opisanim izrazom (4.27),

desna strana jednadZbe (4.29) mora biti jednaka nuli tj. mora vrijediti

Ny —
j'{ (o1 — @g)wczs — 0. (4.30)
n
s
Dok ¢e lijeva strana jednadZbe (4.29) biti jednaka nuli ukoliko su zadovoljeni sljede¢i karakteris-

tiéni slucajevi:

1. Vrijedi o1 — 9 = 0, tj. 1 = s u svim toCkama povrsine 5, pa tako i na cijelom podrucju
V.

2. Vrijedi % — % =0, tj.% = % u svim to¢kama povrsine S, tada ¢e i na cijelom podrucju

V vrijediti 1 = @2 + ©g.

3. Vrijedi 1 — @2 = 0 na jednom dijelu povrsine .S, dok na ostatku povrsine S vrijedi de1 _

on
Op2

72 = (. U ovom slucaju takoder vrijedi 1 = 9 na cijelom podrucju V.

Shodno tome rjeSenja Poissonove jednadZbe bit ¢e jedinstvena, ako i samo ako, su na rubovima za-
dani uvjeti definirani kroz navedene karakteristicne slucajeve. Temeljem toga mogu se razlikovati

tri formulacije rubnih uvjeta prilikom rjeSavanja Poissonove jednadzbe:

1. Dirichletovi wuvjeti : Poissonova jednadzba imat e jedinstveno rjeSenje unutar podrucja

V" ako se zadani potencijal nalazi na zatvorenoj povrsini S koja obuhvaca podrucije V.

2. Neumannovt wuwvjeti :Poissonova jednadzba imat ¢e jedinstveno rjeSenje unutar podrucja
V' ako se zadana parcijalna derivacija potencijala g—:‘; nalazi na zatvorenoj povrsini S koja

obuhvaca podrucje V.

3. MijeSani wuvjett : Poissonova jednadzba imat e jedinstveno rjeSenje unutar podrucja
V' ako je na jednom dijelu zatvorene povrsine S zadan potencijal, a na ostatku parcijalna

. .. .. dp
derivacija potencijala 5-.
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Direktna posljedica jedinstvenosti rjeSenja Poissonove jednadZbe bit e nepromjenjivost potenci-
jala tj. konstantni potencijal u svim toCkama polja. Isti uvjeti moraju biti zadovoljeni i ako je
p = 0 tj. kada imamo Laplaceovu jednadzbu. VazZnost primjene Poissonove jednadZzbe prilikom
rjeSavanja razli¢itih problema unutar elektrostatike primjecuje se na primjeru vodljivih ploca koje

su nabijene razlicitim potencijalom kao $to su vakuumske diode i kondenzatori.

Primjer 4.1. Rjesavanja Laplaceove jednadZbe pokazano je na primjeru dviju vodljivih ploca
odvojenih izolatorom (vidi sliku 4.6).[17]

E
1\

-
I
NE]

E IZOLATOR

Slika 4.6. Prikaz potencijala na plocama. Izvor: Izrada autora

T
) = 200V. S obzirom na to da funkcija ¢ ovisi samo o ¢, Laplaceova jednadZba u cilindric¢nim

Ploce su zadane s ¢ = 0i ¢ = I, s poznatim pocetnim uvjetima o(¢p = 0) = 01 p(¢p =

s

4

koordinatama poprima oblik
vip— Loe 4.31)
T pde |
te s obzirom na to da je p = 0 zbog izolatora koji odvaja ploce, moguce je dodatno pojednostav-

ljenje izraza (4.31) mnoZenjem sa p*

d*p
—=0. 4.32
00 (4.32)
Dvostrukim integriranjem slijedi rjesenje
© = a¢ + b, (4.33)

dok se vrijednost konstanti a i b odreduje primjenom pocetnih uvjeta. Ako je p(¢ = 0) = 0 dolazi
se do vrijednosti konstante b
b=0. (4.34)
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Te konstante a primjenom ¢(¢ = §) = 200V

%o
a="—. (4.35)
bo
Odakle slijedi rjeSenje za potencijal na plocama
800
p=p=""4 (4.36)
Po m

1500
1500

1000
1000

500

-1000 6

-8
0 1500
Y60 s00 1000 -1500 ]
X

Slika 4.7. Prikaz rjeSenja elektricnog potencijala p(¢) sa pripadnim ekvipotencijalnim plohama.
Izvor: Izrada autora

* Iz dobivenog rjesenja za potencijal na jednostavan nacin dolazi se do rjesenja za elektricno

polje na plocama
©o 800
EFE=-Vyop=—"-k,=—k (4.37)
2 P ¢ o ¢

Slika 4.8. Elektricno polje na plocama. Izvor: Izrada autora

“Ekvipotencijalne plohe prikazuju zamisljene plohe kojima se giba elektri¢ni potencijal unutar elektri¢nog polja,
pri ¢emu su obuhvacene sve tocke prostora u kojima je potencijal elektri¢nog polja jednake vrijednosti.
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Primjer 4.2. Rjesavanje Poissonove jednadZbe pokazano je na primjeru EHD (elektricne hidro
pumpe)’ koja se sastoji od visokonaponskih elektroda. Na slici 4.9 prikazan je raspored poten-
cijala na elektrodama s oznacenim smjerom gibanja. Potrebno je odrediti potencijal i elektricno
polje ako je py = BOm%, wo = 20kV,a = 3 s poznatim pocletnim uvjetima ¢(z = 0) = 0
p(z=a) = o.[17]

PrITTOTYIYY
PrITTOTRIYY
PrITRORRYLY

+%o ov

0 a

Slika 4.9. Prikaz potencijala unutar EHD pumpe. Izvor: Izrada autora

Rjesavanje pocinje od cilindricnog zapisa Poissonove jednadZbe koji je moguce pojednostaviti

s obzirom na to da prema zadanim pocetnim uvjetima p ovisi samo o z

P Po
- r__R 4.38
dz? €0 ( )
Ukoliko se dobiveni izraz integrira po z slijedi
d
__ P, (4.39)
dz €0
ponovnom integracijom slijedi rjeSenje za ¢
p=-2240:4D. (4.40)

€0

Vrijednost konstanti odreduje se primjenom poznatih pocetnih uvjeta. Ako je p(z = 0) = g

dolazi se do vrijednosti konstante D
po=—-0+0+D, D=y (4.41)

Do konstante C dolazi se primjenom drugog pocetnog uvjeta p(z = a) =0

poa’

0=—
260

+ Ca + o, (4.42)

SElektri¢na hidro pumpa (eng. Electrohydrodynamic pump) radi na principu interakcije elektri¢nih polja koja se
sastoje od nabijenih Cestica unutar neke dielektricne tekuéine vrlo male vodljivosti.
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c="0_% (4.43)
2¢q a
Odakle sada slijedi rjesenje za potencijal unutar pumpe
a
p=—L02 L0200, (4.44)
€ 260 a
uvrstavanjem zadanih vrijednosti i vrijednosti za permitivnost vakuuma ey = 8.85419 x 10*12{}—;
proizlazi
© = —33.8823 x 10%2% — 6.6667 x 10°z + 1.7111 x 10", (4.45)
1? / N 05
/ \ .
05 /. \\ L
g0 ,/ \\\
i \ 2
0.5 ’_‘ \\
1 / \ 25
i _/' \\r
72-10 8 B 4 2 0 2 4 6 8 10 A <100 -100 X x10™
Slika 4.10. Prikaz rjesenja elektricnog potencijala p(z). Izvor: Izrada autora
Iz dobivenog rjeSenja Poissonove jednadZbe proizlazi rjesenje za elektricno polje
d
E=-Vo=—"Lk = [@+@ (z—f)] k., (4.46)
dz a €0 2
te uvrstavanjem poznatih vrijednosti slijedi
E = [6.6667 x 10% + 33.8823 x 10°(z — 1.5) ] k.. (4.47)

Slika 4.11. Elektri¢no polje na elektrodama EHD pumpe. Izvor: Izrada autora



5. Zakljucak

Razumijevanje danas nezaobilaznih parcijalnih diferencijalnih jednadZbi daje bolji uvid u shva-
¢anje Poissonove jednadzbe, koja omogucuje izracun potencijala uzrokovanog poznatom raspo-
djelom naboja. Ovim radom objasnili smo podjelu parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi, te naveli
neke od najpoznatijih kao Sto su Laplaceova i Poissonova jednadzba.

Upravo je Poissonova jednadzba tema ovog zavrSnog rada te su kroz poglavlja dani njeni de-
finicija, svojstva i rjeSenje. Postoji viSe pristupa analitickom rjeSavanju ove jednadZbe, a neki od
najces¢ih bili bi direktna integracija, separacija varijabli te primjena Greenove funkcije. U praksi
se zbog sloZenosti racuna analitickog postupka danas CeSce koriste numericke metode rjeSavanja
kao Sto su metoda konacnih elemenata, metoda konacnih razlika, metoda kona¢nih volumena,...

Nadalje detaljnije se bavimo podru¢jem elektrostatike i njenim zakonitostima. Tako je objas-
njen Coulombov zakon iz kojeg se dolazi do jakosti elektricnog polja koji dalje omogucuje razma-
tranje elektri¢nog potencijala. Definirani su osnovni zakoni (diferencijalni i integralni) elektrosta-
tike koji proizlaze iz Gaussova zakona i rotora elektricnog polja, te je na temelju njih napravljen
izvod Poissonove jednadZbe za elektricni potencijal.

U konacnici kroz nekoliko primjera pokazan je postupak rjeSavanja razliCitih vrsta problema
unutar elektrostatike koristeci se Poissonovom jednadZbom i gore navedenim metodama rjeSava-

nja.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Unutar ovog zavrSnog rada razmatrana je Poissonova diferencijalna jednadzba, postupak pro-
nalaZenja njenog rjeSenja te njena primjena na podrucju elektrotehnike. ObjaSnjene su parcijalne
diferencijalne jednadZzbe te njihova svojstva. Navedena je definicija pocetnih i rubnih uvjeta te
objasnjena njihova vaZnost za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi. Pokazan je postupak dolaska
do analitickog 1 numerickog rjeSenja Poissonove jednadZzbe. Poissonova jednadZba je na kraju

stavljena u kontekst elektrotehnike, konkretno kod problema potencijala.

Kljucne rijeci: parcijalne diferencijalne jednadzbe, pocetni rubni uvjeti, Poissonova diferenci-
jalna jednadzba, Laplaceova diferencijalna jednadzba, analiti¢ko rjeSenje, Greenova funkcija, nu-

mericko rjeSenje, metoda konacnih razlika, elektri¢ni potencijal, elektri¢no polje, Gaussov zakon
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Summary and key words

This final paper discusses Poisson’s differential equation, along with its possible solutions, and
how it can be used in electrical engineering. Also studied are partial differential equations and
their properties, along with initial boundary conditions and their importance in solving differential
equations. This paper covers steps for obtaining analytical and numerical solutions to Poisson’s
equation. Finally, the use of Poisson’s equation in electrical engineering is discussed, particularly

in relation to solving potential problems.

Keywords: partial differential equations, initial boundary conditions, Poisson’s differential equ-
ation, Laplace’s differential equation, analytical solution, Green’s function, numerical solution,

finite difference method, electric potential, electric field, Gauss’s law
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