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1. Uvod

Zavrsni rad obraduje podrucje rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadZbi te njihovu primjenu
u inZenjerstvu. Diferencijalne jednadZbe predstavljaju jedan od temeljnih matematickih alata u
modeliranju fizickih pojava, posebno u podrucju inZenjerstva i prirodnih znanosti. Njihova pri-
mjena omogucéava opisivanje dinamike sustava kroz promjene koje se dogadaju u vremenu ili
prostoru. U elektrotehnici, diferencijalne jednadzbe igraju klju¢nu ulogu u analizi i projektiranju
elektri¢nih i elektronickih sustava, od jednostavnih strujnih krugova do slozenih sustava upravlja-
njaitelekomunikacija. U gotovo svim podruc¢jima znanosti 1 inZenjerstva, diferencijalne jednadzbe
su kljucne za formuliranje 1 rjeSavanje problema koji ukljucuju varijable koje su medusobno pove-

zane putem derivacija.

Kroz ovaj zavr$ni rad, cilj je istraZiti i prikazati kako se diferencijalne jednadzbe koriste za
modeliranje 1 rjeSavanje problema. Rad ¢e obuhvatiti osnovne tipove diferencijalnih jednadzbi,

metode njihovog rjeSavanja uz neke konkretne primjere iz razlicitih podrucja inZenjerstva.

U prvom dijelu rada bavimo se osnovnim pojmovima iz teorije obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi. Definiramo opce i partikularno rjeSenje te navodimo neke temeljne metode njihova rjesa-
vanja kao $to je primjerice separacija varijabli. Takoder pokazujemo opravdanost primjene obi¢nih

diferencijalnih jednadZzbi.

U trecem poglavlju uvodimo obicne linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koefi-
cijentima s naglaskom na metode njihova rjeSavanja. Naime, ovaj tip diferencijalnih jednadzbi
najcescée se pojavljuje kod sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi i kljucan je za njihovo rjesa-

vanje.

U cetvrtom poglavlju definiramo sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi i navodimo neke
njihove klasifikacije, dok se u petom i Sestom poglavlju bavimo tehnikama rjeSavanja sustava
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, pritom stavljaju¢i naglasak na metodu supstitucije i matri¢nu
metodu. U sedmom poglavlju uvodimo Laplaceove transformacije i pokazujemo kako se one
koriste kod rjeSavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, a u zadnjem poglavlju navodimo

neke konkretne primjene sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u inZenjerstvu.



2. Obicne diferencijalne jednadzbe

Glavna tema ovog rada su sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi i metode njihova rjeSavanja.
Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi sastoje se od viSe obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koje

¢emo u ovom poglavlju upoznati.

2.1. Pojam obicne diferencijalne jednadzbe i njenog rjesenja

Pri rjeSavanju mnogih problema potrebno je naéi nepoznatu funkciju y(z) koja mjeri kvantita-
tivnu stranu neke pojave, ako je pritom poznata izvjesna veza nezavisne promjenljive x, nepoznate

funkcije y(z) i njenih derivacija i/, %", ..., ¥ dana jednadZzbom

F(z,y,9,y", ... y™) =0, 2.1)

gdje je F' zadana funkcija. Svaka se jednadzba ovog oblika, koja sadrzi barem jednu derivaciju,

naziva obi¢na diferencijalna jednadZba.

Primjer 2.1. Izraz
y" (x) + 2yxy” + 3y = sinx (2.2)

primjer je obicne diferencijalne jednadzbe.

Osim obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi imamo i parcijalne diferencijalne jednadZbe koja uklju-
Cuje parcijalne derivacije. Za razliku od obi¢ne diferencijalne jednadzbe, gdje nepoznata funkcija
ovisi samo o jednoj varijabli, u parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi nepoznata funkcija ovisi o

viSe varijabli.

Primjer 2.2. Izraz
ug(z,y) + uy(x,y) = sin(z + y) (2.3)

primjer je parcijalne diferencijalne jednadZbe.

Red diferencijalne jednadZbe je red najviSe derivacije koja se u jednadzbi pojavljuje. Tako je
primjerice jednadZba iz primjera 2.1 obi¢na diferencijalna jednadZba treceg reda, a jednadzba iz

primjera 2.2 parcijalna diferencijalna jednadZba prvog reda.

Rjesenje ili integral diferencijalne jednadzbe (2.1) je svaka funkcija y(z) koja zadovoljava tu
jednadzbu, dok se graf funkcije y(z) naziva integralna krivulja. RijeSiti jednadZbu znaci naci sva

njezina rjesenja.

Primjer 2.3. Funkcija zadana s
y(x) =e "+ —¢€” (2.4)



jedno je rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
Yy +y=e". (2.5)
Na sljedecoj slici prikazan je integralna krivulja dane diferencijalne jednadzbe.

Y
20 +

15 ¢

-3 -2 -1 1 2 3

Slika 2.1. Jedna integralna krivulja diferencijalne jednadzbe iy + y = e*.

2.2. Prakti¢na opravdanost obic¢nih diferencijalnih jednadzbi

Diferencijalne jednadzbe susre¢emo u razli¢itim podru¢jima znanosti. Pomocu njih zapisane
su razne matematicke formule, a posebno fizikalni zakoni. Tako se primjerice u mehanici Cesto
koristi drugi Newtonov zakon zapisan u obliku sljedeée diferencijalne jednadzbe:

d(mv) =
i =F (2.6)

gdje je m masa tijela, ¥ brzina, a F sila koja uzrokuje gibanje. Posebno, ako je m = konst. (kao

Sto je najcesce slucaj) biti Ce

mt = F, (2.7)

ili

ms=F, (2.8)
gdje je 5 polozaj, a tockasti operator predstavlja derivaciju po vremenskoj varijabli ¢.

U toplini se Cesto koristi Newtonov zakon hladenja koji glasi

dr

E = k(T - Tok)a (29)

gdje je 1" temperatura tijela, T, temperatura okoline i k koeficijent koji se za razli¢ite materijale

utvrduje eksperimentalno.



Cesta je i uporaba tzv. populacijske jednadzbe koja izraZava Einjenicu da je brzina promjene

izvjesne populacije srazmjerna momentalnom broju jedinki y(¢), a glasi

d
—y—ky.

i (2.10)

Kao primjer iz elektrotehnike mozemo uzeti jedan obi¢an RLC krug prikazan na slici 2.2.

R L
— VWV 70000

%0

Slika 2.2. Serijski RLC krug.

Prema Kirchhoffovom zaknu jednadZzba tog kruga glasi
gdje su naponi s lijeve strane redom naponi na otporniku, zavojnici 1 kondenzatoru.

Ovaj se izraz moze zapisati u obliku diferencijalno-integralne jednadZzbe:

t

. di(t) 1 .

Ri(t) + L— + — t)dt =U. 2.12

i)+ L%+ [t =v. @.12)
0

u kojoj nam R predstavlja omski otpor otpornika, L induktivitet zavojnice, C' kapacitet kondeza-

tora, dok je i(t) struja u strujnom krugu, a U vrijednost napona izvora.

2.3. Opce i partikularno rjesenje

Neposrednim uvrStavanjem moZemo vidjeti da osim navedenog rjeSenja u primjeru 2.3 i funk-
cija

1
y(x) =2e7" + 5696 (2.13)

je takoder jedno rjeenje zadane jednadZbe. Stovise, sve funkcije oblika

1
y(x) =Ce ™ + 569“ (2.14)

za sve vrijednosti C' € R rjeSenja su zadane diferencijalne jednadzbe.

Ovo nam pokazuje da diferencijalna jednadzba prvog reda ima beskonatno mnogo rjesenja, a

izraz koji obuhvaca sva ta rjesenja zove se opce rjeSenje. Formalno funkcija

z = y(x,C), (2.15)



gdje je C proizvoljna konstanta naziva se opce rjesenje diferencijalne jednadzbe ??, ako je funkcija

y(z, C') rjesenje diferencijalne jednadZbe za svaku vrijednost konstante C.

Posebno ili partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe je svako rjeSenje koje je moguce
dobiti iz opceg uz odgovarajuci izbor konstante C'. Tako je funkcija u primjeru 2.3 partikularno

rjeSenje dobiveno uvrStavanjem vrijednosti konstante C' = 1.

Geometrijski gledano, opce rjeSenje linearne jednadzbe je jednoparametarski skup krivulja
za koje smo rekli da se zovu integralne krivulje, a svaka integralna krivulja predstavlja jedno
partikularno rjeSenje. Opce rjeSenje obicne diferencijalne jednadzbe iz primjera 2.3 prikazano je

na sljedecoj slici.

o

3 -2 1 1 2 3

Slika 2.3. Graficki prikaz opéeg rjeSenja diferencijalne jednadzbe iy + y = e*.

Opce rjeSenje osim u eksplicitnom obliku y(x, C') moZe biti dano implicitnom funkcijom
o(z,y,C) =0, (2.16)

dok ¢e u nekim slucajevima biti predoceno parametarskim jednadzZbama

z=xz(p,C),y =y(p,C) (2.17)
gdje je p parametar.

Postavlja se pitanje kako se bira konstanta C' koja definira partikularno rjeSenje. To radimo na-
metanjem dodatnih uvjeta koji se obi¢no nazivaju pocetni uvjeti. Broj uvjeta koje treba nametnuti
ovisi o redu jednadZbe, odnosno za definiranje partikularnog rjeSenja obicno treba onoliko uvjeta
koliki je red jednadZzbe. Problem koji se sastoji od diferencijalne jednadZbe i poCetnog uvjeta

naziva se Cauchyjev problem.

Primjer 2.4. Neka je zadan sljedeci Cachyjev problem:

Y 42y =3,
y(0) = L.

(2.18)



Opce rjeSenje ove diferencijalne jednadZbe dano je izrazom:

y(x) = ; + Ce™2.

(2.19)

Odredimo sada partikularno rjeSenje koje zadovoljava zadani pocetni uvjet. Uvrstavanjem

uvjeta u opce rjesenje dobivamo:
3

1=-+C¢
3 TE
3
1==4C
2 +&
3 1
C=1-—-=—-.
2 2
Dakle, trazeno partikularno rjeSenje je:
3 1 o,
y(z) =5 — ge

\ \
\ \ 10 ”y
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
AY AY
\ \
\ \
\ \ 5 T
Y Ay
~ ~
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~ ~
~ ~
\\~ ~ o
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(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

Slika 2.4. Graficki prikaz rjeSenja zadanog Cauchyjevog problema s oznacenim pocetnim uvjetom.

Isprekidane linije predstavljaju integralne krivulje koje ne zadovoljavaju pocetni uvjet.

2.4. Rjesavanje obicne diferencijalne jednazbe

RjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je izuzetno kompleksan zadatak zbog Sirokog

spektra mogudéih oblika tih jednadZbi i ponasanja njihovih rjeSenja. U praksi se susrecemo s raz-

nim vrstama obic¢nih diferencijalnih jednadzbi, od jednostavnih linearnih jednadzbi koje se mogu

rijeSiti osnovnim metodama, do vrlo sloZenih nelinearnih jednadZbi za koje Cesto ne postoji eks-

plicitno rjeSenje.

Zbog te raznolikosti, razvijen je Citav niz metoda za rjeSavanje obiCnih diferencijalnih jed-

nadzbi. Ove metode ukljucuju analiticke pristupe, koji teZe pronalaZenju egzaktnih rjeSenja, te

numericke tehnike, koje omogucuju aproksimaciju rjeSenja kada je analiticki pristup neprakti¢an



ili nemogu¢. Svaka od ovih metoda ima svoje prednosti i ogranienja, ovisno o prirodi jednadzbe

koja se rjeSava.

Svakako treba naglasiti da univerzalna metoda rjeSavanja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi ne
postoji i1 da rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadZbi zahtijeva ne samo poznavanje teorije vec i
prakti¢ne vjestine u odabiru odgovarajuce metode ovisno o specifiénostima problema. Ova razno-
likost metoda i slozenost problema ¢ini podrucje diferencijalnih jednadzbi jednim od najbogatijih

1 najdinamicnijih polja u matematici i primijenjenim znanostima.

PokaZimo sada na primjeru jednu jednostavnu metodu rjeSavanja obicne diferencijalne jed-

nadzbe koja se zove metoda direktne integracije.

Primjer 2.5. Rijesimo obicnu diferencijalnu jedndzbu zadanu s

y' = 2. (2.24)

Integriranjem obiju strana ove jednadzbe dobiva se
y=a2?+C, (2.25)

Sto je opce rjesenje zadane diferencijalne jednadZbe. Skup integralnih krivulja koji odgovara ovom

rjeSenju prikazan je na sljedecoj slici.

X

ﬂgs

Slika 2.5. Graficki prikaz opceg rjeSenja diferencijalne jednadZbe iy’ = 2.




3. Obicne linearne diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima

Jedna od metoda rjeSavanja sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi jest metoda supstitucije
u kojoj sustav diferencijalnih jednadZbu svodimo na jednu diferencijalnu jednadZbu viseg reda. U
ovom radu uglavnom se bavimo linearnim sustavima s konstantnim koeficijentima koji ¢e se onda
svoditi na linearne diferencijalne jednadZzbe s konstantnim koeficijentima koje obradujemo u ovom

poglavlju.

Obicna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima je diferencijalna jednadzba koja

se moZe zapisati u obliku
any'™ () + a1y (@) + -+ ey (@) + agy(z) = g(), (3.1)

gdje su ag, ay, . . ., a, konstante, y(z) je nepoznata funkcija, a g(x) je poznata funkcija nezavisne

varijable z. Ako je g(x) = 0, jednadZba je homogena, dok je u suprotnom nehomogena.

3.1. Homogene jednadzbe
Homogena diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima je oblika
any ™ () + an1y" V(@) + - 4 ary/ (x) + agy(z) =0, (3.2)

gdje su ag, aq, . . ., a, konstante.

Da bismo rijesili homogenu jednadzbu, pretpostavljamo njeno rjeSenje u obliku

y(x) = M. (3.3)

Uvrstavanjem (3.3) u (3.2) dobivamo:

A AN 4 a4y AN 4 ag e+ age™ = 0. (3.4)

Bududéi da e** nije nikada jednako nuli, moZemo (2?) podijeliti s e** i dobiti algebarsku jed-
nadzbu:
A" 4 Ay A ag A+ ag = 0, (3.5)

koja se u tom kontekstu naziva karakteristi¢na jednadZzba.
Rjesenja (korijeni) karakteristicne jednadzbe (3.5) su

AL, A2, Ay (3.6)

i oni definiraju rjeSenja diferencijalne jednadzbe (3.2). Naglasimo da tih korijena ima n ukoliko

je n stupanj polinoma koji definira karakteristi¢nu jednadzbu, ali da medu tih n korijena moZe biti

9



10
istih. Ako se neki korijen pojavljuje viSe puta za njega kazemo da je korijen visestrukosti m, gdje
je m broj ponavljanja tog korijena.

Ako su svi korijeni razliiti, opce rjeSenje jednadzbe (3.2) je
y(x) = CLeM” + Coe™™ + -+ + Cpe™. (3.7)
Ako su neki korijeni visestruki, recimo ako je \; korijen viSestrukosti m, tada rjeSenja uklju-

¢uju i polinom varijable x:
(C1+ Cow + -+ + Cppz™ H)eM®, (3.8)

Napomenimo da je (3.8) onaj dio izraza (3.7) koji se odnosi na korijene vrijednosti \;.

Ako su korijeni realni brojevi, rjeSenja navodimo u obliku eksponencijalnih funkcija kako je
prikazano. Medutim, ako su korijeni kompleksni brojevi, recimo A = « + if3, tada rjeSenje navo-
dimo u obliku:

y(x) = e (Cy cos(Bz) + Cysin(fx)) . (3.9

Pokazimo sada na nekoliko primjera kako se rjeSavaju ovakve jednadzbe.
Primjer 3.1. Rijesimo jednadZbu

™V — 6y + 11y — 6y’ = 0. (3.10)

Karakteristicna jednadZba ove diferencijalne jednadzbe je oblika
M —6X3+ 1102 — 61 =0, (3.11)

odnosno

AA=1DA=2)(A—=3)=0. (3.12)
Prema tome, korijeni karakteristicne jednadzbe su:

M=0, d=1 M=2 A\ =3 (3.13)

Buduci su svi korijeni razliciti, opce rjesenje diferencijalne jednadzbe bit ce linearna kombi-
nacija eksponencijalnih funkcija oblika e’, gdje su X korijeni karakteristicne jednadzbe u skladu

s (3.7). Dakle, opce rjesenje je
y(x) = C1e® + Che® + Cse** + Cye’™, (3.14)

odnosno
y(x) = C) + Coe” 4 Cse** + Cye’®, (3.15)

gdje su Cy,Cs, Cs, Cy konstante.
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Primjer 3.2. Rijesimo jednadzbu

yV —dy!V + 8y — 4y" = 0. (3.16)

Karakteristicna jednadZba ove diferencijalne jednadzbe je oblika
A — AN+ 8)3 — 4% =0, (3.17)

odnosno

N\ —2) =0. (3.18)

Buduci da je \y = 0 korijen viSestrukosti 2, a \o = 2 korijen viSestrukosti 3, opcCe rjeSenje
JjednadZbe je
y(z) = (C1 + Cyx)e” 4 (C3 + Cuz + Cs?)e™, (3.19)

odnosno
y(x) = Oy + Cox + (Cs + Cyz + Cs2?)e?™. (3.20)

Primjer 3.3. Rijesimo jednadzbu

yY =3y + 3y — 5y + 6y — 4y = 0. (3.21)

Karakteristicna jednadzba ove diferencijalne jednadZbe je oblika

A —3A 4303 —B5A2+6)—4 =0, (3.22)

odnosno
A=DA+2)A—=(1+9)A—=(1—1%)) =0. (3.23)
Ova jednadZba ima dva razlicita realna korijena \y = 1 i Ay = —2, te jedan konjugirano

kompleksni par korijena A3 =1+ 1i Ay =1 —1.

Opce rjesenje diferencijalne jednadZbe bit ¢e linearna kombinacija eksponencijalnih i sinusno-
kosinusnih funkcija. Za realne korijene \y = 11 Ay = —2, rjeSenje je u obliku eksponencijalnih
funkcija, dok za konjugirano kompleksne korijene \3 = 1 + i i \y = 1 — 1, rjeSenje sadrZi ekspo-

nencijalne i trigonometrijske funkcije. Dakle, opce rjesenje je:

y(z) = C1e” + Coe™** + €*(Cs5 cos(z) + Cysin(x)). (3.24)

3.2. Nehomogene jednadzbe
Nehomogena jednadzba ima oblik
"™ () + an 1y (@) + -+ @y (@) + agy(x) = g(), (3.25)

gdje su ag, ay, . . ., a, konstante, a g(z) poznata funkcija.
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Opce rjesenje nehomogene jednadzbe sastoji se od rjeSenja homogenog dijela jednadzbe yy, ()

i partikularnog rjesenja Citave jednadZe y,(x), odnosno vrijedi
y(x) = yn(x) + yp(2). (3.26)
Homogenim dijelom jednadZbe smatramo homogenu jednadzbu
any™ (2) + an_1y" V() + -+ ey (@) + agy(z) =0, (3.27)

Sto znaci da funkciju yp,(z) odredujemo na nacin opisan u prethodnom dijelu. Funkciju y,(z)

odredivat ¢emo metodom neodredenih koeficijenata.

3.2.1. Metoda neodredenih koeficijenata

Metoda neodredenih koeficijenata koristi se kada je g(x) jednostavna funkcija poput polinoma,
eksponencijalne funkcije, sinusnih ili kosinusnih funkcija. Pretpostavlja se oblik partikularnog
rjeSenja y,(z) s neodredenim koeficijentima koji se zatim odreduju uvrstavanjem u polaznu jed-

nadzbu.

Primjerice, ako je
g(x) = e** (3.28)

pretpostavljamo
yp(x) = Ae®”. (3.29)

Ako je nehomogeni dio ve¢ prisutan u opéem rjeSenju homogenog dijela, da bismo izbjegli
ponavljanje u rjeSenju, moramo pomnoZiti pretpostavljeni oblik partikularnog rjeSenja s 2™ gdje

je m visestrukost pripadnog korijena karakteristi¢ne jednadZbe.

Pokazimo sada na nekoliko primjera kako funkcionira metoda neodredenih koeficijenata.

Primjer 3.4. Rijesimo sljedecu nehomogenu diferencijalnu jednadZbu:

Y — 3y + 2y = e (3.30)

Prvo rjesavamo homogeni dio jednadZbe:
Y — 3yh + 2yn =0, (3.31)

Cija je karakteristicna jednadZba:
N —3\+2=0. (3.32)

Dobijamo dva realna korijena:
M =2 =1, (3.33)
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pa je opce rjesenje homogenog dijela:

yn(z) = Cre* + Cye™. (3.34)

Buduéi da je desna strana jednadzibe e3%, pretpostavljamo da ¢e partikularno rjesenje biti
oblika:
y,(7) = Ae™, (3.35)

gdje je A nepoznati koeficijent koji trebamo odrediti.

Izracunajmo prve dvije derivacije pretpostavljenog partikularnog rjeSenja. Slijedi:

yn(x) = 3Ae, (3.36)
yn(x) = 9Ae™. (3.37)

Sada uvrstimo y,(z), y,(x) i y, () u polaznu jednadzbu. Dobivamo

9Ae* — 3(34e%) + 2(Ae*) = %, (3.38)
9Ae3 — 9Ae> 4 2463 = €%, (3.39)
2463 = 37, (3.40)

Podijelimo obje strane s €** i dobivamo

24 =1, (3.41)
At (3.42)
= ,

Prema tome, traZeno partikularno rjesenje je:

1
yp(z) = 5639”- (3.43)

Konacno rjesSenje nehomogene jednadZbe je zbroj rjesenja homogenog dijela i partikularnog
rjesenja:

1
y(x) = C1e* + Che” + 5633;. (3.44)

Primjer 3.5. Rijesimo nehomogenu diferencijalnu jednadzbu:

y" —2y" = 3. (3.45)
Homogeni dio jednadzbe je:
Yn — 2y, =0, (3.46)

a njegova karakteristicna jednadzba poprima oblik

=222 =0. (3.47)
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Rjesavanjem ove jednadZbe dobivamo dva korijena:
A =0, =2 (3.48)
pri Cemu je N\, dvostruki korijen, pa je opce rjeSenje homogenog dijela
yn(z) = Cy + Coz + Cse®”. (3.49)
Buduci da je desna strana jednadzbe konstanta 3, pretpostavili bismo da je partikularno rjese-

nje oblika:
yp(z) = A. (3.50)

Medutim, takav se oblik ve¢ pojavljuje u opéem rjesenju i dolazi od korijena A = 0. Stoga moramo
partikularno rjeSenje pomnoziti s x°. Kvadrat stavljamo jer je to korijen viSestrukosti 2. Dakle,
partikularno rjesenje postaje:

yp(z) = Az®. (3.51)

Izracunajmo sada derivacije partikularnog rjieSenja y,(x) = Ax*. Dobivamo:

y,(z) = 24w, (3.52)
Yy () = 24, (3.53)
y, (z) = 0. (3.54)

Sada uvrstimo y,(z), y, (), y, () i y,' (x) u polaznu jednadzbu:

Yy, — 2y, = 3. (3.55)
Dobivamo
0—2(24) =3, (3.56)
3
A=—-. 3.57
: (3.57)
Partikularno rjesenje je sada oblika:
3 9
Ypla) = —7a”. (3.58)

Konacno rjesenje nehomogene jednadzbe je:

3
y(x) = C) + Cox + Cse®* — 1332. (3.59)



3.2.2. Metoda varijacije konstanti
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Metoda varijacije parametara je openitija i primjenjiva na §iri spektar funkcija g(x) i uglav-

nom je koristimo ako funkcija g(z) nema neki jednostavni oblik, tj. nije polinom, eksponencijalna,

sinusna ili kosinusa funkcija.

Kod ove metode pretpostavlja se da opce rjeSenje zadane jednadZbe ima oblik:

y(x) = uy (@)ys (@) + ug(@)y2(x) + - - - 4 wn () yn(z),

gdje suyi(x), y2(x), . .., y,(x) rjeSenja homogene jednadzbe

any™ (2) + ap_ 1y (@) + -+ @y (z) + apy(x) =0,
auy(zr),us(x), ..., u,(x) funkcije koje se odreduju rjeSavanjem sustava:

uy (2)y1 () + uh(x)y2(2) 4 - - - + up, (2)yn (2)
+uy(2)yy () + -+, (2)y, (v)

()" (@) + uhy(2)ys ™ (@) + -l (a)yl
(@) (@) b (x)ys D (@) -l (2)y

(3.60)

(3.61)

(3.62)
(3.63)

(3.64)
(3.65)
(3.66)

Primijetimo da su ove funkcije kod opéeg rjeSenja homogene jednadzbe konstante, zbog Cega

se ova metoda i naziva metoda varijacije konstanti.

Pokazimo kako ova metoda funkcionira na jednom primjeru.

Primjer 3.6. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu:

P ——
cos(z)’
Homogeni dio jednadzbe je:
yg + Y = 07
s karakteristicnom jednadZbom:
N +1=0.

Rjesenja karakteristicne jednadZbe su:
AL =1, A= —1,
pa je opce rjesSenje homogenog dijela:

yn(z) = C} cos(z) + Cysin(x).

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)



Sada pretpostavljamo da opcée rjesenje polazne jednadZbe ima oblik:

y(x) = uy(x) cos(z) + ug(x) sin(x),
pri Cemu funkcije uy(x) i uy(x) odredujemo iz sustava

uy(x) cos(z) + ub(z) sin(z) = 0,

/ . / o 1
—uy(z) sin(x) + uy(x) cos(z) = cos(D)’
Iz prve jednadzbe je:
"(x) = —ub(x sin(z) = —ub(x) tan(z
uy(x) = —uy( )COS(QZ) 5(2) tan(z),

Sto uvrstavanjem u drugu jednadzbu daje:

1

—uy(x) tan(z) sin(z) + uy(x) cos(x) =
Pojednostavljivanjem dobivamo:

, B 1
up(7) = cos?(x)’

a integriranjem slijedi:
ug(z) = tan(z) + Cs.

Sada iz prve jednadZbe za ' () dobivamo
uy(r) = — tan(z),

odnosno
uy(z) = In|cos(z)| + Ch.

Sada za konacno rjesenje vrijedi

y(x) = (In|cos(z)| 4+ C1) cos(z) + (tan(x) + Cy) sin(z),

odnosno

y(x) = Cy cos(z) + Cysin(x) + In | cos(z)| cos(x) + tan(z) sin(x).

cos(z)’
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(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)



4. Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Sustav obic¢nih diferencijalnih jednadzbi je skup diferencijalnih jednadzbi u kojima se javlja

jedna nezavisna varijabla ¢ 1 odreden broj nepoznatih funkcija

xl(t)>$2<t)7'--7xn(t)> (41)
koje u jednadZbama mogu biti ukljucene 1 putem derivacija.
Primjer 4.1. Sustav obicnih diferencijalnih jednadZbi oblika

" + 22y — xfy + 3wy — das = 0,
—ay" + 2"+ 5afy — 3wy + 21 =0,
3y — 4ol + 22 + 6x3 + 2 =0, (4.2)
x)" — 22 + af + 4aly — brs = 0,
—xt" 4 32 — 22 + 2y — 624 =0
je primjer sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi s pet nepoznatih funkcija 1, s, ..., 5 neza-

visne varijable t.

4.1. Kanonska forma sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi

U teoriji diferencijalnih jednadzbi pokazuje se da je svaki sustav jednadzbi bilo kojeg reda
moguce svesti na sustav jednadzbi prvog reda te je tog razloga dovoljno promatrati samo sustave

jednadzbi prvog reda. Takav sustav u svojoj najopcenitijoj formi izgleda ovako:

dx

d_tl - fl(tvxlax% ...7£L’n),

dx

—dtz = fQ(i',ftl, Zo, ...7[En)7 (43)
dz,

— = falts w1, 22, ),

gdje su f,, neke unaprijed zadane funkcije. Ovakva se forma obi¢no naziva normalna ili kanonska

forma sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

PokaZimo sada taj postupak na primjeru.

Primjer 4.2. Razmotrimo sustav diferencijalnih jednadzbi drugog reda s dvije funkcije y,(t) i
ya(t):

17
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2
d y12(t) N 3dy1(t) + 241 (t) = sin(t),
dt dt (4.4)
Pys(t)  dya(t) |
- T g () = cos(t)

Da bismo ovaj sustav diferencijalnih jednadZbi drugog reda sveli na sustav jednadZbi prvog

reda, definirajmo nove varijable:

z1(t) = yi(t), To(t) = )
o
z3(t) = yz(t), x4(t) = ;t .

Sada moZemo zapisati jednadzbe za x1(t), x2(t), x3(t) i £4(t) kao:

dl’l (t) .
i~ et
da(t) = sin(t) — 3x4(t) — 224
25 — sin(t) — 32 (t) — 2 (1), e
d(Eg(t) — (t)
dt — &4 )
dI4(t) o
e cos(t) — dxy(t) — z3(t).

Na taj nacin smo originalni sustav diferencijalnih jednadZbi drugog reda sveli na sustav dife-

rencijalnih jednadzbi prvog reda za funkcije x1(t), x2(t), x3(t) i x4(t).

Opce rjeSenje sustava obicnih diferencijalnih jednadZbi, analogno kao i kod jedne jednadzbe
ukljucuje sve moguce rjeSenja sustava i obi¢no sadrZi n nepoznatih konstanti (jednu za svaku
nepoznatu funkciju). Ovo rjeSenje predstavlja cijelu familiju funkcija koje zadovoljavaju diferen-

cijalne jednadZbe ukljucene u sustav.

4.2. Linearni i nelinearni sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Linearni sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi su sustavi u kojima su sve diferencijalne
jednadZbe linearne u odnosu na nepoznate funkcije i njihove derivacije. Op¢i oblik linearnog
sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za n nepoznatih funkcija x1 (t), z5(t), . . ., 2, (1) moZe se

zapisati kao:

dxo;t(t) = ay (t)z1(t) + arp(t)ra(t) + - - + arn(t)zn(t) + bi(2), 4.7)
das(t) = a1 ()71 (1) + ag2(t)w2(t) + -+ + agn(t)zn(t) + b2(2), (4.3)

dt
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dx,(t)
dt
gdje su a;;(t) koeficijenti koji mogu biti funkcije vremena ¢ (ili konstante), a b;(t) su poznate

= an1 (1) 21 () + ana(B)za(t) + -+ - + apn(t)xn(t) + bu(t), (4.9)

funkcije vremena t koje predstavljaju slobodne ¢lanove.

Nelinearni sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi su sustavi u kojima barem jedna diferen-

cijalna jednadZba nije linearna u odnosu na nepoznate funkcije ili njihove derivacije.

U inZenjerstvu Cesto se nalazi na sustave koji se modeliraju skupom linearnih diferencijalnih

jednadzbi, posebice onih s konstantnim koeficijentima.

Primjer 4.3. Razmotrimo sljedeci linearni sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi:

dx
d—tl = 321 + 2o, (4.10)
dx
d—; = — + 4. 4.11)

Ovaj sustav je linearan jer su obje jednadZbe linearne kombinacije x1 i x,.

Primjer 4.4. Razmotrimo sada sljedeci nelinearni sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi:

dl'l

T 22+ 29 (4.12)

d
% = sin(xl) + 2122 (413)

Ovaj sustav je nelinearan jer se u prvoj jednadzbi pojavljuje x%, a u drugoj sin(x,) i produkt x,x-.

Linearni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi je homogen ako su svi slobodni ¢lanovi u
jednadzbama jednaki nuli. To znaci da se jednadZbe sustava mogu zapisati bez ¢lanova koji ne

sadrZe nepoznate funkcije.

Op¢i oblik homogenog linearnog sustava za n nepoznatih funkcija x;(t), x2(%), . . ., x,(t) moZe

se zapisati kao:
d[L‘l (t)

dt = CLH(t)Il(t) + alg(t)xg(t) + -+ aln(t)xn(t), (414)
d‘”jt(t) — o ()21 (£) + s ()2 (E) + -+ + am(t)zn(?), 4.15)
dxgt(” — a1 (D)1 (1) + @ ()5 (£) + - - + (D)2 (0). (4.16)

Drugim rije¢ima, homogeni sustav ne sadrzi slobodne ¢lanove b;(¢) (koji bi ovisili samo o
varijabli ¢ ili bili konstante), tj. by (t) = by(t) = -+ - = b,(t) = 0.
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Primjer 4.5. Razmotrimo sljedeci sustav:

dx
—dtl = 221 + 3o, (4.17)
dx

Ovaj sustav je homogen jer ne sadrZi slobodne clanove.

Primjer 4.6. Razmotrimo sljedeci sustav:

d

O 9 432045 (4.19)
dt

d

% = —ay +Aws + 7 (4.20)

Ovdje 5 i T predstavljaju slobodne ¢lanove, Sto Cini sustav nehomogenim.

4.3. Autonomni i neautonomni sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Autonomni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je sustav u kojemu derivacije nepoznatih
funkcija ovise samo o tim funkcijama, a ne o nezavisnoj varijabli (naj¢es¢e vremenu ¢. Drugim

rije€ima, autonomni sustavi nemaju eksplicitnu ovisnost o varijabli ¢.

Op¢i oblik autonomnog sustava za n nepoznatih funkcija z;(t), z2(t), . . ., z,(t) moZe se zapi-
sati kao: J
% = filzy, 22, 2n), (4.21)
dz
= halen e ), (4.22)
t
day
% = fa(@1, 22, ..., Zn). (4.23)

Primjer 4.7. Razmotrimo sljedeci sustav:

dz
—dtl =22 — z,, (4.24)
dz
_dt2 =T + ZIo. (425)

Ovaj sustav je autonoman jer ni jedna od jednadzbi ne sadrZi eksplicitnu ovisnost o varijabli t.

Neautonomni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je sustav u kojemu derivacije nepoznatih

funkcija ovise i 0 nepoznatim funkcijama i o nezavisnoj varijabli (npr. vremenu ¢.
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Op¢i oblik neautonomnog sustava za n nepoznatih funkcija x;(t), zo(t),. .., z,(t) mozZe se
zapisati kao:
d
% :fl(t7$17$27"'7$n)7 (426)
t
d
S =t w), (4.27)
t
dx,
% = fult, 1,29, - 20). (4.28)
Primjer 4.8. Razmotrimo sljedeci sustav:
d
E by +sin(t), (4.29)
dt
dx
d—; = 29 + €. (4.30)

Ovaj sustav je neautonoman jer obje jednadzbe sadrZe eksplicitnu ovisnost o vremenu t.



5. Rjesavanje sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi metodom supstitucije

Neka nam je zadan sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u svojoj kanonskoj formi s:

dz

d_tl = fi(t, 21, 22, ..., Tn),

dz

d_t2 = fQ(t,a?laan---axn)? 6D
dx,,

dt = fu(t, 21, T2, .0 Tn),

uz iste oznake kao u prethodnom poglavlju. Ovaj se sustav svodi na jednu diferencijalnu jednadzbu

n-tog reda tako da uo¢imo jednu nepoznatu funkciju, na primjer z; (¢) pa nademo njene derivacije:

d*x, 3 dar
il g S e (5.2)
dt? ' dt? dtm
Iz prve jednadzbe sustava, prema pravilu za derivaciju sloZene funkcije slijedi
dzﬂfl o 8f1 8f1 d(L’l 8f1 dlL’n (5 3)
a2 Ot Oz dt T Oz, dt’ '
te ako uvrstimo u ovu jednadZbu u izraze za derivacije %, 1 =1,2,...,n iz sustava dobit ¢emo
d2
dtx; = go(t, 1, Tay ..., Ty). (5.4)
Analogno dobijemo
Th g ) (5.5)
= X1, T2, ey Tny), .
dt3 g3\l,T1,T2, ...,
a postupak moZemo nastaviti do sustava:
d
% = fl(t7 L1, L2y «uny .Cljn)
d2
d;q = go(t, x1, T2y ..., Ty) (5.6)
dn
dtil = gn(t, 21,29, ..., ).y

Iz sustava (5.6) teoretski je moguce eliminirati n — 1 nepoznatu funkciju x», ..., x,,. Ipak treba
napomenuti da je to izvedivo raCunski samo u najjednostavnijim slucajevima, kada kao rezultat te

eliminacije dobijemo
d d”
F(tv Iy, ﬂ) e

e ) (5.7)

22



23

Ovo je diferencijalna jednadzba n - tog reda za nepoznatu funkciju x; ali smo umjesto x; mogli

uzeti bilo koju drugu nepoznatu funkciju.

Opce rjesenje jednadzbe (5.7) je sada oblika
T :gol(t,C'l,Cg,...,Cn). (58)

Ako iz ovog izraza izraCunamo derivacije funkcije ;1 (¢) i uvrstimo ih u (5.6), dobijemo nepoz-
nate funkcije zo, ..., z,, sustava obi¢nih jednadzbi, a ne diferencijalnih, iz kojega u jednostavnijem

slucaju moZemo izraCunati

Ty = 902(t701; 027 (X Cn)
(5.9)
Tp = @n(ta 017027 7Cn)

Funkcije (5.8) 1 (5.9) tvore opce rjeSenje zadanog sustava.

PokaZimo sada na nekoliko primjera kako ova metoda funkcionira. Najprije razmatramo jedan

homogeni sustav.

Primjer 5.1. Rijesimo sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi zadan s

¥ = 3z + 4y,
(5.10)
y = —2x+y.
Deriviranjem prve jednadZbe slijedi
2’ =32 + 4y, (5.11)
u sto uvrstavamo drugu jednadzbu. Dobivamo
2" = 32"+ 4(y — 22), (5.12)
odnosno
2 =32 + 4y — 8x (5.13)
Sada iz prve jednadZbe izrazimo y:
L,
y =@ = 32), (5.14)
§to uvrstimo u jednadzbu za x". Slijedi
2’ =32 + 2’ — 3z — 8x, (5.15)

odnosno
2 = 42" — 11a. (5.16)



24

Dobili smo homogenu linearnu jednadZbu s konstantnim koeficijentima koju rjesavamo kroz

karakteristicnu jednadzbu:
r? —4r +11 =0, (5.17)

Cija su rjesenja
r=24iV7. (5.18)

Sada dobivamo opce rjeSenje za x(t):

x(t) = e* (6’1 cos(VTt) + Cy sin(ﬁt)) (5.19)

Kada znamo x(t), moZemo pronaci y(t) iz prve jednadZbe. Najprije izracunamo x'(t):
7' (t) = 2e* <C’1 cos(VTt) 4 Cy sin(ﬁt)) +e* (—Clﬁsin(ﬁt) - CgﬁCOS(ﬁi)) , (5.20)

$to uvrstavamo u izraz za y(t). Slijedi:

y(t) = 411 [ 2 (01 cos(VTt) + Cy sm(\/_t)> + 521)
( CiVTsin(VTt) + Cov/T cos(VTt ) e (C’1 cos(V/Tt) + Cysin( )] .
Konacno, rjeSenje sustava je:
w(t) = e* (Cl cos(VTt) + Oy sin(ﬁt)) :
y(t) = }l [e% (—Cl cos(VTt) 4+ CoV/T cos(v/Tt)+ (5.22)

(2 — VT)Cysin(VTt) — 3Cs sm(\/?t))] ,

gdje su Cy i Cy konstante.

PokaZimo sada kako se rjeSava pocetni problem, odnosno problem u kojem su nam uz sustav

poznati i pocetni uvjeti.

Primjer 5.2. Rijesimo sustav obicnih diferencijalnih jednadZbi

¥ = 2x + 3y,
(5.23)
y = - +4y,
uz pocetne uvjete:
z(0) =1, y(0)=0. (5.24)
Prvu jednadzbu deriviramo s obzirom na t. Slijedi:
2 = 22"+ 3y (5.25)

Sada uvrsavamo izraz za y' iz sustava u jednadzbu za x":

" =22 + 3(4y — x), (5.26)



sto moZemo preurediti kao:
2’ =22 + 12y — 3z.

Iz prve jednadZbe izrazimo y:
1 /
=—(z' =2
te ga uvrstimo u jednadZbu za x”. Slijedi
1
" =22 +12 (5(35’ - QZB)) — 3z,

odnosno
2" =22 + 4(2’ — 2z) — 3z,

2" — 62’ + 11z = 0.
Karakteristicna jednadZba ove jednadzbe glasi:
r? —6r+11 =0,

a njena su rjesenja
r=34iV2.

Opce rjesSenje za x(t) je sada oblika:

x(t) = e <01 cos(V2t) + Oy sin(ﬂt)) :

Sada izracunamo derivaciju funkcije x(t):

7' (t) = 3e* (C’l cos(V2t) + Cy sin(x/ﬁt)) +e (—C’l\/gsin(\/gt) + CQ\/ECOS(\/iZf)) .
Izraz za y(t) dobijemo iz prve jednadZbe uvrstavanjem x'(t) i x(t):

y(t) = E [363t <01 cos(V2t) 4+ C, sin(\/ﬁt)> +

3

e (—Clﬁsin(\@t) + CQ\/§COS(\/§t)> — 2¢% <01 cos(V2t) + Oy sin(ﬁt))] :

Sada uvrstimo pocetne uvjete v(0) = 1iy(0) = 0. Slijedi

2(0) = €° (O} cos(0) + Cysin(0)) = €y = 1

te
|
y(0) = 3 [301 + V2 — 201] -

W =

0— %(1 +OV2).

Konacno rjesenje je:

o(t) = e (cos(\/ﬁt) - % sin(\/it)> ,

y(t) = ¢ (% cos(V/2t) — 2 sm(\/ét)) |

3v/2

(Cl + 02\/§> :

25

(5.27)
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(5.30)
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(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)



U sljedecem je primjeru dan sustav s ve¢im brojem nepoznanica.

Primjer 5.3. Rijesimo sustav obic¢nih diferencijalnih jednadZbi zadan s:

/

T, = 231 + @2,

L= 3
1’2—3714‘ .’L’Q‘i‘l‘g,
L= 2
173—132+ $3+J}4,

Ty = x3 + 4ay.
Iz prve jednadZbe moZemo izraziti xsy:
Ty = ) — 211,
Zatim zamjenjujemo ovaj izraz za Trs u drugu jednadzbu:
xy = (2] — 2x1)" + 3(x] — 221) + 3.
Deriviramo izraz:
=12 — 22, + 32, — 62y + a3 =2 + 2| — 621+
2 1 1 1 1 3 1 1 1 3

Sada moZemo izraziti x3:

T3 = Th — x) — x| + 611.

Zatim zamjenjujemo ovaj izraz za xs u trecu jednadZbu:

ry = (2 — 2] — ) + 621)" + 2(2h, — 2] — ] + 621) + 4.

Deriviramo izraz:

U /) " 1 / / 1 /
Ty = Ty — ] — 2] + 627 + 205 — 227 — 227 + 1221 + 24.

Slijedi:

xy = xy + 2xh — o’ — 32 + 4a] + 1221 + 4.
Sada moZemo izraziti x4:

/ 1 / " 1 /
Ty = T3 — Ty — 225 + 27 + 30] — 4oy — 1272,

Zadnja jednadzba, koja ukljucuje x4, postaje:

xy = (2 —alh —2xh+ "+ 32 — 42| —1221) +4 (2 — afy — 22+ 2" + 32 — 42 — 122).

Deriviramo i sredujemo sve ¢lanove:

oy = 2 4+ 52" 4+ 1027 + 107, + 51
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(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)
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Ovo je homogena linearna diferencijalna jednadziba Cetvrtog reda za x1(t). Karakteristicna

jednadZba za ovu diferencijalnu jednadZbu je:

4+ 52+ 102 +10r +5=0 (5.52)

Korijeni karakteristicne jednadzbe su:
rm=—1, ro=-1, r3=—-14+vV2i, rq=-1-2i (5.53)
S obzirom na to da imamo dvojni realni korijen r1 = ro = —1 i dva kompleksna korijena
rs = —1+2iiry = —1 — \/2i, opce rjesenje za x1(t) je:

xi(t) =e? <C’1 + Oyt + Cy cos(\/ét) + Cy sin(x/?t)) (5.54)

Koristimo izraze za xo(t), x3(t) i x4(t) koje smo dobili ranije. Izracunamo derivaciju ' (t):

zy(t) = —e ! (01 + Ot + Cs COS(\/§t) +Cy Sin(ﬁt)) +

(5.55)
et <Cg + C3v/2sin(V2t) — C4\/§COS(\/§t)>

Tada je:

zo(t) = —e " <01 + Cyt + Cs cos(V2t) + Cy sin(\/it)) +
et (02 + CyV/2sin(V2t) — Cv/2 cos(\/it)> (5.56)
—2e”! (01 + Cyt + Cscos(V2t) 4+ C4 sin(ﬁt))

Za x5(t) i x4(t) izrazi su slicni, a dobivamo ih koristeci ranije dobivene odnose.

Konacno rjesenje za sustav je:

(5.57)

x4(t) = et <401 + 4C5t — Cg\/isin(\/ﬁt) +C4V2 COS(\/§t)) )

gdje su C, Cy, Cs, i Cy konstante.

Rijesimo sada joS jedan primjer nehomogenog sustava.
Primjer 5.4. Odredimo opce rjeSenje sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi zadanog s:

xy = 4xy + 9y + 5t + 12, (5.58)
xh = x1 + 4w + 3t.



Iz druge jednadzbe slijedi:

r1 = 1y — 4wy — 3t,

§to uvrstavamo u prvu jednadzbu. Dobivamo
zy = 4(zy — 4wy — 3t) + 9o + 5t + 12,
xy =day — Teg — Tt + 12.
Deriviranjem prve jednadzbe slijedi
Ty = x4y — 4ah — 3,
Sto uvrstavanjem u dobiveni izraz daje
ry — 4wy — 3 =dal, — Twg — Tt + 12,

odnosno
ry — 8xy + Ty = —Tt + 15.
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(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

Ova jednadZzba je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima

i desnom stranom koja ovisi o vremenu.

Pripadna homogena jednadZba je:
xy — 8xy + Txg =0,
a njena karakteristicna jednadZba glasi:

r2—8r+7=0.

RjeSenja karakteristicne jednadZbe su

Opce rjesenje homogene jednadZbe je:

th(t) = 0167t + CQ@t

Partikularno rjesenje pretpostavljamo u obliku:

Uvrstavanjem u jednadZbu dobijamo:

0—8A+T7(At+ B) = =Tt + 15

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)



te

Odakle slijedi:

—8A+7B=15 = 8+47B=15 = DB=1

Tada je partikularno rjesenje:
Tap (t) =—t+1

Konacno rjesenje za x, je:

JIQ(t) = Cle7t + Czet —t+1

Deriviramo 5(t):
zh(t) = 7C1e™ + Coe' — 1

[ uvrstimo i izraz za 1 (t):

Jfl(t) == (70167t -+ Cget — 1) - 4(0167t + Cget —t+ 1) - 3t,

z1(t) = 7C1e™ 4 Coe' — 1 — 4C €™ — 4Cye + 4t — 4 — 3¢,

Il(t) = 3016” — 3026t +1t— 5
Konacno rjesenje sustava glasi:
z1(t) = 3C1e™ — 3Cqe! +t — 5,

$2(t> = 01€7t + C’get —t4 1.
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6. RjeSavanje sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi matri¢cnom metodom

Linearne sustave s konstantim koeficijentima moZemo rijeSavati i na drugi nacin koriStenjem

matri¢nog postupka. Sustav moZemo napisati u obliku matri¢ne jednakosti

T=Ax+ B, (6.1)
gdje je
I a;; A2 ... QAip b1 (t)
z As1 A9y ... Qo ba(t
. 2 , A 21 Q22 2 ’ B 2(t)
T n1 Ay .. Qpp b, (1)

Opce rjesenje moguce je napisati u obliku
T = xp + Tp (6.2)
gdje je zj, opce rjesenje pridruZzenog homogenog sustava
T = Az, (6.3)

a r, jedno partikularno rjeSenje zadanog nehomogenog sustava.

RjeSenje sustava (6.3) trazimo po analogiji s linearnom diferencijalnom jednadZbom prvog

reda, u obliku

T = ye)‘t (6.4)
gdje je y nepoznati vektor. Tada je
i = \ye, (6.5)
Sto uvrStavanjem u (6.3) daje
(A~ AE)y =0, (6.6)

gdje je E jedini¢na matrica.
Ovakva se jednadzba naziva karakteristicna jednadZzba sustava te je ta jednadzba ekvivalentra

sustavu

(@11 — N)y1 + a12y2 + - -+ + a1y, = 0,
anyr + (ag2 — AN)y2 + -+ - + agnyn = 0, (6.7)

an1Y1 + aAn2Y2 + -+ (CLTLTL - A)yn =0.
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Da bi ovaj sustav imao netrivijalno rjeSenje mora biti

Det(A— AE) = 0. (6.8)

Ovo je jednadZba n- tog reda sa nepoznanicom A Cija se rjeSenja zovu svojstvene vrijednosti

matrice A, a rjeSenja su Ay, ..., \,.

Jednostavnosti radi promatramo samo slucaj kada su sve ove vrijednosti realne i medusobno
razli¢ite. Svakoj vrijednosti od A pripada vektor s koordinatama A4, . . ., A\, koje su rjeSenje sustava

te se taj vektor naziva svojstveni vektor matrice A.

Moze se pokazati da je tako dobiveni skup vektora {y',4?, ..., y"} linearno nezavisan te do-

bivamo da je opCe rjeSenje sustava (6.3)
yn = Cry'eM 4 -+ Cuye, (6.9)

gdje su (', . .., C, proizvoljne konstante.

Rijesimo sada ponovo primjer

$2:$1+4$2+3t

Slijedi:
' 4 £ 12
I:ZE17 J_;:l'17 A= 97 B:5+ 7
T T 1 4 3t

pa jednadZzba (6.8) poprima oblik

4 — )\ 9

=0, (6.10)
1 4— A

odnosno

AN —8\+7=0. (6.11)

RjeSenjasue \; = 11\, = 7 za koje iz (6.7) naalzimo pripadne vektore.

Za \; = 1 sustav postaje

3@/1 + 9y2 =0
Y1+ 3y2 =0,
pajenpr. y; = 3,y = —1 jedno rjeSenje. Slino, nalazimo y; = 3, y» = 1 kao jedno od rjeSenja

za Ao = 7. Pripadni vektori su

3 3
Y1 = [_1] y Y2 = L] ) (6.12)
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pa je rjeSenje homogenog sustava

3

z, = C} el + Cy et (6.13)

Ovime smo dobili rjeSenje homogenog dijela sustav. Konacno rjeSenje sustava dobivamo na

nacin opisan u prethodnom poglavlju.



7. Laplaceova transformacija

Pierre-Simon Laplace, francuski matematicar i astronom, prvi je uveo ovu transformaciju kra-
jem 18. stoljeca. Iako je Laplaceova transformacija u pocetku bila razvijena za rjeSavanje problema
u astronomiji i mehanici, njezin puni potencijal postao je o¢igledan tek kasnije, kada su je inZenjeri

1 znanstvenici poceli koristiti u analizi elektri¢nih i mehanickih sustava.

Laplaceova transformacija je matematicki alat koji je postao kljucan u analizi i sintezi dinamic-
kih sustava, osobito u inZenjerskim disciplinama kao Sto su elektrotehnika, strojarstvo i upravljanje
sustavima. Ova transformacija omogucava pretvaranje diferencijalnih jednadzbi, koje opisuju di-
namiku sustava, u algebarske jednadzbe koje su jednostavnije za rjeSavanje. Pri tome matematicka
operacija deriviranja prelazi u mnozenje s Laplaceovom varijablom s, a integriranje u dijeljenje s

varijablom s.

Laplaceova transformacija funkcije f(¢) definira se integralom:
LU @) = F(s) = [ et a.n
0

Jedan od klju¢nih elemenata Laplaceove transformacije su njezina linearna svojstva, $to znaci
da transformacija linearne kombinacije funkcija odgovara linearnoj kombinaciji njihovih transfor-

macija.

Iako je Laplaceova transformacija mocan alat, ona ima i svoja ogranic¢enja. Jedno od glavnih
ogranicenja je da se moZe primijeniti samo na funkcije koje su definirane za t > 0 i1 koje su
eksponencijalno ograni¢ene. To znali da funkcije koje rastu brze od eksponencijalne funkcije
nisu pogodne za ovu transformaciju. Pored toga, Laplaceova transformacija moze biti kompleksna
za funkcije koje imaju diskontinuitete ili singularitete. Uz to moze se desiti i da pri prakti¢noj
primjeni, posebno u digitalnim racunalima, mogu se javiti numericki problemi izracuna. Takoder

nije primjenjiva za nelinearne sustave koji nisu prethodno linearizirani.

Navedimo sada osnovna svojstva Laplaceove transformacije nuzna za rjesavanje sustava obic-

nih diferencijalnih jednadzbi.

Teorem 7.1 (Linearnost integralne transformacije). Neka su zadane funkcije f,g : R — C te neka

je L Laplaceova transformacija. Vrijedi:

LAaf(t) +bg(t)} = aL{f()} +bL{g()}, (7.2)

pri cemu su a i b proizvoljne konstante.
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Teorem 7.2 (Teorem sli¢nosti). Neka je f funkcija koja zadovoljava uvjete za postojanje Laplace-

ove transformacije. Tada za realnu konstantu w > 0 vrijedi

L{fwt) = LF (f> . (7.3)

N ; w
Teorem 7.3 (Teorem o priguSenju (pomaku u slici)). Neka je L{f(t)} = F(s)ia € R. Tada je
L{e"f(t)} = F(s— a). (7.4)
Teorem 7.4 (Teorem o derivaciji slike). Akoje L{f(t)} = F(s), tada je
LA{"f)} = (=1)"F™(s), n € N. (7.5)
Teorem 7.5 (Teorem o slici derivacije). Ako je L{f(t)} = F(s), tada je
LAF(0)} = —F(0) + sF(s). (1.6)

Teorem 7.6 (Teorem o slici derivacije n-tog reda). Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

3
—

LM} =s"F(s) =Y s"F1f®(0). (7.7)

0

e
Il

Teorem 7.7 (Teorem o pomaku originala). Ako je L{f(t)} = F(s), a u(t) Heavisideova fukcija,
tada je
LA{f(t—a)u(t —a)} =e ¥F(s). (7.8)

Teorem 7.8 (Teorem o slici Diracove delta funkcije). Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

L{6(t) = 1. (7.9)

KoriStenjem navedenih teorema, kao i mnogih drugih, napravljene su posebne tablice koje nam

prikazuju slike velikog broja funkcija. Primjer takve tablice prikazan je u tablici 7.1.

7.1. Rjesavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi koristenjem Laplaceove transformacije

Pokazimo sada kako se Laplaceove transformacije koriste za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednazbi.
Razmotrimo diferencijalnu jednadZbu drugog reda u kojoj se s desne strane pojavljuje Diracova

delta funkcija:
Y + 3y +2y=6(t—1) (7.10)

s pocetnim uvjetima:
y(0) =0, y(0)=0. (7.11)
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Tablica 7.1. Tablica Laplaceovih transformacija

Rednibroj | f(1) | F(w)=L{f(t)}
1
1 1 —
w
2 eat 1
w—a
3 " n!
t wn+1
. a
4. sm(at) m
w
5. COS(CLt) m
at o} b
6. e t sm(bt) m
w—a
7. e tCOS(bt) m
. 2aw
8. tSlH(CLt) m
w2 o Cl2
. t t _—
9 cos(at) (0?1 a2)?

Primijenimo Laplaceovu transformaciju na obje strane diferencijalne jednadzbe. Koristimo

teorem o slici derivacije, slici delta funkcije, linearnost i teorem o pomaku originala:
L{y"} +3L{y'} +2L{y} = L{o(t — 1)} (7.12)
Dobivamo: Zamijenimo ove izraze u jednadzbu:
s%Y (5) — sy(0) — /' (0) + 3(sY (s) — y(0)) +2Y (s) = %, (7.13)
a zbog pocetnih uvjeta y(0) = 01y’ (0) = 0, jednadZba postaje:

s?Y (s) +3sY (s) +2Y(s) = e . (7.14)

Nadalje je:
Y(s)(s* +3s+2)=e%, (7.15)
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6—8
Y(§)= —F—— 7.16
() = s (716
1 1
Y(s)=¢"* — : 7.17
(s)=e (s+1 s+2) .17)
Inverznom Laplaceovom transformacijom slijedi
y(t) = u(t — 1) (e — 27 | (7.18)
gdje je u(t — 1) Heavisideova stepenasta funkcija. RjeSenje se moze napisati i u obliku:

0 zat <1,

y(t) = (7.19)

—e 21 zat > 1.

7.2. Rjesavanje sustava diferencijalnih jednadzbi koristenjem Laplaceove transformacije

PokaZimo sada na primjeru kako se Laplaplaceve transformacije koriste kod rjeSavanja sustava

obicnih diferencijalnih jednadZbi.

Razmotrimo sljedeci sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda:

(7.20)

gdje su x(t) i xo(t) funkcije vremena ¢, a u(t) je ulazna funkcija. Pretpostavimo da su pocetni
uvjeti £1(0) = 01 z2(0) = 0, te da je ulazna funkcija u(t) = §(t)

Transformiramo jednadzbe u Laplaceovu domenu, slijedi:

sX1(s) +2X1(s) = 3Xo(s) + 1,
1(s) 1(s) 2(s) 721
5X2(S) + 4X2(8> = 2X1(S)
Dobivamo sustav algebarskih jednadZzbi:
s+2)X1(s) —3X5(s) =1,
(5 2)X(5) = 3Xals) .
—2X1(8) + (S + 4)X2(S) = U.
Iz druge jednadZbe izrazavamo X(s) preko X (s):
Xofs) = ——X(s) (1.23)
s) = s). .
2 s 4!
Zatim uvrstimo u prvu jednadZbu:
(s 4+ 2)X1(s) — —0 Xy (s) = 1 (7.24)
W = '
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Pojednostavljivanjem dobijamo:

(s+2)(s+4)—6 _

X 1 7.25
1(8) s+ 4 ) ( )
s+ 4
Xi(s) = ——+——. 7.26
1(s) 52 4+ 6s+2 (7.26)
Sada mozemo izraCunati X5 (s):
2 2 s+4 2
2(5) s+4 1(s) s+4 s24+6s+2 s2+6s+2 (7.27)

Na kraju primjenjujemo inverznu transformaciju kako bismo dobili rjeSenja x1(t) i z2(f) u

zi(t) = £ {i} , (7.28)

vremenskoj domeni.

$2 4+ 6s + 2

zo(t) = L7 {#} : (7.29)

52+ 65+ 2



8. Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u inZenjerstvu

U ovom ¢emo poglavlju na nekoliko primjera prikazati primjene sustava obi¢nih diferenci-
jalnih jednadzbi u inZenjerstvu. U prvom primjeru prikazujemo primjenu obic¢nih diferencijalnih
jednadzbi na problem oscilatora koji u drugom primjeru proSirujemo na sustav opruga koji se

modelira sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.
Primjer 8.1. Razmotrimo priguseno gibanje harmonijskog oscilatora pod utjecajem vanjske sile:
mi(t) + ci(t) + kx(t) = F(t), (8.1)

gdje je m = 1 masa oscilatora, ¢ = 0.5 koeficijent prigusenja, k = 4 krutost oscilatora, dok je
vanjska sila opisana funkcijom F(t) = 2sin(t). Pretpostavit ¢emo da je x(0) = 1i ©(0) = 0,

¢ime smo zadali pocetni poloZaj i pocetnu brzinu, odnosno pocetne uvjete.

Ovu ¢emo jednadzbu rijesiti Laplaceovim transformacijama. Primijenimo li Laplaceovu tran-

sformaciju na obje strane diferencijalne jednadZbe (8.1) dobivamo:

52X (s) — s2(0) — 2(0) + c(sX (s) — 2(0)) + kX (s) = L{F(t)} (8.2)

Zbog pocetnih uvjeta je

s°X(s) —s-1+0+0.5(sX(s) — 1) +4X(s) = T (8.3)
S
odakle slijedi
2

s2X(s) +0.5sX(s) + 3.5X(s) = a1 + s, (8.4)
X(s)(s2 + 055+ 3.5) = 256"+ 1) 8.5)

' 2241 ) '
X(s)(s% + 0.55 + 3.5) s +s+2 (8.6)

s)(s .Ds D)= —75—7— .

s2+1 7
s34+ s +2
X(s) = . 8.7
() = D=+ 055+ 35) @D
Primijenimo inverznu Laplaceovu transformaciju na ovaj izraz, dobivamo:

z(t) = e " (1.5sin(t) + 0.5 cos(t)) + sin(t). (8.8)

Primjer 8.2. Mase m, = 2 i my = 1 objesene su na oprugama s koeficijentima prigusenja c; = 4
i co = 3 kako je prikazano na slici 8.1. Masa m, je povezana s fiksnom tockom pomocu opruge
s konstantom elasticnosti c1, dok je masa m, povezana s masom mqy preko opruge s konstantom

elasticnosti co. Odredimo sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi koji modelira opisanu situaciju.
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C1 Co

Slika 8.1. Sustav opruga.

Prema drugom Newtonovom zakonu za ovaj sustav vrijede jednadZbe

mli’l = —C1T1 + CQ(.Z'Q — 1’1)

mgig = —CQ(SCQ — Q?l),

gdje su x1 i x5 poloZaji masa my i mo, a @1 i T2 njihova ubrzanja. Prva jednadZba opisuje gibanje
mase my, koja je pod utjecajem opruge c, pricvrséene za fiksnu tocku, te opruge co koja ju povezuje

s masom ms. Druga jednadZba opisuje gibanje mase mo, koja je pod utjecajem samo opruge c,.
Uvrstimo li zadane vrijednosti dobijemo sustav koji izgleda

.. 7 3
I = —5371 + 562

flfg = 333'1 — €T9

fl’:’l . —% % T
AL AR

Kako smo opisali u poglavlju o primjeni matricne metode, ovaj sustav rjesavamo supstitucijom

x = ye*t, odnosno i = yw?e“'. Oznacimo li w? = ), razmatramo jednadzbu za \ oblika:

odnosno u matri¢nom obliku

7 3
2 A 2

_0, 8.10
3 —3-A (810

odnosno
207 + 130+ 12 =0. (8.11)

RjeSenja ove jednadzibe su \; ~ 1,11, \y = 5,39, a od tuda slijedi da je w2 ~ *£1,05i, ws 4 ~
+2, 32. Stoga je opce rjesenje

0.63 . .
[.xl] ~ [ ) ] (K1€1,051t+K2671,05lt>+
o)

—0.80 . .
| ] (K3€2,321t 4 K4672,321t)7 (812)

odnosno

x1 ~ 0.63a cos 1,05t + 0.63bsin 1.05¢ — 0.80c¢ cos 2, 32t — 0.80d sin 2, 32t
To ~ acos 1,05t 4+ bsin 1,05t + ccos 2, 32t + dsin 2, 32t,

gdje konstante a, b, c, d moZemo odrediti iz pocetnih uvjeta ako ih nametnemo.
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Prikazimo jo§ jedan primjer primjene sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u elektroteh-
nici.
Primjer 8.3. Razmotrimo serijsko-paralelni RLC krug koji se sastoji od:

* otpornika R i induktora L, spojenih u seriju,

* kondenzatora C' i otpornika Ry spojenih paralelno s Ry i L,

* izvora napona V (t).
Struje u krugu su:

o [1(t) - struja kroz serijski spoj Ry i Ly,

o I5(t) - struja kroz paralelni spoj Ry i C.

Sustav diferencijalnih jednad?bi za struje I,(t) i I5(t) je:

d*I(t) dI;(t) dV(t) I(t)

I T T ®-.13)
dh(t) _db(t) | b(t)
dt dt | RO

Ly

(8.14)




9. Zakljucak

Diferencijalne jednadzbe predstavljaju neizostavan alat u modernoj elektrotehnici, omoguca-
vajudi inZenjerima da precizno modeliraju, analiziraju i optimiziraju Sirok spektar elektri¢nih i
elektronickih sustava. Kroz ovaj zavrSni rad istraZzeni su osnovni koncepti diferencijalnih jed-
nadzbi, metode njihovog rjeSavanja, te njihove konkretne primjene, s posebnim naglaskom na

sustave obicnih diferencijalnih jednadzbi.

U radu su obradene obicne diferencijalne jednadzbe i sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi,
najprije s teorijskog aspekta pri ¢emu se definiraju opée i partikularno rjeSenje i navode neke

temeljne klasifikacije.

Znacajan dio rada posvecen je tehnikama rjeSavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi,
pri ¢emu je naglasak stavljen na linearne sustave. Pritom su obradene dvije temeljene metode -

metoda supstitucije 1 matricna metoda.

U radu je objaSnjena i primjena Laplaceovih transformacija na rjeSavanje sustava obi¢nih dife-
rencijalnih jednadzbi - tehnika koja rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi transformira u rjeSavanje
algebarskih jednadzbi, ali i omogucava rjeSavanje sustava koji ukljucuju kompleksne nediferenci-

jabilne funkcije koje se klasi¢nim metodama ne mogu rijesiti.

U zadnjem dijelu rada prikazana je i konkretna primjena sustava obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbu u inZenjerstvu. MozZe se zakljuciti da su diferencijalne jednadZbe 1 njihovi sustavi temelj
za razumijevanje i analizu inZenjerskih sustava, te kljucni element u razvoju novih tehnologija i

inovacija.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U radu se definiraju osnovni pojmovi iz teorije obicnih diferencijalnih jednadzbi i sustava
obicnih diferencijalnih jednadzbi. Objasnjava se pojam opcéeg i partikularnog rjeSenja te se navode
temeljene klasifikacije sustava obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi. Prikazani su razliciti nacini za
rjeSavanje sustava diferencijalnih jednadZzbi uz brojne primjere. Detaljno su prikazane metoda
supstitucije i matricna metoda, a prikazana je i primjena Laplaceovih transformacija kod rjeSavanja
sustava obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi. Objasnjena je i primjena sustava obi¢nih diferencijalnih

jednadzbi u inZenjerstvu.

Kljucne rijeéi: Obicne diferencijalne jednadzbe, sustavi diferencijalnih jednadzbi, metoda sup-

stitucije, matricna metoda, Laplaceova transformacija
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Summary and key words

The paper defines basic concepts from the theory of ordinary differential equations and sys-
tems of ordinary differential equations. The concept of general and particular solution is explained
and the basic classifications of systems of ordinary differential equations are stated. Various ways
to solve systems of differential equations are presented with numerous examples. The substitution
method and the matrix method are presented in detail, and the application of Laplace transforma-
tions in solving systems of ordinary differential equations is also presented. The application of the
system of ordinary differential equations in engineering is also explained.

Keywords: Ordinary differential equations, systems of differential equations, method of substi-

tution, matrix method, Laplace transform.

44



	Uvod
	Obične diferencijalne jednadžbe
	Pojam obične diferencijalne jednadžbe i njenog rješenja
	Praktična opravdanost običnih diferencijalnih jednadžbi
	Opće i partikularno rješenje
	Rješavanje obične diferencijalne jednažbe

	Obične linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima
	Homogene jednadžbe
	Nehomogene jednadžbe
	Metoda neodređenih koeficijenata
	Metoda varijacije konstanti


	Sustavi običnih diferencijalnih jednadžbi
	Kanonska forma sustava običnih diferencijalnih jednadžbi
	 Linearni i nelinearni sustavi običnih diferencijalnih jednadžbi
	Autonomni i neautonomni sustavi običnih diferencijalnih jednadžbi

	Rješavanje sustava običnih diferencijalnih jednadžbi metodom supstitucije
	Rješavanje sustava običnih diferencijalnih jednadžbi matričnom metodom
	Laplaceova transformacija
	Rješavanje običnih diferencijalnih jednadžbi korištenjem Laplaceove transformacije
	Rješavanje sustava diferencijalnih jednadžbi korištenjem Laplaceove transformacije

	Sustavi običnih diferencijalnih jednadžbi u inženjerstvu
	Zaključak
	Literatura
	Sažetak i ključne riječi
	Summary and key words

