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1. Uvod

Integralne transformacije prvi put se spominju u 18. stolje¢u u radovima Leonharda Eulera
koji ih je smatrao klju¢nim alatom za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadZbi, Sto se kasnije
pokazalo to¢nim. Naime, u danasnje vrijeme Laplaceova integralna transformacija kljucan je alat
za rjeSavanje obicnih linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima, a moze se
primjenjivati i kod parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. U tu svrhu koriste se i druge integralne
transformacije, kao Sto su Mellinova ili Fourierova, medutim u ovom ¢emo se radu koncentrirati

na primjenu iskljucivo Laplaceove transformacije.

Prema [1], Pierre-Simone Laplace bio je jedan od najvaZnijih matematic¢ara u 18. i 19. stoljecu.
Roden je u Francuskoj, a Cesto je nazivan i francuskim Newtonom $to dovoljno govori 0 njegovoj
veli¢ini. U skladu s tadaSnjim obiCajima i kulturom od njega se oCekivalo da karijeru gradi u
crkvi ili u vojsci, stoga je sa 16 godina upisao studij teologije gdje otkriva svoju ljubav 1 talent
prema matematici. Sa samo 19 godina napusta crkvu i putuje u Pariz gdje se od pocetka istice
svojim sposobnostima te pocinje stvarati niz izvanrednih matematickih radova, doprinoseci usput

1 raznim granama fizike i astronomije.

Slika 1.1. Pierre Simon Laplace [1]

Laplace se vec u svojim ranim radovima bavio diferencijalnim jednadZbama, njihovom primje-
nom i metodama rjeSavanja, a kroz svoj rad u podrucju teorije vjerojatnosti Cesto je koristio alat
koji se kasnije razvio u integralnu transformaciju koju danas u njegovu Cast zovemo Laplaceovom

transformacijom.



Vaznost Laplaceovih transformacija ogleda se u tome §to se neke kompleksne matematicke
operacije nakon transformacije znacajno pojednostavljuju. Tako obiCne linearne diferencijalne
jednadzbe s konstantnim koeficijentima nakon Sto se na njih primjeni Laplaceova transformacija

postaju algebarske jednadZbe, a operacija konvolucije postaje obi¢no mnoZenje.

U ovom radu bavimo se upravo linearnim diferencijalnim jednadZbama s konstantnim koefici-
jentima pomocu kojih se opisuju vremenski neovisni linearni sustavi i ono §to ¢e nas zanimati biti
¢e forma te jednadzbe nakon Sto se ona transformira putem Laplaceove transformacije. Pokazati
¢emo da se takvi sustavi mogu opisati funkcijom koja se naziva prijenosna funkcija, a definirana

je u Laplaceovoj ili s domeni.

Spomenuti sustavi uvelike se koriste kod modeliranja regulacijskih i elektri¢nih krugova, a

prijenosne funkcije uvelike pojednostavljuju njihovu analizu.

U prvom dijelu rada bavit ¢emo se definicijom i svojstvima Laplaceove transformacije koja
su nam potrebna za definiranje prijenosne funkcije. Zatim ¢emo prijenosnu funkciju promatrati
kao racionalnu funkciju te definirati njene nule i polove. U nastavku ¢emo pokazati kako se prije-
nosna funkcija, a samim time i promatrani sustav moze opisati pomoc¢u nula i polova, a na kraju
rada ¢emo tehnikom prijenosne funkcije analizirati niz diferencijalnih jednadzbi s naglaskom na

njihovu stabilnost, odnosno ponasanje odziva.



2. Laplaceove transformacije

Poznato je da integralne transformacije imaju Siroku primjenu u raznim podru¢jima matema-
tike, te sluZe kao alat za rjeSavanje realnih problema u podrudju fizike, mehanike i elektrotehnike.
Jedna od najcesce koriStenih integralnih transformacija je Laplaceova transformacija, koju u ovom

radu obradujemo prema [3].

Laplaceova transformacija je linearni operator koji omogucuje preslikavanje funkcije u drugi
skup funkcija §to moze olaksati rjeSavanje brojnih problema. Konkretno u podrucju elektrotehnike,
Laplaceova transformacija ima primjenu u prevodenju diferencijalnih jednadZzbi u algebarske ¢ime
se olakSava njihovo rjeSavanje. To posebno dolazi do izraZaja kada se rjeSavaju diferencijalne
jednadzbe koje se ne mogu rijesiti klasicnim metodama, primjerice ako ukljucuju nederivabilne
funkcije s prekidima ili §iljcima. Kako se u struci rijetko pojavljuju savrSeno glatki i neprekidni
signali, Laplaceova transformacija pokazala se kao mocan alat za analizu i rjeSavanje problematike

sa kojom se svakodnevno susre¢emo.

Preslikavanje pomocu Laplaceove transformacije vrsi se iz vremenske ¢ domene u apstraktnu
s domenu. Tom transformacijom deriviranje se uglavnom svodi na mnoZenje te ¢e diferencijalna
jednadzba postati algebarska. Algebarska jednadzba rjeSava se vrlo jednostavno i za trazenje rje-
Senja polaznog problema samo je potrebno rjeSenje dobivene algebarske jednadZbe inverznom

Laplaceovom transformacijom iz s domene vratiti u ¢t domenu.

Laplaceove transformacije nasle su Siroku primjenu u teoriji signala i sustava te analizi elek-
tricnih mreZa i regulacijskih sustava. Upravo kod regulacijskih sustava znacajnu ulogu imaju prije-
nosne funkcije koje se definiraju kao omjer Laplaceove transformacije izlaza i Laplaceove transfor-
macije ulaza sustava uz pocetne uvjete jednake nuli Sto e detaljnije biti objaSnjeno u nadolaze¢im

poglavljima.

Sve integralne transformacije su izrazi oblika:

B
F(s) = / K(s,0)f(t)dt, @1

gdje se funkcija f(t) naziva originalnom funkcijom sa podruéjem definicije koje se naziva podrucje
originala. Funkcija F'(s) se naziva slikom od f(#) ili njezinim transformatom. Funkciju K (s, 1)

nazivamo jezgrom intergalne transformacije te se razlikuje za razlicite transformacije.

Bududi je svaka integralna transformacija u sustini integral, a integral je linearni operator, iz

definicije integralne transformacije odmah mozemo zakljuditi njenu linearnost, tj. vrijedi

Teorem 2.1 (Linearnost integralne transformacije). Neka su zadane funkcije f,g : R — C te neka



je T proizvoljna integralna transformacija. Vrijedi:

T{af(t) +bg()} = aT{f ()} + 6T {g(1)}, (2.2)

pri cemu su a,b € C proizvoljne konstante.

Svaka poznata transformacija razlikuje se u jezgri 1 definiranim granicama integracije. Kod
Laplaceove transformacije granice integrala iznose & = 01 8 = oo, dok je jezgra transformacije

definirana kao K (s,t) = e~*!. Simbol Laplaceove transformacije, odnosno preslikavanja je L.

Laplaceova transformacija definirana je prema tome integralom:
£U®) = F) = [ (o @3
0

Kako bi transformaciju mogli provesti, integral pod (2.3) mora konvergirati, odnosno mora biti
konacan. To zna¢i da funkcija f(¢) mora biti integrablina na segmentu [0, A], za sve A > 01 da

limes
A

lim [ e f(t)dt (2.4)
A—o0
0

ima konac¢nu vrijednost.

Spomenuti uvjet osigurava nam eksponencijalni rast funkcije. Za funkciju ¢emo reci da je
eksponencijalnog rasta ako se moze omediti s nekom eksponencijalnom funkcijom. Primjerice
za funkciju f(t) = e’ nije moguce provesti Laplaceovu transformaciju jer nije eksponencijalnog
rasta, odnosno nije ju moguée omediti s eksponencijalnom funkcijom. Istaknimo da uvjet ekspo-
nencijalnog rasta za elektrotehniku nije ogranicavajuci jer se u struci uglavnom javljaju funkcije
koje su kombinacije polinoma i trigonometrijskih funkcija, a to su sve funkcije eksponencijalnog

rasta.

Za izracun Laplaceovih transformacija elementarnih funkcija biti ée nam potrebno svojstvo

iskazano u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2 (Teorem sli¢nosti). Neka je f funkcija koja zadovoljava uvjete za postojanje Laplace-

ove transformacije. Tada za realnu konstantu w > 0 vrijedi

C{f(wt)} = LF (f) . 2.5)

w w

Dokaz. Po definiciji Laplaceove transformacije imamo

E{f(wt)}:/f(wt)e_Stdt. (2.6)



Uvodenjem supstitucije wt = u, tj. wdt =

£{fn) = [ e

du dobivamo

= é]of(u)e“uidu = éF (g) :
0

2.1. Laplaceove transformacije nekih vaznijih funkcija

(2.7)

U ovom ¢e poglavlju biti izvedene transformacije funkcija koje se Cesto koriste u struci, kao

Sto su elementarne funkcije, te Heavisideova step funkcija i Diracova delta funkcija prema [4] i

[5]. Laplaceove transformacije najceSée koriStenih funkcija sistematizirane su u tablici 2.1.

Tablica 2.1. Tablica Laplaceovih transformacija

f(t) F(s) f(t) F(s) f(t) F(s)
1 w 2ws
u(t) =1 - ettsinwt | ——M tsinwt | ——————
(*) s (s Fa)?+ w? (s2 + w?)?
1 2,2
etat et cos wt __s¥a t cos wt ST
sTa (s Fa)?+ w? (82 + w?)?
. w St w . 2ws
sin wt S2_|_—0J2 (& Slnh wt (SZF(I)—2—UJ2 tsmh wt m
2 2
cos wt _ e* cosh wt __s¥@ t cosh wt &
$2 + w2 (s Fa)?— w? (52 — w?)?
|
S —at 1 —as
cosh wt 2 te Gtay it —a) e

2.1.1.

Ekspoencijalne funkcije

Odredimo sada Laplaceovu transformaciju eksponencijalne funkcije ¢ — €', koja je neprekidna

1 oCito eksponencijalnog rasta te njena transformacija postoji. Imamo:

o0

0

za s > 1 (ili ispravnije Re(s) > 1).

Za Laplaceovu transformaciju funkcije ¢ — e~

/ —to=stgp — / (1+s)t g — 1—1 o

0

1
L{e'} = / ele”*tdt = / et = ™
— S

t imamo

+ s

(1+s)t

too 1

)
0 s—1

o0

(2.8)

(2.9)



za s > —1 (ili ispravnije Re(s) > —1).

2.1.2.  Funkcije sinus i kosinus

U sklopu ovog poglavlja ¢emo odrediti Laplaceove transformacije funkcija kosinus i sinus. Za

to ¢e nam trebati definicije sinusa i kosinusa u kompleksnom podrucju, tj.

1/ . .
cosz = 5 <elz + e_lz> , (2.10)

sin z = Qi (eiz — e_iz> ) 2.11)

7

Za primjenu ovih formula potrebne su nam Laplaceove transformacije iz sljedeceg primjera:

Primjer 2.1. Odredimo Laplaceove transformacije funkcija t — e i t — e~*. Imamo:

, T T 1, o 1
L{e"} = /e”e“dt = /e(’s)tdt = — =9t — - (2.12)
i—S 0 s—1
0 0
Ovdje smo koristili ¢injenicu da je
lim e~ = lim e~ Fe®tet-Im(s)i — 0, (2.13)

t—o0 t—o0
ako je Re(s) > 0, bududi je ‘e(t_lm(s))i‘ ograniceno, $to je ujedno i najveca moguca s-domena
koju Laplaceova transformacija dozvoljava. Analogno se dobiva:

1
s+

L{e ™) = (2.14)

Sada smo u mogucnosti odrediti Laplaceove transformacije funkcija kosinus i sinus.

Koristenjem definicije kompleksnog kosinusa, linearnosti transformacije te teorema o sli¢nosti,

dobivamo:
1 - 1 - 1 1 1 s
Lfcoswt} = S £ {el 4 oot ) = = 2.15
{coswt} 27 1° +2 ¢ 2 s—wi+s+wi s%2 + w? @.15)
Analognim postupkom dobivamo:
L{sinwt} = —— (2.16)
S1n w = —= 7. .
82 +w2
2.1.3. Heavisideova step funkcija
Heavisideova funkcija definirana je izrazom
0, t<0,
u(t) = (2.17)



odnosno za slucaj kada skok nije u ishodiStu izrazom

0, t<e,
uc(t) = (2.18)
1, t>ec

Graficki prikazi Heavisideove funkcije u(t) te funkcije u.(t) prikazani su na sljedeéim slikama.

Slika 2.1. Graficki prikaz Heavisideove funkcije

Slika 2.2. Graficki prikaz pomaknute Heavisideove funkcije za c = 1

Odredimo sada Laplaceovu transformaciju Heavisideove funkcije. Kre¢emo od definicije La-

placeove transformaciju u koju uvrstavamo funkciju u(¢). Slijedi:

00 00
e—st ) e~ ® eO

L{u(t)} = F(s) = / e=stu(t)dt — / 1 et — T e % (2.19)

—S 10 —S —S
0 0

pri cemu smo iskoristili svojstvo da je e~ = 0.

Laplaceovu transformaciju funkcije u.(t) dobivamo na isti nacin:

0o
e—st 0o e~ ec e cs

L{uc(t)} = F(s) = /e_Stuc(t)dt = /1 et = =— - — = . (2.20)

—S lc —S —S S
0

2.1.4. Diracova delta funkcija

Diracova delta funkcija prikazana na slici 2.3b u elektrotehnici predstavlja impulsni signal.

Takvi su signali Cesti i sluze primjerice kao signali kojima se uklapaju odredene poluvodicke kom-



ponente. Najpoznatiji primjer su tranzistori koji se uklapaju pomocu strujnih impulsa. Odnosno,
kada na tranzistor dovedemo neki strujni impuls za koji je on graden, tranzistor pocinje voditi, od
stanja ne vodenja prelazi u stanje vodenja. Diracova delta funkcija u svakoj tocci osim u 0 iznosi
0, dok u 0 iznosi co. Medutim, ona takoder mora zadovoljavati sljedece svojstvo:
o0
/ d(z)dr = 1. (2.21)
—00
Kako ovaj integral predstavlja povrSinu, a graficki prikaz delta funkcije sugerira da ispod njega
nema povrsine, na delta funkciju ne moZemo gledati kao na funkciju u klasi¢nom smislu. Upravo
stoga, u matemati¢koj analizi puno se ¢eS€e promatra aproksimacija delta funkcije prikazana na

slici 2.3a koja je funkcija u klasicnom smislu. Jasno je da vrijedi

i(z) = h_r)% Oe (). (2.22)
0 ()
11 d(x)
al x x
-1 %
(a) (b)

Slika 2.3. Graficki prikazi Diracove 0 funkcije i njene aproksimacije

Odredimo sada Laplaceovu transformaciju Diracove delta funkcije tako §to éemo najprije odre-

diti Laplaceovu transformaciju njene aproksimacije. Tako imamo:

£
) a+5 e

e_5<a_ 2) — e_s(a"'%)

C{6.(t—a)} = / 5.(t — a)e"tdt — / Le—stay = | (2.23)

€ €S
0 a

3
Sada primjenom L’Hospitalova pravila dobivamo:

L{é(t )} =1 £{5 (t )} — eis(afg) _ 6*s(a+%) B
a)y = 51—I>% € al o al—I>I(1) cs — (224)
hm 2 (675(a7%) + 678(a+%)> = e_as‘

e—0

UvrStavanjem a = 0 u gornji izraz dobivamo da je
L{u(t)o(t —a)} =1, (2.25)

Sto je i trebalo pokazati.
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2.2. Svojstva Laplaceove transformacije

Laplaceova transformacija moc¢an je matematicki aparat za ¢ije uspjeSno koristenje treba poz-

navati niz svojstava koja navodimo u ovom poglavlju.

2.2.1. Teorem o slici derivacije

Teorem o slici derivacije, jedan je od vaznijih teorema o Laplaceovoj transformaciji koji nam
govori da se linearne diferencijalne jednadZzbe s konstantnim koeficjentima Laplaceovom transfor-

macijom prevode u algebarske jednadzbe.

Teorem 2.3. Ako je L{f(t)} = F(s), tada je
L{f'(t)} = —f(0)+ sF(s). (2.26)

Dokaz. 1z definicije Laplaceove transformacije slijedi

LA{f'(t)dt} = / f'(t)e*"dt. (2.27)
0
Sada ¢emo primijeniti formulu parcijalne integracije uzimavsi
u=e"*, dv = f'(t)dt (2.28)
odnosno
du = —se 'dt, v=f(t). (2.29)
Dobivamo: .
LS} =eft)|, +s/e—stf(t)dt = —f(0) + sF(s), (2.30)
N————
=—£(0) 0
¢ime je tvrdnja dokazana. [

Ovo svojstvo se moZe 1 generalizirati na derivaciju n-tog reda Sto je napravljeno u iduem

teoremu kojeg navodimo bez dokaza.

Teorem 2.4 (Teorem o slici derivacije n-tog reda). Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

[y

L{fM@)} =s"F(s)— Y s"F1f®(0). (2.31)

0

3

i
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2.2.2. Teorem o derivaciji slike

Teorem 2.5. Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

L{t"f(t)} = (=1)"F"(s), n € N. (2.32)
Dokaz. Deriviramo li funkciju
F(s) = / F(t)e—tdt (233)
0

dobivamo N

F'(s) = —/tf(t)e—stdt = —L{tf(t)}. (2.34)
0

Daljnim deriviranjem ovog izraza odmah dobivamo trazenu tvrdnju. [

Ovo svojstvo se koristi kod odredivanja Laplaceove transformacije potencija, tj. funkcija oblika
t =t

2.2.3. Teorem o priguSenju (pomaku u slici)

Teorem 2.6. Neka je L{f(t)} = F(s)ia € R. Tada je

L{e"f(t)} = F(s —a). (2.35)

U primjenama se Cesto koriste funkcije s priguSenjem. Tako moZemo zakljuciti da vrijedi
sljedeca jednakost:
s—a

L {e“t Coswt} = ( (2.36)

s—a)?+w?
2.2.4. Teorem o slici integrala i teorem o integralu slike

U matemati¢kim izrazima koji ukljucuju funkcije zadane putem integrala Cesto se koriste ove

dva teorema.

Teorem 2.7. Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

c / fryar b = & (5). (2.37)

S

Teorem 2.8. Ako je L{f(t)} = F(s), tada je

c {@} = ]OF(s)ds (2.38)

s

uz uvjet da integral s desne strane jednakosti konvergira.
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2.2.5. Teorem o slici konvolucije

Konvolucija predstavlja matemati¢ku operaciju koja ima primjenu u opisivanju

fizikalnih sustava kod kojih ponaSanje sustava ne ovisi samo o stanju sustava u trenutku ¢, veé

1 0 stanju sustava prije tog trenutka. Definira se kao:
t
(F+9)(0) = [ £(r)gtt = r)ar 2.39)
0

S obzirom da je konvolucija definirana pomocu integrala, mora vrijedi da su funkcije f i g
integrabline, a zbog uvjeta egzistencije Laplaceove transformacije moraju biti i eksponencijalnog

rasta. Prema definiciji konvolucije, tada je i funkcija f * g integrablina i eksponencijalnog rasta.

Za operaciju konvolucije vrijede neka uobicajna svojstva kao §to su:

e Komutativnost

fxg=gxf, (2.40)

* Distributivnost
fx(g+h)=fxg+ fx*h, (2.41)

* Asocijativnost
(fxg)xh=fx(g*xh). (2.42)

Laplaceova transformacije konvolucije dana je sljede¢im teoremom koji kaze da konvolucija u

originalu odgovara umnosku u slici.

Teorem 2.9. Neka je L{f(t)} = F(s)i L{g(t)} = G(s). Tada je
L{f@) xg()} = F(s) - G(s). (2.43)

Dokaz. 1z definicije Laplaceove transformacije dobivamo:

LU0+ 90} = [(70)x gt e = [ [ sirigte - ryare it -
0 0 0 (2.44)
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Promjenom poretka integracije slijedi

/ / ot — Yult — P)e=*tdt f(r)dr — / C{g(t — TYult — 7)) f(r)dr =
00 0 (2.45)

o

/G(S)G_Tsf(T)dT = G(s) /f(T)e_TSdT =G(s) - F(s).

0

2.3. Primjena Laplaceove transformacije

Kako bi shvatili vaznost primjene Laplaceove transformacije u elektrotehnici, pokazati ¢emo

njihovu primjenu na primjeru jednog strujnog kruga. Primjer je preuzet iz [6].

Primjer 2.2. Zadan je RLC krug Cija je shema prikazana na slici 2.4 uz parametre R = 11 (),
L =0.1HiC =102 F. Pretpostavit éemp da kondenzator nije prethodno nabijen te da kroz
zavojnicu prije trenutka t = 0 nije tekla nikakva struja. Drugim rijecCima, pretpostavljamo da
pocetne uvjete i(0) = 0i4'(0) = 0. Za zadani RLC krug potrebno je izracunati odziv (struju), ako
je ulazni napon modeliran funkcijom:

100 sin(400t), 0 < t < 27
E(t) = . (2.46)

0, t>2m

||
N
c
Slika 2.4. RLC krug

U zatvorenoj petlji, prema 1. Kirchoffovom zakonu, napon izvora jednak je algebarskom zbroju
padova napona. Kada zatvorimo sklopku u trenutku t = 0, kroz strujni krug pocinje teci struja i

ona stvara padove napona na pojedinim elementima.

Kako bi mogli napisati diferencjalnu jednadzbu Il. Kifrchoffovog zakona za zadani RLC krug

najprije moramo definirati kako se stvara pad napona na pojedinim elementima prema [7].
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Iz Ohmovog zakona vidi se kako je pad napona na otporniku otpora R proporcionalan struji
koja kroz njega tece, odnosno vrijedi:

U=1-R. (2.47)

Zavojnica induktiviteta L ponaSa se kao spremnik energije. Drugim rijecima pad napona na
zavojnici ne nastaje na jednak nacin kao na otporniku. Struja kroz zavojnicu ne raste trenutno,
ve¢ mora proteci neko vrijeme prijelazne pojave kako bi konstantna struja tekla kroz zavojnicu, a
prijelazna pojava je opisana eksponencijalnom funkcijom. Diferencjalna jednadZba pada napona
na zavojnici glasi:

w(t)=1L- (2.48)

dt’
Sto nam govori kako pad napona na zavojnici ne ovisi o struji koja kroz nju prolazi, ve¢ o brzini

promjene struje koja kroz nju tece.

Kondenzator se takoder ponasa kao spremnik energije, medutim na kondenzatoru napon ne
dostiZe trenutno maksimalnu vrijednost pada napona, ve¢ se napon na kondenzatoru mijenja po
eksponencjalnoj funkciji i nakon zavrsetka prijelazne pojave dostiZe konstantnu vrijednost. Inte-

gralna jednadzba koja opisuje pad napona na kondenzatoru glasi:

1
uc(t) = E/i(t)dt, (2.49)
0
a kako je: ;
i(t) = d—z, (2.50)
vrijedi da je

q(t) = / i(t)dt. 2.51)

Konacno dobivamo da je pad napona na kondenzatoru jednak:
q(t)
U(t) = —~. 2.52
(=2 @52
Nakon analize pojedinih elemenata, sada moZemo zbrojiti padove napona te primjeniti I1. Kif-
choffov zakon:

di(t)
dt

t
L Ry é /z’(t)dt — B(). (2.53)
0

Ova diferencijalno-integralna jednadZba je kompleksna za rjeSavanje klasicnim matematickim
metodama i na nju primjenjujemo tehniku Laplaceove transformacije, tj. teorem o slici integrala i

teorem o slici derivacije iz proslog poglavlja. Dobivamo:

L-(—i(0)+sl(s))+I(s)- R+ = -—= = E(s), (2.54)
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pri cemu je I(s) = L{i(t)} i E(s) = L{E(t)}.

Uvrstavanjem pocetnim uvjeta, jednadZba poprima oblik:

L-sI(s)+I(s)- R+ % . %‘9) — B(s), 2.55)
odnosno .
I(s) (Ls + R+ a) = E(s). (2.56)
Sada je ,
1(s) (0.15 Sl 0_313) = % G + 6_8m> . 2.57)

PomnoZimo li ¢itavu jednadzbu s 10s dobiva se:

—27s
I(s)(s2 + 110s + 1000) = % G c - ) , (2.58)
odnosno vodeci racuna da je s* + 110s + 1000 = (s + 10)(s + 100) izraz poprima oblik:
I(s)(s + 10)(s -+ 100) = 1000 - 400 ( RELE— se ) , (2.59)
s?2 44002  s2 4 4002
I(s) = 1000 - 400 S 1000 - 400 se=2ms (2.60)

(s 4 10)(s + 100) 52 + 4002 (s + 10)(s + 100) s2 4 400%"

Uzmimo da vrijedi I(s) = I,(s) — I5(s). Prvi razlomak moZemo rastaviti na parcijalne razlomke,

pri cemu dobivamo oblik:

400000s A B Ds+ K

. 2.61
(s +10)(s +100)(s2 +400%) s+ 10 T3 + 100 T2 + 4002 (261)

Sredivanjem izraza dobiva se:

400000s = A(s+100)(s* 4+ 400%) + B(s+10)(s* +400%) + (Ds+ K)(s+10)(s +100). (2.62)

Za odredivanje koeficjenata A i B, moZemo postaviti vrijednost s = —10 odnosno s = —100,

pa dobivamo:

—4000000 = 90 - (10% 4- 400*)A, A = —0.27760, (2.63)
—40000000 = —90 - (100* + 400°)B, B = 2.6144. (2.64)

Usporedivanjem koeficijenta uz s* slijedi:
0=A+B+D, D=-23368, (2.65)
dok usporedivanjem koeficijenta uz s* dobivamo

0=100A+10B + 110D + K, K = 258.66 = 0.6467 - 400. (2.66)
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Sada u izraz za I,(s) uvrstavamo dobivene koeficjente:

~0.27760  2.6144 2.3368 0.6467 - 400

I — — ) 2.67
)= =10 Tar 0 2 a0 s+ 2002 (267
Izraz c¢ini zbroj pribrojnika cije su Laplaceove transformacije tablicne, pa se dobiva:

i1(t) = —0.27760e 1% + 2.6144e 19 — 2.3368 cos(400¢t) + 0.6467 sin(400¢). (2.68)

Struja i(t) jednkaka je struji i1(t) na intervalu 0 < t < 2.

Uocimo da se I5(s) razlikuje od I,(s) samo za e=*™*, a kako je cos 400(t — 27) = cos(400¢) i
sin 400(t — 27) = sin(400¢), i2(t) = 0za 0 < t < 27.

Zat > 2w dobiva se:
ig(t) = —0.27760e~10=2™ 1 2 6144¢~1000=2™) _ 2 3368 cos(400t) + 0.6467 sin(400t). (2.69)
Struja i(t) zat > 27 je i(t) = i1(t) — i2(t), pa se dobiva:

i(t) = —0.27760(e 1% — ¢7100=2m)) 1 9 6144 (100t — o~ 100(t=2m)) (2.70)



3. Linearni sustavi i prijenosne funkcije

Prema [8], sustav se moZe definirati kao kombinacija fizikalnih komponenti i/ili algoritama
pomocu kojih se odvija proces koji rezultira transformacijom signala. Svaki sustav ima svoj ulaz i

izlaz, gdje se ulaz Cesto naziva pobuda, a izlaz iz sustava odziv.

Sustave mozemo djeliti na kauzalne i nekauzalne, odnosno sustav Ce biti kauzalan ako trenu-
tacni izlaz ovisi samo o sadasnjim i/ili pro§lim vrijednostima ulaza, a ne o buduc¢im vrijednostima
ulaza, te nema odziva prije nego $to se sustav pobudi. Svi sustavi u praksi koji rade u realnom

vremenu su kauzalni sustavi.

Takoder razlikujemo vremenski promjenjive i nepromjenjive sustave, odnosno sustav Ce biti

vremenski nepromjenjiv kada se ulazno-izlazna relacija ne mijenja s vremenom. Tada vrijedi:

Vo (t), VT : Sx(t—T) =yt —T), (3.1)
pri ¢emu je ¢ vremenska varijabla, 7' vremenski trenutak, x(¢) pobuda, y(¢) odziv, a S oznafava
ulazno-izlaznu relaciju.

Za sustav ¢emo reci da je linearan ako vrijedi sljedeca relacija:

o(t) =Y army(t) —> y(t) = > axyu(t), (3.2)

pri ¢emu x(t) oznacava pobudu, a y(t) pripadni odziv, odnosno pobudi x;(t) odgovara odziv y;(t),

dok su a; konstante.

Linearni sustavi mogu se prikazati diferencijalnim jednadZbama, a sustave koji su linearni i

vremenski nepromjenjivi zovemo LVN sustavima, te se s njima cesto susrecemo u elektrotehnici.

Primjer 3.1. Promotrimo linearni sustav koji opisuje mehanicki sustav. Kod tog sustava pobuda
bi bila vanjska sila (z(t) = F(t)), a odziv bi bio pomak (y(t)). Odziv i pobuda povezani su

diferencijalnom jednadzbom
my"(t) + ey (t) + ky(t) = (1), (3.3)

s pocetnim uvjetima y(t) = y'(t) = 0, pri emu sum, c i k konstante. Laplaceovom transformaci-

Jjom dobivamo

ms?Y (s) + esY (s) + kY (s) = X (s), (3.4)
odnosno .
Y(s) = mX(s) (3.5)
gdje funkciju .
H(s) = Ttk (3.6)

17
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zovemo prijenosna funkcija. Prijenosna funkcija u potpunosti definira opisani mehanicki sustav,

odnosno njome su povezani pobuda i odziv u s domeni.
U prethodnom primjeru vidjeli smo kako sustave moZemo opisati pomocu prijenosnih funkcija
1 upravo su prijenosne funkcije i njihova svojstva tema ovog rada.

Uvedimo sada strogu matemati¢ku definiciju prijenosne funkcije 1 pokazimo da je njima sustav
dobro definiran. Za to ¢e nam biti potreban sljedeci niz matematickih rezultata koje smo vec

spomenuli, no ovdje ih ponavljamo radi lakSeg pracenja.

Definicija 3.1. Generaliziranu funkciju §(x) za koju vrijedi

S(a) =4 =0 3.7)
0, x#0

/ d(z)dr =1 (3.8)

zovemo Diracova ¢ funkcija.
Definicija 3.2. Neka su f i g dvije integrabilne funkcije. Njihova konvolucija, u oznaci f * g,

definirana je s:
oo

(f * g)(x) = / fW)g(z —y)dy. (3.9)
Teorem 3.1. Nekaje L{f(t)} = F(s)i L{g(t)} = G(s). Tada je

L{f(#) xg()} = F(s) - G(s). (3.10)

Teorem 3.2 (Svojstvo prosijavanja). Neka je f integrabilna funkcija. Za Diracovu § funkciju

vrijedi:

/ F(@)5(x — a)dz = f(a). G.11)

Teorem kaze da na Diracovu ¢ funkciju mozemo gledati kao na sito koje nam "izvlac¢i" neku
konkretnu funkcijsku vrijednost, odnosno ako bi na funkciju gledali kao na vremenski signal, na

ovaj bi nacin mogli do¢i do vrijednosti signala u bilo kojem trenutku ¢ = a.

ZapiSimo sada svojstvo prosijavanja koriStenjem definicije konvolucije. Vrijedi:
Gty = [ 30 fe - ryar = () (.12

pa se svojstvo prosijavanja moZze krace zapisati sa:

(0 [)(t) = (f = 0)(t) = (). (3.13)
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Bilo koji sustav shematski mozemo prikazati putem bloka u vremenskoj domeni kao na slici

3.1. Na toj slici z(¢) oznaCava pobudu, y(t) odziv dok H predstavlja ulazno-izlaznu relaciju.

(1) " y(t)

y(t) = Hlx(t)]

Slika 3.1. Shematski prikaz sustava

Pretpostaviti ¢emo da je sustav sa slike 3.1 linearan i vremenski invarijantan, tj. da vrijede

svojstva:
H oy () + Baa(t)] = oH [21(1)] + BH [25(1)]- (3.14)
Hz(t+0)] =yt + o), (3.15)
pri ¢emu su «, (3 1 o realni brojevi.

Ulazni signal se moZe zbog svojstva prosijavanja Diracove ¢ funkcije zapisati s:
z(t) = (z % 0)(t), (3.16)

pa koriste¢i definiciju integrala imamo:

H / #(r)o(r = t)dr | = lim H [Zaz(n)é(n — AT =
AlTig()Zx(Ti)H [0(m —t)| AT = / x(T)H [6(T — t)| dT = x(t) * h(t),

gdje je h(t) = H [6(t)]. Drugim rije¢ima, vidimo da je funkcioniranje sustava determinirano tzv.
impulsnim odzivom, tj. reakcijom sustava na pobudu Diracovom ¢ funkcijom, te da je odziv u

vremenskoj domeni posljedi¢no konvolucija pobude i funkcije h(¢).

Pokazimo sada da je h(t) niSta drugo nego ve¢ spomenuta prijenosna funkcija u ¢ domeni.
Naime, konvolucija funkcija u vremenskoj domeni jednaka je umnosku funkcija u frekvencijskoj

domeni, pa vrijedi
Y(s) = X(s)- H(s), (3.17)
Sto je u skladu s definicijom prijenosne funkcije iz primjera s mehanickim sustavom.

Zadani blok sada mozemo prikazati u frekvencijskoj, odnosno s domeni.

X(s) i Y (s)

Slika 3.2. Shematski prikaz sustava u frekvencijskoj domeni
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Sada moZemo i formalno definirati prijenosnu funkciju.

Definicija 3.3. Neka je zadan linearni i vremenski invarijantan sustav kod kojeg pobudi x(t) od-

govara odziv y(t) u vremenskoj domeni. Funkciju

Y (s)

) =

(3.18)
gdje je L{x(t)} = X(s) i L{y(t)} = Y (s) zovemo prijenosnom funkcijom sustava.

Ovo poglavlje pisano je prema [9] 1 [10].



4. Polovi i nule prijenosne funkcije

U prethodnom poglavlju rekli smo da se linearni sustavi Cesto opisuju linearnim diferencijal-
nim jednadZbama s konstantnim koeficijentima. U ovom ¢emo se poglavlju baviti matematickom

formom prijenosnih funkcija koje odgovaraju sustavima opisanim na taj nacin prema [11]1 [12].
Primjer 4.1. Promotrimo stoga sustav zadan sljedecom diferencijalnom jednadZbom:
ay” (t) + by (t) + cy(t) = z(¢) 4.1)

uz pocetne uvjete y(0) = 0i y'(0) = 0. Odredimo sada prijenosnu funkciju takvog sustava.

Laplaceovom transformacijom jednadZbe dobivamo:

a(s’Y (s) — sy(0) — ¢/'(0)) + b(sY (s) — y(0)) + Y (s) = X(s). (4.2)
Sredivanjem slijedi:
(as* +bs + )Y (s) = X(s), (4.3)
odnosno v .
H(s) = 218 _ (4.4)

X(s) as®?+bs+c

Iz ovog primjera moZemo naslutiti da ¢e prijenosna funkcija opcenito biti zadana kao raci-

onalna funkcija, odnosno da ¢e imati sljedeci oblik:

Y - sM Ly esMTL .
G(s) = (s) _am 8N+aM 1 sN_l +obar s+ ag 45)
U(s) by - sN +by_1-sN"1+ . +b-s+by

Drugim rije¢ima biti ¢e zadana kao kvocijent polinoma Y (s) stupnja M i polinoma U (s) stupnja
N.

Koristeci osnovni teorem algebre, odnosno Cinjenicu da svaki kompleksni polinom stupnja n

ima n kompleksnih nultocaka (korijena), funkciju G(s) moZemo zapisati u faktoriziranom obliku:

o (S — 801)(5 - 502) e (S — SOM)
) = )5 = ) (5 — ) (46

gdje je k = 7, dok su s,, korijeni polinoma Y'(s), a s, korijeni polinoma U(s).
Sada moZemo uvesti pojam polova i nula prijenosne funkcije.
Definicija 4.1. Neka je dana prijenosna funkcija oblika

o (3 — 801)(3 — 302) e (S — SOM)
) = )5 = ) (5 — ) @7

kompleksne brojeve s, nazivamo nulama prijenosne funkcije G(s), a kompleksne brojeve s, nje-

nim polovima. Koeficijent k se naziva faktorom pojacanja.

21
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Drugim rijeCima, nule prijenosne funkcije su vrijednosti argumenta s gdje funkcija poprima
vrijednost 0, a to su nultoCke brojnika. S druge strane polovi prijenosne funkcije su vrijednosti

argumenta s u kojima funkcija poprima vrijednost oo, a to su nultocke nazivnika.

Kako su nule i polovi kompleksni brojevi, prikazujemo ih u kompleksnoj ravnini. Treba na-
pomenuti da su promatrani polinomi Y (s) i U(s) polinomi s realnim koeficijentima. To znaci
da su nule i polovi ili Cisto realni ili se pak pojavljuju u imaginarnom djelu kompleksne ravnine
kao konjugirani parovi. Kada bi primjerice postojao zaseban pol ili nula bez svog kompleksno

konjugiranog para to bi znacilo da su i1 koeficjenti polinoma kompleksni.

Nule i polove zapisujemo kao s; = —o; + jw; , 5; = —o; — jw; ako se pojavljuju u obliku

kompleksno konjugiranog para, odnosno kao s; = —o; ako su realni, kako je prikazano na slici

.....

dok su nule oznacene kruzié¢ima.

&

Soy Sp1

Slika 4.1. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

4.1. Odredivanje polova i nula prijenosne funkcije

PokaZimo sada na nekoliko primjera postupak odredivanje polova i nula prijenosne funkcije.
Primjer 4.2. Linearni sustav prikazan je diferencjalnom jednadZbom:
y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = 22 (t) + x(t), (4.8)

pri Cemu su svi pocetni uvjeti jednaki nula. Odredimo nule i polove sustava te ih prikaZimo u

pripadnom dijagramu.
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U zadanom linearnom sustavu, desnu stranu moZemo gledati kao pobudu (ulaz) u sustav, dok li-
jeva strana moze predstavljati izlaz iz sustava. Prijenosna funkcija zadane diferencijalne jednadzbe
dobiva se tako da i na lijevu i na desnu stranu jednadzbe primijenimo Laplaceovu transformaciju,
te ih podijelimo. Kako su svi pocetni uvjeti jednaki 0, kada na obije strane primjenimo Laplaceovu

transformaciju dobiva se sljedece:
s?Y (s) + 5sY (s) + 6Y (s) = 25X (s) + X (s). 4.9)
Izlu¢ivanjem Y () sa lijeve strane i X (s) sa desne strane slijedi:
Y (s)(s> +5s+6) = X(s)(2s + 1). (4.10)

Sada je potrebno srediti izraz na nacin da se iz njega moZe odrediti prijenosna funkcija sustava:

Y (s) 25 +1

H(s) = = 4.11
() X(s) s2+5s+6’ @10
paje
2s+1
H(s) = ———. 4.12
() s2+55+6 ( )

Kako bi se dobio oblik pogodan za isCitavanje polova i nula potrebno je faktorizirati polinom

iz nazivnika. Za odredivanje faktorizacije nazivnika treba rijesiti kvadratnu jednadzbu:
2 4+554+6=0, (4.13)

anjenarjeSenjasu s; = —3159 = —2

Sada vrijedi

1 s+4i
H(s)= -2 . (4.14)
2(s+3)(s+2)
Iz faktoriziranog zapisa jednostavno mozemo ocitati polove 1 nule.
Sustav ima jednu realnu nulu s, = —% 1 par polova s,, = —31 s, = —2, dok je faktor

pojatanja k = 3.

Polovi i nule svojstva su prijenosne funkcije, dakle svojstva su i pripadne diferencijalne jed-
nadzbe, te zajedno sa koeficjentom k& u potpunosti karakteriziraju diferencijalnu jednadzbu i opi-

suju sustav u potpunosti.

Odredimo joS graficki prikaz dobivenih nula i1 polova. Kako smo ve¢ rekli nule ¢emo u kom-

.....

sluacj prikazan je na sljedecoj slici.
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&

Slika 4.2. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

U sljedecem ¢emo primjeru vidjeti kako se iz informacijama o polovima, nulama i faktoru

pojacanja moZe dobiti pripadna diferencijalna jednadZzba.

Primjer 4.3. Neka je zadana prijenosna funkcija koja ima par kompleksno konjugiranih polova
SpyySpy, = —1 £ j2i jednu nulu s, = —4 kao Sto prikazuje dijagram na slici 4.3. Potrebno je
pronadi diferencijalnu jednadzbu koja opisuje sustav uz pocetne uvjete y'(0) = 0i y(0) = 0 te

pojacanje k = 3.

&

jat

S

Slika 4.3. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

Prema danom broju polova i nula, prijenosna funkcija u faktoriziranom zapisu je sljedeceg

oblika:

5 — S,
H) = oG — o) 19
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Daljnjim uvrstavanjem zadanih vrijednosti dobiva se:

s+4

H(s)=3 : Y (4.16)
O a6 (- 2)
Sto nakon mnoZenja koeficijenata u nazivniku poprima oblik:
s+4
H(s) =3———7——. 4.17
() s2+2s+5 “17)
Kako je
Y(s)
H(s) = 4.18
unakrsnim mnoZenjem dobiva se:
Y (5)(s? + 25 +5) = X(s)[3 - (s +4)], (4.19)
Y (s)(s* +2s+5) = X(s)(3s + 12). (4.20)

Kako bi se dobila originalna diferecjalna jednadzba, potrebno je na cjeli izraz primjeniti
inverznu Laplaceovu transformaciju. Prema teoremu o slici derivacije, te uz koristenje pocetnih

uvjeta proizlazi da je Laplaceova transformacija druge i prve derivacije funkcije y(t) jednaka:

LIy () = 52 () — sy(0) =y (0) = 82 (s), (“.21)
Ly (1)) = sY (s) = y(0) = sV (s). (4.22)

Tako dobivamo diferencijalnu jednadzbu:

y"(t) + 29/ (t) + 5y(t) = 32/ (t) + 12x(t). (4.23)

4.2. Polovi i nule prijenosne funkcije u kontekstu stabilnosti sustava

Graficki prikaz polova i nula vrlo je koristan instrument u sluc¢aju kada se preispituje stabilnost
nekog sustava. Kako prijenosna funkcija u potpunosti tumaci diferencijalnu jednadzbu, njezini
polovi i nule opisuju odziv sustava, a polozaj polova u kompleksnoj ravnini govori nam je li sustav

stabilan ili ne.

Ako se polovi nalaze u lijevoj poluravnini kompleksne ravnine, sustav ¢e imati stabilan odziv,
no ako se polovi nalaze u desnoj poluravnini, odziv sustava nece biti konacan, ve¢ ¢e se oscilacije
povecavati. Granicni je slucaj kada se par polova nalazi to¢no na imaginarnoj osi, u tom slucaju se

oscilacije ni ne povecavaju ni ne smanjuju, ve¢ su konstantne.

Nule sustav mogu ubrzati ili usporiti ovisno o poloZaju. Sto se nula nalazi dalje od ishodista
to je sustav sporiji, a $to je blize ishodiStu sustav je brZi, odnosno odziv sustava je brzi. Nule

prijenosne funkcije same po sebi ne utjecu na stabilnost, ve¢ na amplitudu odziva.
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Sve navedene situacije ilustrirane su na sljedecoj slici.
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< stable region unstable region >

Slika 4.4. Graficki prikaz odziva s obzirom na poloZaj polova [12]



5. Analiza rjeSenja diferencijalnih jednadzbi putem prijenosnih funkcija

Kroz sljedeée primjere biti Ce analizirano ponaSanje rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadzbi
u vremenskoj domeni u odnosu na poloZaj nula i polova pripadne prijenosne funkcije u Laplace-

ovoj domeni.

Primjer 5.1. Neka je zadana je diferencijalna jednadZba drugog reda

y'(t) + 2y (t) + 17Ty(t) = 2'(t) + z(¢), (5.1)
§ pocetnim uvjetima:
y'(0) =0, (5.2)
y(0) =0, (5.3)
z(0) =0 (5.4)

Odredimo prijenosnu funkciju sustava opisanog zadanom diferencijalnom jednadZbom, polove i

nule prijenosne funkcije, kao i dijagram polova i nula.

Primjenom Laplaceove transformacije na pripadnu diferencijalnu jednadZbu i koristenjem te-

orema o slici derivacije dobiva se:
s%Y (s) +2Y (s) + 17Y(s) = s X (s) + X (s), (5.5)

odnosno
Y (s)(s* 4+ 25+ 17) = X(s)(s + 1). (5.6)

Podjelimo li izlaz (lijevu stranu) sa ulazom (desnom stranom) dolazimo do prijenosne funkcije

sustava: Y( ) 1
S s+
H(s) = = . 5.7
(5) X(s) s2+2s4+17 ©-7)

Nula prijenosne funkcije dobiva se izjedacavanjem brojnika sa nulom i iznosi:
s+1=0, (5.8)
s, = —1. (5.9
Polovi su rjesenja kvadratne jednadZbe koja se nalazi u nazivniku:

2425+ 17 =0,
Sp, = —1 — 44,

Sp, = —1 + 4.
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Slika 5.1. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

Odredimo sada pripadni dijagram polova i nula.

Iz dijagrama je vidljivo da se polovi nalaze u lijevom djelu kompleksne ravnine, sto znaci da
Ce sustav imati stabilan odziv. PokaZimo sada tu Cinjenicu i analiticki. Zbog jednostavnosti cemo

analizirati impulsnu pobudu, buduci je u tom slucaju
X(s) =1, (5.10)
pajei
Y(s) = H(s). (5.11)
Drugim rijecima, da bi dobili odziv dovoljno je prijenosnu funkciju iz Laplaceove domene
prebaciti u vremensku.

Nakon svodenja nazivnika na potpuni kvadrant dobivamo

s+1
Yis) = (s2+2s+1)+ 16 ©-12)
s+1
Y6 = TP Te (5.13)

MoZe se uociti kako je transformacija u ovom slucaju svedena na tablicnu te slijedi:

y(t) = e " cos(4t). (5.14)
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Kada ovu jednadZbu prikaZemo graficki, vidimo kako za danu pobudu imamo i konacan odziv.

—y = e 'cos(4t)

Slika 5.2. Prikaz odziva u vremenskoj domeni

Sada ¢emo analizirati jednu diferencijalnu jednadzbu koja opisuje nestabilan sustav.

Primjer 5.2. Neka je zadana je diferencijalna jednadzba drugog reda

y'(t) = 2y/() + 5y(t) = 2'(t) — 2x(t),

s poCetnim uvjetima:

(5.15)

(5.16)
(5.17)
(5.18)

Odredimo prijenosnu funkciju sustava opisanog zadanom diferencijalnom jednadzbom, polove i

nule prijenosne funkcije, kao i dijagram polova i nula.

Nakon primjene Laplaceove transformacije i teorema o slici derivacije, uz pocetne uvjete jed-

nake nuli slijedi:

s?Y (s) — 2sY(s) + 5Y (s) = sX(s) — 2X(s).

(5.19)

Izlucivanjem posebno svih pribrojnika koji se nalaze uz Y (s), te posebno pribrojnika koji se

nalaze uz X (s) dobiva se:

Y (s)(s* — 25 +5) = X(s)(s — 2).

Prijenosna funkcija sada poprima oblik

(5.20)

(5.21)
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Nula prijenosne funkcije dobiva izjednacenjem brojnika sa nulom, te slijedi:

s—2=0, (5.22)
S0 = 2. (5.23)

Polove prijenosne funkcije dobivamo izjednacavanjem nazivnika sa nulom, a polovi su rjesenja

pripadne kvadratne jednadzbe:
s —25+5=0
Sp, = 1 — 21,
Spy = 1+ 2.

PrikaZemo li nule i polove u kompleksnoj ravnini, primjecujemo kako su sada polovi smjesteni

u desnom dijelu kompleksne ravnine.

&

Slika 5.3. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

Kao i u prethodnom primjeru analizirati cemo impulsnu pobudu. Kako bi dobili pripadni odziv
u vremenskoj domeni prijenosnu funkciju moramo svesti na pogodan oblik. Dobivamo:
5—2 5—2 s—2

H = = — .
(s) s2—2s+5 $2-2s+1+4 (s—1)244

(5.24)

Nakon svodenja nazivnika na potpuni kvadrant potrebno je rastaviti brojnik kako bi transfor-

macija postala tablicna:

s—1-1 s—1 1
H(s) = (s—1)2+4+4 - (s—1)24+4 (s—1)244 (5:25)
s—1 1 2
H(s) = (s—12+4 2 (s—12+4 (5.26)
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Sada na ovaj izraz primjenjujemo inverznu Laplaceovu transformaciju te dobivamo odziv sus-

tava u vremenskoj domeni:

y(t) = g(t) = e’ cos(2t) — %et sin(2t). (5.27)

Kada dobiveni odziv y(t) prikaZemo graficki, vidimo kako se oscilacije povecavaju, te je sus-
tav nestabilan i u konacnici se nalazi u beskonacnosti. Ovo potvrduje tvrdnju da e sustav biti

nestabilan ako se polovi nalaze u desnom djelu kompleksne ravnine.

— y = e’ cos(2t) — 3¢’ sin(2t)

150 +¥

100 |
50

N\ t

—_—— :

—1 1 2 3 5 6 7
_50 1
~100 |
~150 |

Slika 5.4. Graficki prikaz odziva

U sljedeéem primjeru analizirati ¢emo diferencijalnu jednadZzbu kod koje ¢e odziv imati kons-

tantne oscilacije.

Primjer 5.3. Neka je zadana je diferencijalna jednadzba drugog reda

29" () + 3y(t) = 3(0), (5.28)
s poCetnim uvjetima:
y'(0) =0, (5.29)
y(0) = 0. (5.30)

Odredimo prijenosnu funkciju sustava opisanog zadanom diferencijalnom jednadZbom, polove i

nule prijenosne funkcije, kao i dijagram polova i nula.

Primjenom Laplaceove transformacije i teorema o slici derivacije dobiva se:

25?Y (s) +3Y(s) = 1. (5.31)
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U slijedecem koraku izlucuju se svi probrojnici uz Y (s) te se dobiva:

Y(s)(2s* +3) = 1. (5.32)

U ovom slucaju prijenosna funkcija jednaka je Y (s):

1

H(s)=Y(s) = ——. 5.33
() (s) 252+ 3 ( )
Nule prijenosne funkcije nalaze se u beskonacnosti:

Sy, — 00, (5.34)

a polovi prijenosne funkcije rjesenja su jednadZbe:
25> +3 =0, (5.35)
Sp, ~ —1.2i, (5.36)
Spy A2 1.21. (5.37)

Prikazemo li polove u kompleksnoj ravnini, vidimo kako se nalaze tocno na ordinati, odnosno

imaginarnoj osi.

&l

P

Slika 5.5. Prikaz polova u kompleksnoj ravnini

Prijenosnu funkciju potrebno je zapisati u takvom obliku da transformacija bude tablicna. Prvi

korak je djeljenje brojnika i nazivnika sa 2. Dobivamo:

1 1

(5.38)

Sada je potrebno svesti izraz na tablicnu transformaciju:

H(s) = .%- SE A S - (5.39)
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Konacno, primjenom inverzne Laplaceove transformacije na izraz dobiva se prijenosna funk-

cija u vremenskoj domeni:
g(t) =y(t) = o sin ( 525) : (5.40)

Kada graficki prikaZemo odziv, vidimo da su oscilacije konstantne, ne povecavaju se ni sma-

njuju sto je uvijek slucaj kada se polovi nalaze tocno na imaginarnoj osi kompleksne ravnine.

—y= \/Tésin <\/gt>

Slika 5.6. Prikaz odziva u vremenskoj domeni

U sljedeéem primjeru analizirati ¢emo diferencijalnu jednadzbu ¢ija prijenosna funkcija ima

polove na realnoj osi.

Primjer 5.4. Neka je zadana je diferencijalna jednadZba drugog reda

y"(t) + 3y (1) + 2y(t) = 32, (5.41)

§ pocetnim uvjetima:
y'(0) =0, (5.42)
y(0) = 0. (5.43)

Odredimo prijenosnu funkciju sustava opisanog zadanom diferencijalnom jednadZbom, polove i
nule prijenosne funkcije, kao i dijagram polova i nula. Takoder ¢emo odrediti odziv za ovako

zadanu pobudu.

Kako je kod ove diferencijalne jednadzbe pobuda dana s x(t) = 32, u cilju traZenja prijenosne

funkcije trebamo razmatrati jednadZbu definiranu s

v () + 3y (t) + 2y(t) = x(t), (5.44)
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Nakon primjene teorema o slici derivacije i Laplaceove transformacije na cijeli izraz, slijedi:

s*Y (s) + 3sY(s) +2Y(s) = X (s). (5.45)

Nakon izlu¢ivanja svih pribrojnika uz Y (s) dobiva se:

Y (s)(s* + 3s +2) = X(s). (5.46)

Prijenosna funkcija dobiva se dijeljenjem izlaza sa ulazom te slijedi:

_Y(s) 1
HG) = %) = 75 5s (5.47)

Kako bi odredili polove trebamo rijesiti sljedecu kvadratnu jednadzbu:

s+ 3s+2=0. (5.48)

Tako dobivamo polove
Sp = —1, (5.49)
Spy = —2. (5.50)

Svi polovi nalaze se u lijevom djelu kompleksne ravnine pa moZemo ocekivati da ce sustav
biti stabilan i konacan, s eksponencijalnim odzivom. Pripadni dijagram polova i nula dan je na

sljedecoj slici.

&

Slika 5.7. Prikaz polova u kompleksnoj ravnini

Kako bi odredili pripadnu pobudu analiziramo situaciju kada je x(t) = 32, odnosno kada je

32
-

X(s) (5.51)

1z (5.46) dobivamo da je

32 32
Yis) = s(s? 4 3s + 2) - s(s+1)(s+2) (5:52)
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Koristeci se tehnikom rastava na parcijalne razlomke, ovaj odziv prebacujemo u oblik pogodan

za inverznu Laplaceovu transformaciju:

3
= GreTy
A B  C

s +s—|—1+s+2’
Sada je
32=A(s+1)(s+2)+ Bs(s+2)+ Cs(s+ 1),

32 = A(s* 4+ 35+ 2) + B(s* + 2s) + C(s* + 5),
32 = As®> + 3As + 2A + Bs®* + 2Bs + Cs* + Cs.

Dobiva se sustav s 3 jednadZbe i 3 nepoznanice:

32 = 24,
A+B+C =0,
3A+2B+C =0,

Cija su rjesenja

Konacno dobivamo:

16 32 n 16
s s+l s+2
Sto nakon primjene inverzne Laplaceove transformacije u vremenskoj domeni daje:

Y(s)

y(t) = 16 — 32e~" + 16~ .
Prikazujemo odziv graficki u vremenskoj domeni:

—y =16 — 32¢7t + 162

15
10

t

2 4 6 8 10

Slika 5.8. Prikaz odziva u vremenskoj domeni

Sustav je stabilan, u stacionarnom stanju je konstantan kao Sto je prikazano na slici 5.8.

(5.53)

(5.54)

(5.55)
(5.56)
(5.57)

(5.58)
(5.59)
(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)



U sljedecem primjeru napraviti ¢emo analizu jo§ jednog nestabilnog sustava.

Primjer 5.5. Neka je zadana je diferencijalna jednadzba drugog reda
4" (t) — y(t) = 42/ (1),

§ pocetnim uvjetima:
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(5.64)

(5.65)
(5.66)
(5.67)

Odredimo prijenosnu funkciju sustava opisanog zadanom diferencijalnom jednadZbom, polove i

nule prijenosne funkcije, kao i dijagram polova i nula.

Nakon primjene Laplaceove transformacije i teorema o slici derivacije slijedi:

45%Y (s) — Y (s) = 45X (s).

Izluc¢ujemo u izrazu posebno sve pribrojnike uz Y (s) i posebno uz X (s):

Y(s)(4s® — 1) = 4sX (s).

Prijenosna funkcija H(s) dobiva se dijeljenjem izlaza sa ulazom u sustav:

Y (s 4s
H(s) = X((s)) T 42— 1
Nula prijenosne funkcije se nalazi u nuli.
45 =0,
S, =0

Polovi prijenosne funkcije rjesenja su kvadratne jednadZbe iz nazivnika:

4s* =1 =0
Sp, = —0.5,
Spy, = +0.0.

Na sljedecoj slici dan je prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini.

A
R

So % R
Sp1

N>
|

p2

Slika 5.9. Prikaz polova i nula u kompleksnoj ravnini

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
(5.72)

(5.73)
(5.74)
(5.75)
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Sa slike vidimo kako se jedan pol nalazi u desnom djelu kompleksne ravnine, sto znaci da ce

odziv teZiti beskonacnost, te da je sustav nestabilan.

Kao i u prethodnim primjerima analizirati cemo impulsnu pobudu i promatrati njen odziv.
Kako bi dobili oblik prijenosne funkcije pogodan za ponovno prebacivanje u vremensku domenu

zapisujemo funkciju preko parcijalnih razlomaka, a najprije je potrebno faktorizirati nazivnik:

4s 4s
Y(s) = H(s) = = 5.76
) =HE) = T T~ G D@D (5.76)
Sto zapisano preko parcijalnih razlomaka daje:
A B
Y(s) = — . 77
) = 1 " 251 5.77)
Sada imamo
4s = A(2s — 1)+ B(2s + 1), (5.78)
4s =2As — A+ 2Bs+ B, (5.79)
2A+ 2B =4, (5.80)
B = A. (5.81)

Dobiva se sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice i rjesavanjem sustava dobivamo rjesenja:

A=1 B=1. (5.82)

Uvrstavanjem u polazni izraz dolazimo do:

1 N 1
25+ 1 2s—1°

Y (s) (5.83)

Kako bi mogli odrediti inverznu Laplaceovu transformaciju moramo napraviti jos jednu mani-

pulaciju ovog izraza:

1 1 1 1
Y(s)=="- + - 5.84
(5) 2 s —i—% 2 s— % (>-54)
Na ovaj izraz primijenimo inverznu Laplaceovu transformaciju i dobijemo:
1 1
y(t) = 56_% 56%. (5.85)

Sada funkciju prikazujemo graficki u vremenskoj domeni.

Na slici 5. 10 vidimo kako je sustav uistinu nestabilan, odnosno odziv je eksponencijalan i nema

konacnu vrijednost vec je beskonacan.
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Slika 5.10. Prikaz odziva u vremenskoj domeni
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6. Zakljucak

U ovom radu bavimo se linearnim i vremenski neovisnim sustavima opisanim pomocu linear-
nih diferencijalnih jednadZbi s konstantnim koeficijentima. Analizi tih sustava, odnosno pripadnih
diferencijalnih sustava pristupamo u tzv. s-domeni, odnosno nakon $to na njih primijenimo La-
placeovu transformaciju. Stoga smo u prvom dijelu rada detaljno objasnili pojam Laplaceove

transformacije i sva pripadna svojstva.

U drugom dijelu rada uveli smo pojam prijenosne funkcije kao funkcije koja povezuje pobudu i
odziv linearnog vremenski neovisnog sustava u s domeni. Stovise pokazali smo da je prijenosnom
funkcijom sustav jednoznacno definiran. Takoder smo pokazali da ¢e kod opisanih sustava prije-
nosne funkcije imati oblik racionalne funkcije, odnosno funkcije koja je prikazana kao kvocijent

dva polinoma.

Nadalje definiramo pojam polova i nula prijenosne funkcije. Naime, kako se radi o racionalnoj
funkciji jasno je da prema osnovnom teoremu algebre i polinom u nazivniku i polinom u brojniku
imaju korijene, odnosno nul-tocke. Nul-tocke polinoma iz brojnika zvati ¢emo nule, dok su nul-
toCke polinoma iz nazivnika polovi. Kako je polinom odreden svojim nul-toCkama, zakljucujemo
da je i prijenosna funkcija tada odredena polovima i nulama. Takoder navodimo i svojstva sustava
u ovisnosti o polozaju polova u kompleksnoj ravnini. Tako ¢e sustav biti stabilan ako su polovi u

lijevoj poluravnini, a nestabilan ako se bar jedan pol nalazi u desnoj poluravnini.

U sljedec¢em poglavlju na nizu primjera analiziramo diferencijalne jednadZbe koristeci se prije-

nosnim funkcijama pripadnih sustava, pri cemu smo dali primjere i stabilnih i nestabilnih sustava.

MozZemo zakljuciti da prijenosne funkcije, te njihove nule i polovi mogu posluziti kao vrijedan
matematicki alat za analizu linearnih i vremenski neovisnih sustava. Analizom prijenosne funkcije
mozZemo unaprijed odrediti hoce 1i neki sustav biti stabilan ili ne te predvidjeti prirodu odziva

takvog sustava, Sto ima velike primjene u elektrotehnici, primjerice u dizajnu filtara.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U radu su obradeni linearni 1 vremenski neovisni sustavi te je definirana njihova prijenosna
funkcija. Pokazano je da je takva prijenosna funkcija dana u obliku racionalne funkcije koja je
odredena nul-to¢kama brojnika i nazivnika, odnosno nulama i polovima. Promatrani sustavi, od-
nosno njihovi odzivi analizirani su u odnosu na poloZaj polova u kompleksnoj ravnini pri ¢emu je
obraden niz primjera koji pokrivaju stabilne i nestabilne sustave. Takoder je dan pregled osnov-
nih svojstava Laplaceove transformacije kao klju¢nog alata za definiciju i odredivanje prijenosne

funkcije.

Kljucne rijeci: Prijenosna funkcija, Laplaceova transformacija, polovi, nule, diferencijalne jed-

nadzbe, sustavi
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Summary and key words

The paper deals with linear and time-independent systems and defines their transfer function.
It is shown that such a transfer function is given in terms of a rational function determined by the
zeros of the numerator and denominator, i.e., by zeros and poles. The observed systems, i.e., their
responses, have been analyzed in terms of the location of the poles in the complex plane, and a
number of examples of stable and unstable systems have been worked on. An overview of the
basic properties of the Laplace transform as a key tool for defining and determining the transfer

function is also given.

Keywords: Transfer function, Laplace transform, poles, zeros, differential equations, systems
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