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1. Uvod

Integralne transformacije matematicki su alat kojima problem iz jedne, najéeSce vremenske
domene, transformiramo u neku apstraktnu domenu u kojoj problem postaje jednostavniji. Tako

primjerice Laplaceovom transformacijom diferencijalne jednadzbe pretvaramo u algebarske.

Integralna transformacija je transformacija funkcija i njihovih svojstava, a u svojoj osnovi ima

integral kako je ilustrirano na sljedecoj slici.

f(t) :C\) afbf(t)K(s,t)dt |::> F(S)

— Jezgra transformacije

Slika 1.1. Transformacija funkcije iz t u s-domenu, Izvor: [1]

Proces transformacije moZe biti na principu crne kutije, Sto bi znacilo da nije vazno kako se
desila transformacija, ve¢ samo radimo u transformiranoj domeni. S druge strane, proces se moze
temeljiti na principu bijele kutije kada se zna kako se odvila transformacija. lako oba pristupa
imaju svoje primjene, princip bijele kutije matematicki je korektniji upravo zbog toga Sto se zna
koji se parametri mijenjaju, pa se tako Cesto upotrebljava i u podruc¢ju inZenjerstva. Princip bijele
kutije zahtijeva to¢no poznavanje svih slobodnih parametara transformacije, $to bi prema prethod-

noj slici bile granice integracije i jezgra transformacije.

Ovaj rad posvecen je integralnoj transformaciji koja se zove Hilbertova transformacija. Hil-
bertovu transformaciju uveo je njemacki matemati¢ar David Hilbert, a osim nje postoje joS neke
vrste integralnih transformacija, poput Fourierove i Laplaceove transformacije, no kroz ovaj rad
naglasak ¢e biti na Hilbertovoj transformaciji i njezinoj primjeni na konkretnim problemima u

struci.

Prvi dio rada posveti ¢emo upravo Davidu Hilbertu kao veoma utjecajnoj figuri u matematici
19. stoljeéa, koji je svojim radom uvelike odredio razvoj suvremene matematike. Nakon toga,
formalno ¢emo definirati Hilbertovu transformaciju na temelju opce definicije integralnih tran-

sformacija.

U nastavku rada, primijenit ¢emo definiciju Hilbertove transformacije na Cesto koriStene i ve-
oma vazne funkcije u matematici i1 inZenjerstvu, kao Sto su trigonometrijske funkcije sinus i ko-
sinus, Diracova delta funkcija, pravokutna funkcija te periodi¢ne funkcije koje se Cesto koriste u
teoriji signala. Nadalje, navesti ¢emo i dokazati niz svojstava Hilbertove transformacije, a za neka

od njih éemo pokazati i prakti¢nu primjenu.



U zavr$nom dijelu rada upoznati ¢emo se s nekima od brojnih primjena Hilbertove transfor-
macije koje ¢e joj dati smisao i pokazati njezinu vaznost, ne samo u matematici, ve¢ i u drugim
znanstvenim podrucjima. Tako analiziramo upotrebu Hilbertove transformacije pri detekciji kvara
u rotoru indukcijskog stroja, koja se temelji na vezi Fourierove i Hilbertove transformacije. Osim
toga, objasnit éemo njezinu primjenu u podrucju analize signala u medicini, to¢nije pri analizi
EKG signala.



2. David Hilbert

David Hilbert (23.2.1862. - 14.2.1943.), njemacki je matematicar, kojeg moZemo smatrati
jednom od najutjecajnijih osoba u podru¢ju matematike tijekom 19. i pocetkom 20. stoljeca.
Roden je u povijesnom pruskom gradu po imenu Konigsberg!, poznatom po problemu sedam

mostova Konigsberga, $to je povijesno znacajan problem u matematici.

Slika 2.1. David Hilbert, Izvor: [2]

Naime, Konigsberg je bio smjeSten s obje strane rijeke Pregel te je sadrzavao dva otoka, Kne-
iphof i Lomse, koji su medusobno te s kopnenim dijelovima grada bili povezani pomocu sedam
mostova. Problem se sastojao u osmisljavanju Setnje gradom koja nijedan most neée preci vise od
jednog puta. Do rjeSenja je dosao $vicarski matematicar Leonhard Euler?, koji je umjesto polaska
u Setnju gradom nacrtao graf prikazavsi kopnene dijelove to¢kama, a mostove linijama pomodéu
Cega je zakljuCio da se takva Setnja ne moZe izvesti. Upravo na temelju rjeSavanja tog problema
postavila se osnova teorije grafova i topologije, danas iznimno vaznih matematickih disciplina koje

imaju primjenu u mnogim znanstvenim podrucjima.

!danagnji Kalinjingrad u Rusiji
?Leonhard Euler (1707. - 1783.), §vicarski matemati¢ar, pridonio razvoju mnogih podru¢ja matematike i fizike
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Slika 2.2. Sedam mostova Konigsberga, Izvor: [3]

Zanimljivo je da Hilbert u Skolu krece tek s osam godina te u prvoj Skoli koju je pohadao po
imenu Friedrichskolleg nije ba$ zablistao. Matematika je u toj Skoli bila u drugom planu, a nagla-
sak je bio na u€enju velikih koli¢ina informacija u ¢emu Hilbert i nije bio najbolji, $to dokazuje
i ¢injenica da je on sam sebe nazvao "tup i glup" [4]. Tesko je zamisliti da osobi koja je ostavila
tako velik trag u podrucju matematike nije iSlo u Skoli. Medutim, prebacivsi se u Skolu po imenu
Wilhelm Gymnasium, gdje je viSe bio fokus na matematici, poticanju razmisljanja i primjenjivanja
znanja, dokazao je da u njemu lezi veliki potencijal. Nakon zavrSetka gimnazije upisuje fakultet u
Konigsbergu, gdje je i doktorirao s disertacijom "O nepromjenjivim svojstvima posebnih binarnih
formi, sa naglaskom na sferne harmonijske funkcije" pod mentorstvom znacajnog matematicara
Ferdinanda von Lindemanna® [2]. Hilbertovu vaZnost za fakultet u Kénigsbergu dokazuje &inje-

nica da je napravljen spomenik u njegovu cast.

.‘ "7"«'»! g 3 oGS A A

Slika 2.3. Spomenik u ¢ast Davidu Hilbertu kod sveucilista u Konigsbergu, Izvor: [2]

3Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852. - 1939.), njemacki matematicar, poznat po dokazu transcendent-
nosti broja 7 (pi)



Na Sveucilistu u Konigsbergu ostaje kao profesor od 1886. do 1895. godine. Uz nagovor
Felixa Kleina* 1895. godine dosao je na poziciju predstojnika katedre za matematiku na fakultetu
u Gottingenu, tada najprestiznijem centru za znanstvena istraZivanja u podruc¢ju matematike na
svijetu, gdje ostaje do kraja Zivota [2]. Ziveéi u vrijeme Drugog svjetskog rata, do njegove smrti
1943. godine, ve€ina znanstvenika je bila otjerana od strane nacista, stoga je na Hilbertovom
sprovodu bila prisutna samo nekolicina akademika. Pokopan je u Gottingenu, a zanimljivo je da

mu na spomeniku piSe: "Mi moramo znati. Mi ¢emo znati." [2]

b g

Slika 2.4. Nadgrobni spomenik Davida Hilberta, Izvor: [2]

Hilbert je otkrio velik broj fundamentalnih ideja u teoriji invariantnosti, aksiomatizaciji geome-
trije, a Hilbertov prostor temelj je funkcionalne analize. Prilagodio je i branio Cantorovu® teoriju
skupova i teoriju beskona¢nih brojeva. Iako je bio matematiar proucavao je i odredena podrucja
u fizici, kao Sto su teorija kinetike plinova te osnova radijacije i molekularne teorije tvari. Pomocéu

svojih studenata doprinio je osnovama kvantne mehanike i teorije relativnosti.

Hilbertov prvi rad na invarijantnim funkcijama je rezultirao poznatim teoremom konacnosti.
Naime, prvo je Paul Gordan® predstavio teorem o kona¢nosti generatora binarnih oblika, no pro-

racuni su bili jako sloZeni, stoga se metoda nije mogla primjenjivati na kompliciranije funkcije.

4Felix Klein (1849. - 1925.), njemacki matemati¢ar i pedagog matematike, poznat po svom radu s teorijom grupa
i kompleksnom analizom

>Georg Cantor (1845. - 1918.), njemacki matematicar, bavio se teorijom skupova

%Paul Gordan (1837. - 1912.), njemacki matematicar, bavio se invarijantnom teorijom



Hilbert je uocio nedostatak u prijaSnjem pristupu, te predstavio tako zvani Hilbertov osnovni te-
orem koji pokazuje postojanje konacnog skupa generatora neovisno o broju varijabli. Teorem nam
govori da ako je k polje, onda je svaki ideal unutar prstena konacno generiran. Vazno je naglasiti

da se rad smatra jednim od znacajnijih djela u podrucju algebre.

David Hilber najpoznatiji je po svoja 23 problema, koja je predstavio 1900. godine na konfe-
renciji u Parizu [5]. Hilbertovi problemi osmisljeni su da sluze kao primjeri, ¢ija bi rjeSenja dovela
do unapredenja matematickih disciplina. Podijelio ih je u Cetiri temeljne grupe. Prvu grupu Cini
Sest osnovnih problema, dok se u drugoj nalazi Sest problema vezanih uz Hilbertovo istraZivanje
teorije brojeva. Idudih Sest je kombinacija algebarskih i geometrijskih problema, a posljednjih pet
predstavlja njegove interese i zanimanja. Neki od problema su rjeSeni, dok neki ni dan danas nisu,
medutim Sto je najvaZnije potakli su inovacije te uvelike odredili smjer istraZivanja u matematici

tijekom 20. stoljeca.



3. Definicija Hilbertove transformacije

Jedan od vaznih Hilbertovih rezultata je integralna transformacija, danas poznata kao Hilber-

tova transformacija.

Integralne transformacije danas se uvelike primjenjuju u rjeSavanju raznih problema iz po-
drucja primijenjene matematike, matematicke fizike i inZenjerske znanosti. lako je Hilbertova
transformacija dobila ime po Davidu Hilbertu njezina osnovna svojstva razvili su G. H. Hardy' i
E. C. Titchmarsh? [6].

Hilbertova transformacija spada u skupinu integralnih transformacija, koje se mogu opisati
kao jedinstvene matematicke operacije kojima realnu ili kompleksnu funkciju transformiramo u
neku drugu, najcesée apstraktnu funkciju. Integralne transformacije najcesce se koriste na nacin
da se sloZzen matematiCki problem transformira u relativno jednostavniji. Na primjer, Laplaceova
transformacija diferencijalne jedndZzbe prebacuje u algebarske jednadzbe s kojima nam je znatno

lakSe dalje raditi i raCunati.

Formalna definicija integralne transformacije dana je sljedeCom definicijom.

Definicija 3.1. Neka je f(t) kompleksna funkcija realne varijable. Njena integralna transforma-

cija T definirana je s
B
T} = fole) = [ K t)7(0)ar 6.1

uz pretpostavku da dani integral postoji. Kompleksnu funkciju K zovemo jezgrom transformacije,
funkciju f originalom, a funkciju F' slikom. Domena originala naziva se t-domena, a domena slike

x-domena. Brojevi o i (5 su iz intervala [—o00, 00].

Iz definicije mozemo uociti da je svaka integralna transformacija, pa tako 1 Hilbertova, defini-

rana jezgrom te brojevima « i 3.

1
Definicija 3.2. Za jezgru Hilbertove transformacije vrijedi K(x,t) = ﬁ te su granice
m(t—x
inetgrala od o = —o0 do = oo. Stoga, ako je f(t) definirana u realnom vremenu (—oo < t <

00), njezina Hilbertova transformacija definirana je s

H{f0) = fuw) =+ [ 1

—00

(3.2)

!Godfrey Harold Hardy (1877. - 1947.), engleski matemati¢ar, istaknuo se svojim dostignué¢ima u teoriji brojeva
2Edward Charles Titchmarsh (1899. - 1963.), engleski matematicar, poznat po radu u analiti¢koj teoriji brojeva,
Fourierovoj analizi i drugim dijelovima matematicke analize



Pomocu Cauchyevog principa glavne vrijednosti ovaj integral moZemo zapisati i na sljedeci nacin

[
t— mdt N l~>0 / / (3.3)

—00 —00 xr+e

Uz Hilbertovu transformaciju moZemo navesti jezgre joS nekih Cesto koriStenih integralnih
transformacija, kao Sto su Laplaceova i1 Fourierova transformacija. Za Laplaceovu transformaciju

1 .
vrijedi K (s,t) = e~*, dok je kod Fourierove transformacije K (s,t) = —e"*".

V2r

Najcesce koriStene integralne transformacije dane su u Tablici 3.1.

Tablica 3.1. Tablica integralnih transformacija

Naziv transformacije K(x,t) a | B
Laplaceova e vt 0 |oo
. 1
Hilbertova —_— —00 | 00
(t —x)
: 1 ist
Fourierova e —00 | 00

Mellinova 51 0 |

2t
Abelova _— r | oo
t2 _ ZL’2

cos(zt) + sin(xt)

V2r

Hartleyeva

Weierstrassova
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Najcesce koristene transformacije su Laplaceova transformacija, koja se Cesto koristi u elek-
trotehnici kada se javljaju funkcije koje se ne mogu derivirati pa se njezinom primjenom diferen-
cijalna jednadZba transformira u algebarsku, i Fourierova transformacija koja je vazan alat u teoriji
signala. Primjenu Hilberotve transformacije takoder Cesto sreemo u praksi, ali o tome Ce biti

receno nesto vise u nadolaze¢im poglavljima.



4. Hilbertova transformacija trigonometrijskih funkcija

U ovom poglavlju ¢emo obraditi Hilbertovu transformaciju elementarnih trigonometrijskih
funkcija, odnosno funkcije kosinus i sinus. Funkcije sinus i kosinus vrlo se Cesto koriste u in-
Zenjerskoj struci, posebice u teoriji signala. Naime, prakticki svaka valna veli¢ina moZe se re-
prezentirati linearnom kombinacijom funkcija sinus i kosinus, zbog Cega je znaCajno poznavati

njihovu Hilbertovu transformaciju.

4.1. Hilbertova transformacija funkcije kosinus

U ovom poglavlju bavimo se Hilbertovom transformacijom funkcije kosinus koja je prikazana

na sljedecoj slici.

Slika 4.1. Graficki prikaz funkcije f(x) = cos(x)

Za izvod Hilbertove transformacije funkcije kosinus potrebni su nam sljedeci rezultati.

Lema 4.1. Neka je f(x) neparna funkcija. Tada vrijedi:

/f(x)dx =0, 4.1)

pri cemu je a proizvoljna realna konstanta koja moZe biti jednaka i beskonacno.

Lema 4.2. Neka je f(x) parna funkcija. Tada vrijedi:
/f(x)da: =2 / f(z)dx, 4.2)
—a 0

pri cemu je a proizvoljna realna konstanta koja moZe biti jednaka i beskonacno.

11



Lema 4.3. Za w € R vrijedi

o0

sin wx
der = .
T

—00

Dokaz. Zbog parnosti podintegralne funkcije vrijedi

oo o
/ sin wx / sin w:z:
—00 0

Uoc¢imo da se izraz (4.4) moZe zapisati kao

o0 o0

/ sinwxdx_2/ smwxd
x x

—o0 0
Sto dalje moZemo zapisati kao
o0
sinwx sinwz
dr = 2L
x x
—0oQ

12

4.3)

4.4)

(4.5)

(4.6)

za s = 0 pri ¢emu L oznacava Laplaceovu transformaciju. Iz teorije Laplaceovih transformacija

poznati su nam sljedeci rezultati:

w

E{sin CL).T} = m,

c{H21 - /Oo £{f()}du,

S

I(=)

Sto vrijedi pod uvjetom da hn% postoji.
Kako je
sin wx
im = w,
x—0 x

mozemo pisati:

o0
sin wzx wdu w U
L = [ 50— = —arctan—
X u” + w w
0

Tako dolazimo do konacnog rjesenja

/ sinwxdm _ QE{Sinwx} .
x x

¢ime je dokaz zavrSen.

Propozicija 4.1. Vrijedi

H{coswt} = —sinwz.

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

.11

4.12)
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Dokaz. UvrStavanjem u definiciju Hilbertove transformacije funkcije kosinus slijedi

Hicoswt} = % / %dt. 4.13)

—00

Iskoristimo li jednakost w(t — ) + wz = wt, dobivamo

17 t—
H{coswt} = — / coslw(t = 2) + wal dt. (4.14)
T (t —x)
Primjenom adicijske formule
cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3 (4.15)

izraz (4.14) poprima oblik

Hicoswt} = 1 70 cosw(t — x) coswx — sinw(t — x) sinwxdt’ 4.16)
m t—ux
odnosno - -
coswz [ cosw(t — ) sinwzr [ sinw(t — x)
H{coswt} = dt — dt. 4.17)
s (t —x) T (t — )
Uvodenjem supstitucije 7' = ¢ — z slijedi
COS WT r coswT’ sin wx r sin wT’
ty = dTl — dr'. 4.18
H{coswt} - / T . / T (4.18)

Pogledamo 1i posljednji izraz, moZemo primjetiti da je integrand prvog integrala neparna funkcija

od 7T, stoga taj integral nestaje.

Nadalje, primjenom Leme 4.3 izraz se dodatno pojednostavljuje, odosno poprima oblik

sin wx

H{coswt} = — T, (4.19)
7
te dobivamo
H{coswt} = —sinwz, (4.20)
¢ime je dokaz zavrSen. 0

4.2. Hilbertova transformacija funkcije sinus
U ovom poglavlju bavimo se Hilbertovom transformacijom funkcije kosinus koja je prikazana
na sljedecoj slici.

Postupak je gotovo identi¢an postupku za funkciju kosinus. Jedina razlika ¢e biti primjena

adicijske formule za funkciju sinus, a ne za funkciju kosinus.
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Slika 4.2. Graficki prikaz funkcije f(z) = sin(x)

Propozicija 4.2. Vrijedi
H{sinwt} = cosw. 4.21)

Dokaz. Primjenom Hilbertove transformacije na funkciju sinus slijedi

1 r sin wt

inwt} = — dt. 4.22
H{sinwt} - / i) (4.22)

Uvrstavanjem jednakosti w(t — x) + wx = wt, dobivamo

1 [ sinfw(t —
H{sinwt} = fu(x) = = / sinfw( i _“‘z;r ot gy (4.23)
Iskoristimo li adicijsku formulu za funkciju sinus

sin(a + 3) = sinacos 3 + cos asin 3 (4.24)

izraz (4.23) poprima oblik

Hisimwt} — 1 ]O sinw(t — x) coswz + cosw(t — ) sinwz n 4.25)
s t—ux
odnosno . .
_ coswx [ sinw(t — ) sinwx [ cosw(t — )
H{sinwt} = dt + dt. (4.26)
T (t —x) T (t —x)
UvrStavanjem supstitucije 7' = ¢t — x slijedi
H{sinwt) — COS WT 70 sin wTdT n sin wx 7 oS wTdT. 4.27)
s T T T

Identi¢no kao kod dokaza za funkciju kosinus, integrand drugog integrala je neparna funkcija od
T te on nestaje. Prvi integral pojednostavljujemo primjenom Leme 4.3 pa imamo
Hisinwt} = 22T (4.28)

™
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te konacno dobivamo
H{sinwt} = coswz, (4.29)

¢ime je tvrdnja dokazana. [



5. Hilbertova transformacija delta funkcije i pravokutne funkcije

Kroz ovo poglavlje obraditi ¢emo Hilbertovu transformaciju delta i pravokutne funkcije.

5.1. Hilbertova transformacija delta funkcije

Prvo ¢emo pogledati Hilbertovu transformaciju vazne matematicke funkcije, poznate kao delta
funkcija. Primjenjuje se za radnje koje se javljaju kroz vrlo kratke vremenske intervale kao Sto je

udar groma, stoga se joS naziva i jedinini impuls.

Slika 5.1. Graficki prikaz Diracove §(t) funkcije

Definicija 5.1. Delta funkciju oznacavamo s 6(t), te za nju vrijedi

o0

oo, t=0
i(t) = , / d(t)dt = 1. (5.1)
0, t#0

—00

Svakako treba napomenuti da zbog navedenih svojstava Diracova delta funkcija nije funkcija

u klasi¢nom matemati¢kom smislu.

Da bi izveli Hilbertovu transformaciju Delta funkcije, potreban nam je sljedeéi rezultat.

Lema 5.1. Neka je f integrabilna funkcija. Za 0 funkciju vrijedi:
(f % 0)(t) = f(1). (5.2)

Dokaz. Polazimo od definicije konvolucije
(F+9)@) = [ £~ 7y, 53)

16



odnosno

- / F()5(~(r — t))dr.

Zbog parnosti ¢ funkcije dobivamo
- / F(r)s(r — t)dr

F)5(t = to) = f(to)d(t — to),

Primjenom svojstva

dolazimo do konacnog rjeSenja
(f*0)(t) = f(1),

¢ime smo dokazali pocetnu tvrdnju.

Propozicija 5.1. Vrijedi
1
)} = —.
H{6()} = —

Dokaz. Primjenom definicije Hilbertove transformacije slijedi

o0

’H{é(t)}:% / (téftl st

—0o0

Iskoristimo li definiciju konvolucijskog integrala
(£ %) / Fr)glt —7)

H{S(H)} = % L 6 (1).

Primjenom Leme 5.1 izraz poprima oblik

dobivamo

H{S(1)) = —

7t

¢ime je dokaz priveden kraju.

5.2. Hilbertova transformacija pravokutne funkcije

Najprije ¢emo definirati pravokutnu funkciju.

17
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Definicija 5.2. Pravokutna funkcija Sirine 2a na intervalu (—a, a) definirana je s

1Lt <a
r(t) = , (5.13)
0,[t] >a

a moZemo je zapisati i pomocu Heavisideove funkcije na sljedeci nacin

r(t) = u(t+a) —u(t —a), (5.14)
pri cemu je
1,t >0
u(t) = . (5.15)
0,t <0

Na iduce dvije slike prikazane su pravokutna i Heavisideova funkcija.

He

Y

Slika 5.2. Graficki prikaz pravokutne funkcije r(t) za a = 1.5

Slika 5.3. Graficki prikaz Heavisideove funkcije

Kako bi izveli Hilbertovu transformaciju pravokutne funkcije koristiti ¢emo vezu Heavisideove

funkcije i Diracove delta funkcije koja je iskazana sljede¢om lemom.
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Lema 5.2. Vrijedi
u'(t) = 0(t). (5.16)

Dokaz. Upotrijebiti ¢emo Laplaceovu transformaciju i teorem o slici derivacije, pa slijedi

L{u'(t)} = —u(0) + sL{u(t)}. (5.17)

Znamo da L{u(t)} = * te onda izraz poprima oblik

s

Ly ()} = -, (5.18)

odnosno

L{d' ()} = 1. (5.19)

Primjenom izraza £{6(¢)} = 1 dobivamo

L{u' ()} = L{o(t)}, (5.20)

iz Cega slijedi
u'(t) = o(t), (5.21)
¢ime smo dobili pocetnu tvrdnju. O

Sada mozemo izvesti Hilbertovu transformaciju pravokutne funkcije.

Propozicija 5.2. Vrijedi

1 T+ a
H{r(t)} = —In|* - = (5.22)
Dokaz. Polazimo od zapisa pravokutne funkcije pomocu Heavisideove funkcije
r(t) = u(t+a) — u(t — a). (5.23)
Deriviramo li prethodni izraz, na temelju Leme 5.2 slijedi
r'(t) =0(t+a) — o(t — a). (5.24)
Primjenimo li Hilbertovu transformaciju, a znamo da je #{0(¢)} = -- imamo
H{r ()} = ——— — ———, (5.25)
m(x4+a) 7(x—a)
odnosno iz svojstva H{f'(t)} = <L fu(x), koje ée biti izvedeno u 7. poglavlju dobivamo
%H{T(t)} - ﬂ(xl—i- a) 7r(x1— a)’ (5:20

Da bi nestala derivacija na lijevoj strani integriramo cijelu jednadzbu, pa moZemo zapisati

1 1
H{r(t)) = / - / e (5.27)
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Rjesimo i integrale slijedi
1 1
H{r(t)} = —In|r +a| — —In|z —qal, (5.28)
T ™

odnosno .
H{r(t)} = - In

r+ta

) (5.29)

Tr—a

te smo dokaz priveli kraju. [



6. Hilbertova transformacija periodicne funkcije

Periodi¢ne funkcije imaju mnoge primjene u teoriji i praksi procesiranja signala. Tako je na
sljedecoj slici prikazan jedan vaZan primjer periodicne funkcije kojom se modelira satni signal

perioda 7' 1 intenziteta U.

A

Y

T/2
T

Namuul........

A

Slika 6.1. Graficki prikaz funkcije kojom se modelira satni signal
U ovom poglavlju obradit ¢emo Hilbertovu transformaciju periodickih funkcija. Za pocetak
¢emo se prisjetiti matematicke definicije periodi¢ne funkcije.
Definicija 6.1. Ako je u,(t) realna periodi¢na funkcija, za nju vrijedi
up(t +nT) = u,(t), (6.1)

gdje je T osnovni period signala u,(t), a n neki cijeli broj.

Primjer periodi¢ne funkcije moZemo pogledati na sljedecoj slici, pri ¢emu je z(t) = u,(t) te
T ="1Tp.

S

L L

-~y
: Iy i

Slika 6.2. Graficki prikaz periodicne funkcije, Izvor: [7]

Periodi¢nu funkciju w,(t) mozemo prikazati pomoc¢u neperiodi¢ne funkcije u(t) na sljedeci
nacin
o

up(t) = Y u(t—nT), (6.2)

n=—oo

21
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te onda u(t) nazivamo generiraju¢om funkcijom periodi¢ne funkcije u,(t), koja je na odredenom
intervalu jednaka w,(t), a na ostalim dijelovima nula. Za tako definiranu periodi¢nu funkciju

odrediti ¢emo Hilbertovu transformaciju.
Veza periodi¢ne funkcije i njezine generirajuce funkcije dodatno je ilustrirana na sljedecoj slici.

x(1)

(b)

Slika 6.3. Graficki prikaz periodicne funkcije pod b i njezine generirajuce funkcije pod a, te vrijedi
a7, (t) = uy(t) i x(t) = u(t), Izvor: [8]

Sljedeca propozicija govori o Hilbertovoj transformaciji periodi¢ne funkcije.

Propozicija 6.1. Neka je u,(t) periodicna funkcija te neka je ur(t) njena generirajuca funkcija,

tj. neka je

up(t) = > up(t —nT). (6.3)
Tada je

v(t) = > vp(t—nT), (6.4)

pri Cemu je H{u,(t)} = v,(t).

Dokaz. Zbog linearnosti Hilbertove transformacije slijedi

vp(t) = H{u,(t)} = H { > ur(t- nT)} = > H{ug(t —nT)}. (6.5)

n=—oo n=—oo

Funkciju v, () moZzemo zapisati pomocu njezine generirajuce funkcije vr(t), za koju vrijedi

vr(t) = Y H{ur(t —kT)}. (6.6)

k=—o00
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Primjetimo da H{ur(t)} nije jednak vr(t), buduéi da Hilbertova transformacija funkcije defini-

rane na ogranicenom intervalu ne mora ostati ogranic¢ena na tom intervalu. Kona¢no dobivamo

o

v(t) = Y vr(t —nT), 6.7)

n=—0oo

¢ime smo dosli do Zeljenog rezultata koriste¢i se dvostrukom sumacijom, prvom za definiciju

funkcije vr(t), a drugom za definiciju funkcije v, (t). O

PokaZimo sada kako se koristi Hilbertova transformacija periodi¢ne funkcije kroz sljedeci pri-

mjer.

Primjer 6.1. Razmotrimo periodicni slijed delta impulsa, odnosno periodican signal dobro poznat
u teoriji uzorkovanja

up(t) = Y 8(t —nT). (6.8)
Generirajuca funkcija u ovom primjeru je urp(t) = 0(t), a iz prethodnog poglavlja znamo da je
H{6(t)} = L, pa slijedi

o0

1
t) = _ 6.
vr(t) z_:oo P r—— ©.9)
Prema proceduri opisanoj u [9] izraz (6.9) poprima sljedeci oblik:

vp(t) = %Cot (mt/T) . (6.10)

Konacno, moZemo odrediti Hilbertovu transformaciju niza delta impulsa

H{up(t)} = vp(t) = > %cot[ﬂ(t/T —n)]. (6.11)



7. Osnovna svojstva Hilbertove transformacije

U nadolazecem poglavlju se bavimo osnovnim svojstvima Hilbertove transformacije, koja nam

znatno pojednostavljuju kompleksnije matematicke izracune.

Prvo svojstvo govori nam o invarijantnosti Hilbertove transformacije u odnosu na pomake.
Drugim rije¢ima, ako originalnu funkciju pomaknemo za a, za istu vrijednost pomaknuti ¢emo i

njenu Hilbertovu transformaciju.

Teorem 7.1. Neka je H{f(t)} = fu(x) Hilbertova transformacija funkcije f(t) te neka je a € R

proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:
H{f(t+a)} = fu(z+a). (7.1)
Dokaz. Po definiciji Hilbertove transformacije slijedi

H{F(t+a) fHa (7.2)

t—x

UvrStavanjem supstitucije v = t + a, du = dt dobivamo

”H{f(t+a)}—%/%du. (7.3)

MozZemo uoditi definiciju Hilbertove transformacije te imamo

H{f(t+a)} = [u(z +a), (7.4)

¢ime smo dobili trazenu tvrdnju. [

Sljedece svojstvo pokazuje kako se Hilbertova transformacija ponaSa u odnosu na skaliranje

nezavisne varijable.

Teorem 7.2. Neka je H{f(t)} = fu(x) Hilbertova transformacija funkcije f(t) te neka je a € R

proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:
H{f(at)} = fu(ax). (7.5)
Dokaz. Primjenjujemo definiciju Hilbertove transformacije na zadanu funkciju i dobivamo

[ flat)

t—2x

—00

H{f(at)} = — dt. (7.6)

24
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Koristimo li supstituciju v = at, du = adt, za a > 0 slijedi

H{f(ar)} = 7 e 1.7)
odnosno .
1 d
st} = Sy 8)
Prepoznajemo definiciju Hilbertove transformacije te dolazimo do kona¢nog rjeSenja
H{f(at)} = fu(ax), (7.9)
¢ime je dokaz zavrSen. 0

U iduéem teoremu pokazujemo kako se Hilbertova transformacija ponasa u odnosu na zrcalje-

nje nezavisne varijable.

Teorem 7.3. Neka je H{f(t)} = fu(x) Hilbertova transformacija funkcije f(t) te neka je a € R

proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:

H{f(=at)} = —fu(—azx). (7.10)

Ovo svojstvo dokazujemo na gotovo identican nacin kao prethodno.

Dokaz. Kao i kod prethodnih svojstava polazimo od definicije same Hilbertove transformacije

1 [ f(~at
Hif(—at)t = = [ L 4 (7.11)
s t—x
Upotrijebiti éemo supstituciju v = —at, du = —adt, pri ¢emu treba naglasiti da za razliku od

prethodnih primjera, mijenjaju nam se granice integrala (kada ih uvrstimo u supstituciju) pa imamo

1 [ flu)d
H{f(~at)} =~ f_(ff_); (7.12)
odnosno pojednostavimo li
1 [ fu)d
H{f(-at)} = — {L(i)a;‘. (7.13)

Primjenom jednakosti koja proizlazi iz pravila integriranja

/bf(t)dt: —/af(t)dt (7.14)



26

slijedi
1 [ f(u)du
—at)l\ == | L7 7.15
H{f(-at)} = —— [ L2 (115
odnosno
H{f(=at)} = —fu(—az), (7.16)
¢ime smo dokaz priveli kraju. [

Iduéi teorem pokazuje kako Hilbertova transformacija djeluje na derivaciju.

Teorem 7.4. Neka je H{f(t)} = fu(x) Hilbertova transformacija funkcije f(t) te neka je a € R

proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:
d

H{FO) = 7 ful2). (7.17)

Dokaz. Polazimo od definicije Hilbertove transformacije pa imamo

e
H{f'(t)} = — f—”dt. (7.18)
m t—ux
Primjenjujemo metodu parcijalne inetgracije za rjeSavanje integrala pri ¢emu je u = ﬁ, te
dv = f'(t)dt i dobivamo
O 7° f(®)
"B} = —>— — dt. 7.19
HIPOY = 2o 4 | aoap (719

—0o0

Prvi dio jednadZbe nestane zbog svojstva funkcije u teoremu o egzistenciji, a ako bolje pogledamo

drugi dio jednadZbe rijec je o derivaciji Hilbertove transformacije funkcije f(t) pa slijedi

H{f'(t)} = %fH(x% (7.20)

¢ime je dokaz priveden kraju. [

U posljednjem svojstvu bavimo se transformacijom funkcije ¢ — ¢ f(t).

Teorem 7.5. Neka je H{f(t)} = fu(x) Hilbertova transformacija funkcije f(t) te neka je a € R

proizvoljna konstanta. Tada vrijedi:
1 o0
Wt} = o) + - [ S0 a.21)

Dokaz. Po definiciji Hilbertove transformacije imamo

ML) = / L) g (7.22)

s t—x

—00
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Iskoristimo li jednakost t — x 4+ x = ¢, dobivamo

o

H{Lf()} = % / (t= ‘if?f(t) dt, (7.23)
odnosno -
H{tf(t)} = % / U x){ <_t>x+ /) 4y (7.24)
Razdvojimo li na dva integrala slijedi
H{EF(H)}) = x% / tfftl + % / F(t)dt. (7.25)

MozZemo uociti da je u prvom djelu jednadzbe rije¢ o definiciji Hilbertove transformacije pa ko-

nac¢no imamo

H{tf(t)} = xfuy(x) + % / f(t)dt, (7.26)

¢ime smo dokazali pocetnu tvrdnju. 0



8. Primjena Hilbertove transformacije u detekciji kvara pri radu indukcijskih
strojeva

Kroz ovo poglavlje ¢emo razmotriti mogucnost detekcije kvara u rotoru indukcijskog stroja po-
mocu spektralne analize struja statora, $to nam je vazno jer se numericka metoda u tom istraZivanju
temelji upravo na Hilbertovoj transformaciji, ¢cime se unaprjeduje otkrivanje kvarova u elektri¢nim
strojevima. Ovo poglavlje se temelji na izvoru [10].

Prije svega treba napomenuti da se indukcijski stroj sastoji od djela koji rotira, odnosno rotora
te se na njega elektricna energija prenosi indukcijom, to¢nije utjecajem okretnog magnetskog polja
koje stvaraju struje statora, mirujuceg djela stroja u kojem se vrti rotor odredenom brzinom. Na

taj se nacin dovodi energija ka rotoru ili preuzima energija od njega te pretvara u neki drugi oblik.

Za indukcijski stroj je vazno napomenuti, da mora postojati razlika u brzini vrtnje rotora od
brzine vrtnje okretnog magnetskog polja koje, kao $to je reCeno, stvara stator jer samo u tom
slucaju Ce postojati uvjeti za elektromehaniCku pretvorbu, odnosno tek tada ¢e se moci razviti

moment koji ¢e ubrzavati rotor.

Pojednostavljeno, princip rada indukcijskog stroja zasniva se ne presijecanju vodica rotora od
strane okretnog magnetskog polja, na taj nacin se inducira napon koji potjera struju kroz rotorski
namot. Stvorena struja u medudjelovanju s okretnim poljem stvara tangencijalnu silu koja djeluje
na rotor, odnosno moment koji ga ubrzava na brzinu koja je bliska sinkronoj brzini (brzini okretnog

magnetskog polja).

Svi dijelovi indukcijskog stroja prikazani su na sljedecoj slici.

Slika 8.1. Dijelovi indukcijskog stroja (1 - rotor, 2 - stator, 3 - kuciste, 4 - kutija za prikljucak
vodica, 5 - ventilator, 6 - kuciste leZaja), Izvor: [10]

Postoje dvije vrste indukcijskih strojeva koje se razlikuju po gradi samog rotora, pa tako imamo
indukcijske strojeve s kaveznim rotorom i klizno-kolutnim rotorom. Razlika te dvije vrste induk-

cijskih strojeva je Sto kod klizno-kolutnog se moZe dodavati vanjske otpornike u rotorski krug, a
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time se utjeCe na momentnu karkateristiku samog stroja i mijenjaju elektricne prilike u stroju, dok

kavezni nema tu moguénost.

Indukcijski stroj je veoma pouzdan, stoga se koristi u svim vrstama elektromotornih pogona.
Upravo zbog vaznosti indukcijskog stroja i njegove Ceste primjene odlucili smo opisati primjenu

Hilbertove transformacije kod otkrivanja kvarova na njemu.

Otkrivanje kvara u indukcijskom stroju temelji se na frekvencijskoj analizi signala, pri ¢emu
se najcesc¢e primjenjuje Fourierova transformacija struje koju apsorbira stroj. Nakon toga se uspo-
reduju dobivene amplitude s amplitudama kada je stroj funkcionalan. Postojanje razlika u ampli-

tudama sugerira prisustvo abnormalnosti u radu.

Na sljedecoj je slici prikazan jedan mogu¢i kvar indukcijskog stroja.

Slika 8.2. Primjer kvara stroja (slomljene Sipke rotora indukcijskog stroja), Izvor: [10]

Frekvencijsku analizu rada indukcijskog stroja moguce je unaprijediti koriStenjem informacija

koje dobivamo primjenom Hilbertove transformacije na amplitudni spektar struje statora.

PokuSajmo pobliZe objasniti o ¢emu se tu to¢no radi. Naime, Fourierova transformacija real-
nog signala je kompleksno-simetri¢na, Sto implicira da su sadrzaji na negativnim frekvencijama
redundantni u odnosu na pozitivne frekvencije. Uklanjanjem tih redundantnih negativnih frekven-
cija iz Fourierove transformacije dobiva se analiticki signal. Analiticki signal ima kompleksne
vrijednosti, ali ¢e njegov spektar biti jednostran. Na taj je nacin sacuvan spektralni sadrzaj iz-
vornog signala, a ublaZavaju se moguce greSke nastale zbog postojanja negativnih i pozitivnih
komponenti frekvencije. Budu¢i da je spektralni sadrZaj sacuvan u analitickom signalu, ispada da
je realni dio analitickog signala u vremenskoj domeni zapravo sam izvorni signal. Stoga se pos-
tavlja pitanje koju funkciju uzeti kao prateci imaginarni dio u rezultirajuem analitickom signalu?
Pokazuje se da je Hilbertova transformacija povoljan prate¢i imaginarni dio, u smislu postojanja

dobrih matematickih svojstava.

U ovom konkretnom slucaju, umjesto da radimo izravno na struji statora koristimo modul
Fourierove transformacije struje statora, na koji primjenjujemo Hilbertovu transformaciju, a rezul-
tirajuci signal e biti izrazen u frekvencijskoj domeni. Posljedi¢no tome, na temelju grafova faze

analitickog signala dobivenih izraunavanjem Hilbertove transformacije spektralnog modula struje
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statora, moZemo zakljuciti je li rotor elektriénog stroja ispravan ili ne. To¢nije, kvar prepoznajemo
po faznim skokovima, odnosno naglim promjenama faze na odredenim frekvencijama, takozvanim

frekvencijama kvara (Sto je kvar veéi skokovi su veci), §to moZemo pogledati na sljedecoj slici.
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Slika 8.3. Primjer grafa s ispravnim (druga slika) i neispravnim rotorom (prva slika), Izvor: [10],
os x je frekvencija, os y je faza Hilbertove transformacije ispravnog (druga slika) i neispravnog

motora (prva slika)

Ucinkovitost ove metode dokazali su eksperimentalni rezultati provedeni na ispitnom stolu.



9. Primjena Hilbertove transformacije u medicini

U podrucju medicine, jedan od najvaznijih i najcesSce koriStenih alata je elektrokardiogram,
odnosno EKG. U ovom poglavlju ¢emo razmotriti primjenu Hilbertove transformacije pri inter-
pretaciji EKG-a, na temelju njezinog bliskog odnosa s analiti¢kim signalima koji su opisani u

prethodnom poglavlje. Ovo poglavlje je temeljeno na izvoru [11].

Prije svega, EKG je snimka elektri¢ne aktivnosti srca osobe u vremenu, te je vrlo koristan alat
pri otkrivanju sréanih bolesti i nepravilnosti kao Sto je aritmija. Srce kuca na periodi¢an nacin,
stoga taj snimak ima jasan valni oblik. Temeljni zadatak pri radu s EKG signalima je zapravo
lociranje 1 ekstrahiranje tako zvanog QRS kompleksa, koji predstavlja depolarizaciju desne i lijeve
klijetke srca. QRS kompleks sastoji se od Q, R, i S vala, koji se javljaju brzo jedan nakon drugog,
stoga se promatraju kao jedan dogadaj. Promatranjem QRS kompleksa mogu se otkriti mnoge
sr¢ane mane. Na primjer, ako QRS kompleks ima predugo trajanje, odnosno jako je Sirok to moze
sugerirati na probleme s provodnim sustavom, dok previsoka amplituda QRS kompleksa moze
upucivati na hipertrofiju lijeve klijetke. Na sljedecoj slici moZemo pogledati dio EKG signala,
EKG(t), gdje visoki vrh na grafu predstavlja QRS kompleks.

2 T T T T T T T T T
rl ECGI(t)
1.5 7
1+ 4
=
E
0.5 7
Dm/ \\’\r_//\vwwm
_DE 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Slika 9.1. Graf EKG(t), Izvor: [11]

Mi ¢emo odredivati Hilbertovu transformaciju QRS kompleksa pomocu koje definiramo anali-

ticki signal na temelju kojeg se donose zakljucci o zdravlju ljudskog srca, te nam drugi komplici-
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raniji matematicki proracuni nece biti potrebni $to je zapravo i prednost ove veoma vazne metode

koriStene u podruc¢ju medicine.

9.1. Hilbertova transformacija QRS kompleksa

QRS kompleks svojim izgledom podsjeca na deformirani sinusni val, §to nam mozZe koristiti
u njegovoj analizi pomocu Hilbertove transformacije i analitickih signala. Toc¢an poloZaj i izgled

QRS kompleksa u EKG signalu moZemo pogledati na priloZenoj slici.
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Slika 9.2. PoloZaj QRS kompleksa u EKG signalu, Izvor: [11]

Kao $to smo vec rekli, analiticki signal predstavlja kompleksnu funkciju u ovisnosti o vremenu,

¢iji je imaginarni dio Hilbertova transformacija njezinog realnog djela.

Kako QRS kompleks podsjeca na deformirani sinusni val moZemo pretpostaviti da prouc¢avamo
signal definiran s z(¢) = sin(t). Kako je H{sin(t)} = — cos(¢), $to smo dokazali u 4. poglavlju,

moZemo promatrati analiticki signal oblika

z(t) = sin(t) — i cos(t). 9.1)

Dobiveni analiticki signal u kompleksnoj se ravnini moZe prikazati kao kruZnica, $to vidimo na
sljedecoj slici. Za ocekivati je da ¢e se svaki i realni analiticki signal EKG-a tada ponasati sli¢no,

odnosno da ¢e u kompleksnoj ravnini formirati zatvorenu krivulju oko ishodista.
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Slika 9.3. Graficki prikaz analitickog signala z(t) u kompleksnoj ravnini, Izvor: [11]

Medutim, QRS kompleks odgovara deformiranom sinusu, iz tog razloga da bi ga bolje opisali
modificiramo sinusni val tako S$to ga deformiramo, a graficki prikaz deformiranog sinusa i njegove

Hilbertove transformacije moZemo vidjeti na sljedecoj slici.
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Slika 9.4. Graficki prikaz deformirane funckije sinus oznacene s u(t) i njezine Hilbertove transfor-
macije u ovisnosti u vremenu, Izvor: [11]
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Deformiranjem sinusnog signala, utjeemo i na analiticki signal z(¢), ali on u kompleksnoj
ravnini i dalje odgovara zatvorenoj krivulji, odnosno svaki val koji nalikuje na sinusnu funkciju,

manje ili viSe deformiran u kompleksnoj ravnini ¢e tvoriti zatvorenu krivulju.

I
\_/

u{t]

Slika 9.5. Graficki prikaz analitickog signala sastavljenog od deformirane funkcije sinus i njezine
Hilbertove transformacije, Izvor: [11]

i

Vazno je naglasiti da sve vrste sinusnih valova, u slucaju da se proSire na analiticke signale,
kako smo gore i objasnili tvore zatvorene petlje u kompleksnoj ravnini. Usporedimo li slike 9.3 i
9.5, moZemo primijetiti da se orijentacija grafa deformiranjem sinusnog vala nije promijenila, Sto

nam omogucava da daljnja razmatranja provodimo za jednostavni sinusni val.

Vratimo li se na na$ analiticki signal

2(£) = sin(t) — i cos(t), 9.2)
jednostavno mozemo izratunati
20) = -, 9.3)
2 (g) — 1, 9.4)
2 (37”) ~ 1, 9.5)
2 (27) = —i, 9.6)

iz ¢ega mozemo zakljuciti da je orijentacija promatrane zatvorene krivulje u suprotnom smjeru od

kazaljke na satu.
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Nakon $to smo definirali FK G(t) i QRS kompleks za jedan dio EKG signala, pogledali kako
oni izgledaju u ovisnosti o vremenu pa i u kompleksnoj ravnini, sada ¢emo se detaljnije posvetiti
analizi realnog EKG signala kojeg ljeCnici pri vrS$enju kontrola srca prate i na temelju njega donose

zakljucke o zdravlju srca.

9.2. Analiza EKG signala

Do sada smo promatrali dio EKG signala i nastojali uociti QRS kompleks, no sada moZemo
smatrati £ K G(t) pravim realnim EKG signalom te na idu¢em grafu pogledati kako bi on izgledao

kada bi promatrali trajanje od pet sekundi.
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Slika 9.6. Graficki prikaz EKG(t) u trajanju od pet sekundi, Izvor: [11]

Vrlo je jednostavno uoditi pet prepoznatljivih istaknutih vrhova, od kojih svaki predstavlja
jedan QRS kompleks. Numericki je moguce izracunati Hilebrtovu transformaciju takvog signala,
no mi neemo ulaziti u detaljno dokazivanje pomocu jednadzbi, ve¢ nas kvalitativno zanima kako

izgleda Hilbertova transformacija takvog signala, Sto je prikazano na sljedecoj slici.
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Slika 9.7. Graficki prikaz EKG(t) i H{EKG(t)} u trajanju od pet sekundi, Izvor: [11]

Na temelju grafa uo¢avamo da se za vrijeme velikih vrhova signala £ K G(t), njegova Hilber-

tova transformacija ponasa sli¢no funkciji

1
t— 7 (9.7)
§to moZemo i teorijski objasniti. Naime, veliki vrhovi u signalu EKG(t) podsjecaju na delta

funkciju ¢iju smo Hilbertovu transformaciju definirali u 5. poglavlju, te znamo da je

1
H{(t)} = —, 9.8
{30} = = ©8)
1 upravo to je objasnjenje zaSto Hilbertova transformacija naSeg EKG signala u trenucima kada
se javljaju istaknuti vrhovi signala FKG(t) odgovara spomenutoj funkciji. Napomenimo da su
nas na sli¢nost s danom funkcijom asocirali vertikalni pravci na slici koji sugeriraju postojanje

vertikalnih asimptota karakteristicnih za hiperbolu zadanu jednadZzbom xy = 1.

Nadalje, kao §to smo ve¢ rekli QRS kompleks nalikuje na deformirani sinusni val, no tada
smo ga promatrali za dio EKG signala, iz tog razloga se postavlja pitanje da li to vrijedi kada
promatramo cijeli signal EKG(t).

Signal EKG(t) prosirit éemo na analiticki signal kao $to je to opisano u potpoglavlju 9.1. te

to prikazati u kompleksnoj domeni. Dobiveni prikaz vidimo na sljedecoj slici.
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Slika 9.8. Graficki prikaz analitickog signala sastavljenog od EKG(t) i H{EKG(t)} u ovisnosti
o vremenu, Izvor: [11]

Analizom ovog grafickog prikaza moZe se izbrojiti pet zatvorenih petlji, od kojih svaka petlja
odgovara jednom QRS kompleksu, a znamo da svaki signal koji nalikuje sinusnom valu kada
se prosiri na analiticki signal u kompleksnoj domeni formira zatvorenu petlju. Stoga moZemo
zakljuciti da za cijeli EKG signal mozemo QRS kompleks promatrati kao val sli¢an sinusnom.

Time smo definirali vrijedan alat u otkrivanju QRS kompleksa.

Treba naglasiti da manje kruZnice koje se mogu uociti na slici nisu dio QRS kompleksa, veé
predstavljaju odredene smetnje koje se trebaju ukloniti, a da bi to bilo moguce definira se izraz za
QRS kompleks opisan u izvoru [11]. Taj izraz omogucava prikaz Cistog QRS kompleksa §to nas

zapravo jedino i zanima u nasem razmatranju EKG signala.

Naime, cilj ovog nacina analiziranja EKG signala je lakSe otkrivanje QRS kompleksa, a funk-
cionira tako da najprije prosirimo EKG signal na analiticki signal koriste¢i Hilbertovu transforma-
ciju. Tada nam je lako prepoznati QRS kompleks ako znamo da u kompleksnoj domeni odgovara
zatvorenoj krivulji koju smo pokazali na prethodnim grafovima. Nakon §to ga se prepozna na te-
melju njegova izgleda donose se zakljucci o moguéim problemima i poteSko¢ama rada ljudskog

srca.

9.3. Ogranic¢enja metode

Za kraj, postavlja se pitanja da li ova metoda uvijek funkcionira, to¢nije mozemo li uvijek tako

jednostavno razlikovati QRS kompleks od drugih valova prisutnih u EKG signalu, odnosno od
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smetnji koje su uvijek prisutne? Na sljedecoj slici moZemo vidjeti jedan primjer problemati¢nog

EKG signala kakav se moZe pojaviti u praksi.
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Slika 9.9. Moguci primjer signala EKG(t) iz stvarnosti, Izvor: [11]

Za razliku od prethodnih primjera visina QRS kompleksa u prikazanom EKG signalu je znatno

niZa, Sto ¢e stvarati odredene probleme. Prikaz ovog EKG signala u kompleksnoj ravnini dan je na

sljedecoj slici.
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Slika 9.10. Prikaz analitickog signala dobivenog iz EKG(t) sa znatno

kompleksa, Izvor: [11]

nizom amplitudom QRS
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Na grafickom prikazu viSe ne postoji jedna glavna prepoznatljiva petlja, ve¢ viSe njih. Pos-
ljedi¢no, postoji mogucnost da algoritam ne prepozna QRS kompleks, StoviSe da neki drugi vrh
protumaci kao QRS kompleks, $to moze dovesti do krive dijagnoze i usmjeriti tijek lijeCenja sr-
¢anog problema u pogreSnom smjeru. Takoder, moZe do¢i do situacije da se ne prepozna nikakva

sr¢ana mana 1 ne krene se u proces lijeCenja, a samim time se oteZava mogucnost samog oporavka.

Predstavljen problem je najveée ograni¢enje metode analiziranja EKG signala i QRS kom-

pleksa pomocu Hilbertove transformacije i njezine veze s analitickim signalima.



10. Zakljucak

U ovom radu obradena je Hilbertova transformacija kao poseban primjer integralnih transfor-
macija. Ime je dobila po jednom od najpoznatijih matemati¢ara u novijoj povijesti - Davidu Hil-
bertu te smo prvi dio rada posvetili njegovom liku i djelu. Svakako treba istaknuti da je Hilbertov

rad uvelike utjecao na razvoj matematike 20. stoljeca.

U drugom dijelu rada, pocevsi od opcenite definicije integralnih transformacija, objasnili smo
definiciju same Hilbertove transformacije. Koriste¢i se tom definicijom, izveli smo njena temeljna
svojstva te odredili Hilbertove transformacije nekih Cesto koriStenih funkcija. Tako smo odre-
dili transformacije funkcija sinus i kosinus, transformaciju pravokutne funkcije te Diracove delta

funkcije.

Kod svojstava Hilbertove transformacije analizirali smo kako ova transformacija djeluje na
pomicanje u vremenskoj domeni, skaliranje i deriviranje, a posebnu paznju posvetili smo 1 tran-

sformaciji periodi¢ne funkcije.

Kao i sve integralne transformacije, tako se i Hilbertova transformacija primjenjuje u raznim
problemima inZenjerske znanosti, Sto smo vidjeli na primjeru detektiranja prisutnosti kvara u ro-
toru indukcijskog stroja. S druge strane, Hilbertova transformacija ima primjene i u podrucju
medicine, konkretno pri analizi EKG signala. Time se dokazuje Sirina primjene Hilbertove tran-

sformacije 1 njena vaznost u svakodnevnom Zivotu.

Temelj primjene Hilbertove transformacije lezi u formiranju tzv. analitickog signala koji se
formira umjetnim stvaranjem imaginarnog dijela signala koji se definira kao Hilbertova transfor-
macija realnog dijela. Na taj se naCin izbjegavaju pogreSke koje mogu nastati zbog analize nega-
tivnih frekvencija kojih u realnom signalu nema. Stovise, takav pristup omoguéava i nove graficke

reprezentacije Sto smo vidjeli na primjeru EKG signala.

MozZemo zakljuciti da sve integralne transformacije, pa tako i Hilbertova, znatno pojednostav-
ljuju rjeSavanje raznih matematickih i inZzenjerskih problema. Svakako treba istaknuti i temeljnu
razliku u primjeni Hilbertove transformacije u odnosu na standardno koriStene transformacije kao
Sto su Laplaceova i Fourierova. Naime, u primjeni Laplaceova transformacija najéesce se ko-
risti kao alat za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi. Fourierova transformacija temeljni je alat u
matematickoj analizi signala, no kao i Laplaceova transformacija moZe se koristiti za rjeSavanje
diferencijalnih jednadzbi. Hilbertova transformacija invarijantna je na deriviranje te ona u rjeSava-
nju diferencijalnih jednadZzbi tako nema neku posebnu primjenu i u kontekstu primjene nalazimo

je gotovo iskljucivo u podrucju analize signala.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Kroz prvo poglavlje se upoznajemo s Davidom Hilbertom i njegovim najvaZznijim postignu-
¢ima, te uvodimo pojam Hilbertove transformacije. Nadalje, opisujemo njezinu definiciju, primje-
njujemo ju na trigonometrijske funkcije sinus i kosinus, na delta i pravokutnu funkciju, a zatim i na
periodi¢nu funkciju. Osim toga, izvodimo i dokazujemo osnovna svojstva Hilbertove transforma-
cije koja se primjenjuju u sloZenijim izraCunima radi njihova pojednostavljenja. Nakon temeljnih
svojstava transformacije, kroz zadnja dva poglavlja su objasnjeni primjeri primjene Hilbertove
transformacije kod ispitivanja ispravnosti rada indukcijskog stroja i pri analizi EKG signala u me-

dicini.

Kljucne rijec¢i: Hilbertova transformacija, integralna transformacija, indukcijski stroj, EKG sig-
nal, QRS kompleks
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Summary and key words

In the first chapter we familiarise ourselves with David Hilbert and his main achievements and
introduce the concept of Hilbertian transformation. We also describe the definition of the Hilbert
transform, apply it to the trigonometric functions sine and cosine, to the delta and rectangular
functions, and then to the periodic function. In addition, the basic properties of the Hilbert tran-
sform are proved and derived, which are applied to simplify more complex calculations. After the
basic properties, the last two chapters explain examples of their application in testing the correct

operation of an induction machine and in analysing ECG signals in medicine.

Keywords: Hilbert transformation, integral transformation, induction machine, ECG signal, QRS

complex
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