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1. Uvod

U ovom radu baviti ¢emo se vjerojatnostim strukturama odnosno objektima koji omogucavaju
predvidanja buducih stanja nekih pojava. To su takozvani Markovljevi lanci. Mi ¢emo se naime
fokusirati na Markovljeve lance diskretnog vremena. To su stohasti¢ni modeli koji opisuju niz
mogucih dogadaja u nekom sustavu. Kod njih je zanimljivo to Sto vjerojatnost svakog iduéeg
dogadaja ovisi samo o trenutnom stanju sustava, bez utjecaja proslosti, Sto ga ¢ini bezmemorijskim

modelom.

U drugom poglavlju ¢emo definirati potrebne matematicke pojmove, vezane uglavnom uz vje-

rojatnost, statistiku 1 stohastiku, za lakSe razumijevanje Markovljevih lanaca u nastavku.

U treCem poglavlju ¢emo dati lagani uvodni primjer lanca, te ¢emo dati povijesni kontekst Mar-
kovljevih lanaca. Njih je izumio Andrej Andrejevic Markov, pa ¢emo napisati i najbitnije stavke
njegovog zivota. Nakon toga ¢emo definirati Markovljeve lance, te poceti s obradom Markovljevih

lanaca diskretnog vremena.

U cCetvrtom poglavlju ¢emo definirati razli¢ite moguce klasifikacije Markovljevih lanaca i nji-

hovih stanja, te dati primjere za svaki od njih.

U petom poglavlju ¢emo dati najzanimljivije specijalne primjere Markovljevih lanaca, kao
Sto su slucajna Setnja, proces radanja i umiranja, PageRank algoritam (algoritam kojim se koristi
Google trazilica), Problem propasti kockara. Tako ¢emo najbolje vidjeti kako i gdje se primjenjuju

Markovljevi lanci.



2. Uvod u teoriju vjerojatnosti

Ovo poglavlje obradeno je prema izvorima: [1, 2, 3, 4].

Za laksSe citanja ovog rada, moramo definirati neke pojmove potrebne za razumijevanje nas-
tavka, a prvi takav pojam je vjerojatnost. Vjerojatnost je mjera Sanse da se neki dogadaj dogodi i
oznacava se slovom P. Mnogi se dogadaji ne mogu predvidjeti s potpunom sigurnos¢u, ali moze
se predvidjeti Sansa da ¢e se dogoditi, odnosno kolika je vjerojatnost da e se dogoditi. Vjerojat-
nost moze biti vrijednost u rasponu od 0 do 1, gdje 0 znaci da je dogadaj nemogué, a 1 oznacava

siguran dogada;.

Kako bi mogli formalno definirati vjerojatnost, najprije trebamo objasniti $to je to uopce doga-

daj 1 kako se dogadaj tretira matematicki.

Definicija 2.1. Promotrimo neki eksperiment koji ima odredene ishode. Skup svih ishoda tog
eksperimenta zovemo prostorom ishoda i oznacavamo s <), pri cemu u skup ) ulaze samo oni

ishodi koji se ne mogu rastaviti na jednostavnije ishode.

Objasnimo prostor ishoda na sljedecem primjeru.

Primjer 2.1. Promatramo bacanje homogene igrace kocke. Ishodi u tom eksperimentu mogu biti
"pao je broj 2", ali i "pao je paran broj". Prvi ishod ne moZe se rastaviti na jednostavnije ishode,
dok se drugi ishod moZe promatrati kao unija triju jednostavnijih ishoda "pao je broj 2", "pao je
broj 4" i "pao je broj 6." Drugim rijecima u prostor ishoda ulazi prvi, ali ne i drugi ishod te ¢e u

ovom eksperimentu prostor ishoda biti dan s
Q=11,2,3,4,5,6}, (2.1)
pri cemu primjerice broj 5 oznacava ishod "pao je broj 5".
Svaki kompleksniji ishod koji se sastoji od unije ishoda iz skupa €2 zove se dogadaj. Tako je u

prethodnom primjeru "pao je paran broj" primjer jednog dogadaja. Naravno svaki ishod je ujedno

1 dogadaj.

Definicija 2.2. Neka je zadan prostor ishoda (). Svaki podskup skupa 2 zove se dogadaj, a skup

svih dogadaja zovemo prostorom dogadaja i obiljeZavamo s F.
Primjer 2.2. Za prostor ishoda () iz prethodnog primjera prostor dogadaja bit ée
F=A{0.{1},{2},....{1,2,3,4,5},...Q}, (2.2)

pri Cemu primjerice skup A = {2, 4,6} opisuje dogadaj "pao je paran broj". Napomenimo da ()
oznacava da nije pao niti jedan broj ili nemoguc dogadaj, dok () oznacava da je pao bilo koji broj

izmedu 1 i 6 Sto je siguran dogadayj.



Sada moZemo i formalno definirati vjerojatnost.

Definicija 2.3. Neka je zadan prostor ishoda ) nad kojim je definiran prostor dogadaja F. Funk-

ciju p : F — R zovemo vjerojatnost ako vrijedi:

1. p(A)>0,YA € F,

3 p UAi :Zp(Ai),

pri emu | ) oznacava uniju disjunktnih dogadaja.

Definiciju 2.3 uveo je ruski matematiar Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov!, a spomenuta tri
svojstva u definiciji Cesto se nazivaju Kolomogorovljevi aksiomi vjerojatnosti. Cesto se koristi i

sljedeca definicija.

Definicija 2.4. Uredenu trojku (), F,p), gdje je S prostor ishoda, F prostor dogadaja te p vjero-

jatnost zovemo prostorom vjerojatnosti.

Primjer 2.3. Najjednostavniji primjer vjerojatnosti je tzv. klasicna vjerojatnost koju definiramo
za konacan broj jednakovjerojatnih ishoda. U tom je slucaju

_ Al

(2.3)

pri Cemu |A| oznacava broj elemenata u skupu A. Tako bi vjerojatnost dogadaja "pao je paran

broj" iz prethodnog primjera mogli odrediti na sljedeci nacin:

A3 52
p()—K“—6_05_m%. (2.4)

Promotrimo sada sljedeci primjer.

Primjer 2.4. U vrecici od 2 bijele i 2 crne kuglice (ukupno 4 kuglice), vjerojatnost uzimanja
bijele kuglice je 1; medutim, kada uzimamo drugu kuglicu, vierojatnost da ée ona biti bijela ili
crna ovisi o prethodno uzetoj kuglici. Ako je uzeta bijela kuglica, tada bi vjerojatnost ponovnog

odabira bijele kuglice bila %, buduci da bi preostale samo 1 bijela i 2 plave kuglice, a ako je

2

prethodno uzeta crna kuglica, vjerojatnost uzimanja bijele kuglice biti ce

Iz primjera 2.4 je jasno da neki dogadaji utjeCu na realizaciju drugih dogadaja, Sto stvara po-

trebu za definiranjem uvjetne vjerojatnosti.

! Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (25. travnja 1903., Tambov, Rusija—20. listopada 1987., Moskva), ruski mate-
maticar Ciji je rad utjecao na mnoge grane moderne matematike, posebno na harmonijsku analizu, vjerojatnost, teoriju
skupa, teoriju informacija i teoriju brojeva. Covjek Siroke kulture, s interesima za tehnologiju, povijest i obrazovanje,
igrao je aktivnu ulogu u reformi obrazovanja u Sovjetskom Savezu. NajviSe ga se pamti po briljantnom nizu radova o

teoriji vjerojatnosti.



Definicija 2.5. Neka je zadan prostor vjerojatnosti (S, F, p) te neka je B € F takav da je p(B) >

0. Vjerojatnost p(A|B) definirana s

p(AN B)
p(B)

zove se uvjetna vjerojatnost. Uvjetna vjerojatnost je vjerojatnost da ée se dogadaj A dogoditi uz

p(A|B) = (2.5)

uvjet realizacije dogadaja B.

U sljede¢em primjeru ¢emo kroz eksperiment jasnije vidjeti uvjetnu vjerojatnost na djelu.

Primjer 2.5. Promotrimo eksperiment koji se sastoji od testiranja dva integrirana sklopa koji
dolaze iz iste silicijske plocice, te promatrajuci u svakom slucaju je li sklop prihvacen (p) ili
odbijen (o). Prostor uzorka eksperimenta je S = {oo,op, po,pp}. Neka B oznacava slucaj u
kojemu je prvi testirani ip odbijen. Matematicki, B = {oo,op}. Slicno, neka A = {oo, po}

oznacava dogadaj da je drugi sklop u kvaru.

Sklopovi dolaze iz visokokvalitetne proizvodne linije. Stoga prethodna vjerojatnost p(A) je
vrlo niska. Unaprijed smo prilicno sigurni da ¢e drugi krug biti prihvacen. Medutim, neke plocice
postaju kontaminirane prasinom, pa imaju visok udio neispravnih cipova. S obzirom na saznanje
o dogadaju B da je prvi ¢ip odbijen, nase znanje o kvaliteti drugog ¢ipa se mijenja. Uz dogadaj B
da je prvi ¢ip odbijen, vjerojatnost p(A|B) da ¢ée drugi Cip takoder biti odbijen veca je od apriorne
vjerojatnosti p(A) zbog vjerojatnosti da je prasina kontaminirala cijelu plocicu.

Primjer 2.6. S obzirom na primjer 2.5, razmotrimo model apriorne vjerojatnosti

ploo] = 0.01, plop] = 0.01, p[po] =0.01, p[pp] = 0.97. (2.6)

Nadimo vjerojatnost A = 7drugi ¢ip odbijen” i B = 7 prvi ¢ip odbijen”. Takoder pronadimo
uvjetnu vjerojatnost da je drugi ¢ip odbijen u slucaju da je prvi ¢ip odbijen.
U primjeru 2.5 vidjeli smo da je A unija dva disjunktna dogadaja (ishoda) oo i po. Stoga je
apriorna vjerojatnost da je drugi Cip odbijen
plA] = ploo] + p[po] = 0.02 2.7)
Takoder, ovo je apriorna vjerojatnost da ¢e prvi Cip biti odbijen:

p|B] = ploo] + plop] = 0.02. (2.8)

Uvjetna vjerojatnost odbijanja drugog cipa s obzirom da je prvi ¢ip odbijen je, po definiciji, omjer

p[AB| prema p|B), gdje je, u ovom primjeru,
p[AB] = ploba odbijena] = p[oo] = 0.01 (2.9)

Prema tome AB 0.01
_ PIAB]_ 001 _ o (2.10)

plAIB] p[B]  0.02




Informacija da je prvi ¢ip odbijen drasticno mijenja nase stanje znanja o drugom cipu. Poceli smo
s gotovo sigurnoséu, plA] = 0.02, da drugi ¢ip nece biti odbijen i zavrsili s potpunom neizvjes-

B] = 0.5.

nos$¢u o kvaliteti drugog cipa, p|A

Do sada smo objasili na koji se nacin ishodima nekog eksperimenta pridruzuju vjerojatnosti.
Medutim, u praksi se Cesto ishodi eksperimenta povezuju s nekim drugim veli¢inama. Primjerice
kod eksperimenta u kojem igracu kocku bacamo tri puta moZemo promatrati "broj Sestica." Ta
promatrana veli¢ina u eksperimentu zove se varijabla. Medutim, kako je varijabla povezana s
prostorom vjerojatnosti jasno je da za svaku njenu mogucu vrijednost znamo i vjerojatnost njene
realizacije te je tada nazivamo sluajnom varijablom. Jednostavnije re¢eno, svaku varijablu kod
koje znamo vjerojatnost pojavljivanja njenih vrijednosti zovemo slu¢ajnom varijablom. Formalna

definicija sluCajne varijable dana je u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.6. Neka je dan prostor vjerojatnosti (), F, p). Izmjerivu funkciju X : Q@ — R zovemo
slucajnom varijablom.

U ovisnosti o tome je li skup vrijednosti slucajne varijable diskretan ili kontinuiran, slucajne
varijable moZzemo podijeliti na diskretne i1 kontinuirane, a za potrebe ovog rada vazne su nam
diskretne slucajne varijable. Kako diskretna slu€ajna varijabla ima najviSe prebrojivo vrijednosti

nju obi¢no zadajemo matri¢no na sljedeci nacin:

X~ " : (2.11)
p1 P2 -+ Pn .-
pri cemu su x; moguce vrijednosti slucajne varijable X, a p; pripadne vjerojatnosti.

[lustrirajmo diskretnu slu¢ajnu varijablu na jednom primjeru promatranja poziva na telefon-

skom prekidacu.

Primjer 2.7. Pretpostavimo da promatramo tri poziva na telefonskom prekidacu gdje su glasovni
pozivi (g) i podatkovni pozivi (p) jednako vjerojatni. Neka X oznacava broj glasovnih poziva,
Y broj podatkovnih poziva i neka je R = XY. Prostor uzorka eksperimenta i odgovarajucih

vrijednosti slucajnih varijabli X, Y i R su

Ishodi | ppp ppg pgp pgg gpp gpg ggp 888
pl] |1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8
SluCajne X o 1 1 2 1 2 2 3
varijable Y 3 2 2 1 2 1 1 0
R o 2 2 2 2 2 2 0

Tablica 2.1. Prostor uzorka eksperimenta i odgovarajucih vrijednosti slucajnih varijabli X, Y i R

Definicija 2.7. Recimo da imamo sluc¢ajnu varijablu X s distribucijom f, o¢ekivana vrijednost X,

oznacena E(X), definirana je s E(X) = >, x;f(x;). Rije¢ima, ocekivana vrijednost X je zbroj



svake od mogucih vrijednosti X pomnoZen s vjerojatnoséu dobivanja te vrijednosti. Ocekivana

vrijednost X naziva se i srednja vrijednost distribucije f.

Istrazivanje vjerojatnosti odnosi se na eksperiment koji se sastoji od postupka i opazanja. Kada
proucavamo slucajne varijable, svako opaZanje odgovara jednom ili viSe brojeva. Kada prouca-
vamo stohasticke procese, svako opaZanje odgovara funkciji vremena. RijeC stohasticki znaci
sluc¢ajan ili nasumican. Rije¢ proces u ovom kontekstu oznacava funkciju vremena. Stoga, kada
proucavamo stohasticke procese, prou¢avamo slucajne funkcije vremena. Gotovo sve prakticne
primjene vjerojatnosti ukljucuju viSestruka opaZanja uzeta kroz neki vremenski period. Kada pro-
ucavamo stohasticke procese, ne zanima nas samo koliko Cesto se dogodi neki dogodaj, nego i

vremenski slijed dogadaja.

Definicija 2.8. Neka je dan prostor vjerojatnosti (2, F, p). Stohasticki proces X (t) sastoji se od

eksperimenta i funkcije koja dodjeljuje vremensku funkciju x(t, s) svakom ishodu iz €).

Pogledajmo kako izgleda stohasticki proces na sljedeéem primjeru lansiranja svemirskog Satla.

Primjer 2.8. Pocevsi od vremena lansiranja t = 0, neka X (t) oznacava temperaturu u stupnje-
vima Kelvina na povrsine svemirskog Satla. Sa svakim lansiranjem s biljeZimo temperaturni slijed
x(t,s). Cjelina eksperimenta moZe se promatrati kao katalog mogucih temperaturnih sekvenca

koje moZemo zabiljeZiti. Na primjer,
x(8073.68,175) = 207 (2.12)

ukazuje da je u 175. upisu u katalogu mogucih temperaturnih sekvenci temperatura nat = 8073.68

sekundi nakon lansiranja bila 207° K.

Slucajne procese ¢esto moZemo modelirati kao Markovljev lanac. To je proces u kojem imamo
konacan broj odredenih stanja, pri cemu su nam razmaci izmedu vremenskih jedinica diskretni, uz

uvjet da nam na buduce stanje utjeCe samo prethodno stanje.

Primjer 2.9. Napravimo jednostavni model vremenske prognoze. Smatrati cemo da stanja vre-
mena mogu biti ili sunCano ili kiSno i da se vrijeme moZe promijeniti tek kada zavrsi dan, odnosno
da nam je jedinica vremena diskretna. Ako odredimo koja je vjerojatnost da je sutra suncano ako
Jje danas suncano ili kisno, i obrnuto, vjerojatnost da je sutra kisno ako je danas sunc¢ano ili kisno

moZemo vrsiti predvidanja buducih stanja ovog sustava uz pomoc samo trenutnog stanja.

Dakle, u primjeru 2.9 imamo konacan skup stanja, vrijeme je diskretno i na buduce stanje nam
utjeCe samo njegovo prethodno stanje, pa je to Markovljev lanac, koji ¢e biti glavni smisao ovoga

rada.



Definicija 2.9. Zakon velikih brojeva kaze da ako imamo uzorak neovisnih® i identi¢no raspo-
redenih slucajnih varijabli, kako velicina uzorka raste, njihova srednja vrijednost uzorka ce se

pribliZavati njihovoj teoretskoj sredini.

Zakon velikih brojeva nam jamci stabilne dugoroCne rezultate za prosjeke nekih slucajnih do-
gadaja. Prvi ga je dokazao Jakob Bernoulli® 1713. godine. On i njegovi suvremenici razvijali su

formalnu teoriju vjerojatnosti s ciljem analize igara na srecu.

Kod vedine standardnih Markovljevih lanaca vjerojatnost p da ée X, biti odredene vrijednosti
u nekon trenutku n konvergira ka nekom broju, ako je n dovoljno veliki broj. Tako bi se recimo i
primjer 2.10 bacanja kocke, koji ¢e nam pokazati zakon velikih brojeva u praksi, mogao modelirati

kao Markovljev lanac. Tu vidimo usku povezanost Markovljevih lanaca i zakona velikih brojeva.

Primjer 2.10. Jedno bacanje kocke je slucajna varijabla opisana kao

1 2 3 45 6
XN(;;;;;;)' (2.13)
6 6 6 6 6 6
Stoga je ocekivana vrijednost prosjeka bacanja:
1+2+3+44+54+6
R i =3.5 (2.14)

6

Prema zakonu velikih brojeva, ako se baci veliki broj kocki, prosjek njihovih vrijednosti (ili srednja
vrijednost uzorka) vjerojatno ce biti blizu 3.5, s time da preciznost raste kako se baca vise kocki.
Na slici 2.1 vidimo da su nam grafovi bacanja kocke 10 puta i 10000 puta vrlo razliciti. Dobivene

rezultate moZemo prikazati u tablici:

Rezultat 1 2 3 4 5 6
10 Ucestalost rezultata 3 3 0 2 1 1
bacanja % 30% 30% 0% 20% 10% 10%
10000 | Ucestalost rezultata | 1647 1644 1654 1691 1618 1746
bacanja % 16.47% 16.44% 16.54% 16.91% 16.18% 17.46%

Tablica 2.2. Rezultati i njihova ucestalost u postotku

Iz ovih podataka moZemo izracunati i vrijednost prosjeka bacanja tako da zbrojimo sva baca-

nja i podijelimo s brojem bacanja. Gore smo vidjeli da je oCekivana vrijednost 3.5.

2Neovisna varijabla je varijabla koja predstavlja veli¢inu kojom se manipulira u eksperimentu. Zavisna varijabla
predstavlja veli¢inu ¢ija vrijednost ovisi o tim manipulacijama.

3TJakob Bernoulli (6. sijecnja 1655., Basel, Svicarska—16. kolovoza 1705., Basel, §Vicarska), Svicarski matema-
ti¢ar koji je prvi upotrijebio izraz integral. Proucavao je lanCanu mreZu, krivulju visece Zice. Bio je rani korisnik
polarnih koordinata i otkrio je izokron.



Rezultati bacanja kocke 10 puta.

8

©

=

3 2

N

[)]

| -

4

7))

o

©

)

w

()]

>0

] I . .

Rezultat
Rezultati bacanja kocke 10000 puta.

©

4= 1400

©

=

- 1200

N

[)]

= 1000

)

7]

2 800

©

)

0

(]

>0

E I I I I I

Rezultat

Slika 2.1. Eksperiment bacanja kocke 10 puta i 10000 puta. Izvor: izrada autora (A.1).

Broj bacanja | Vrijednost prosjeka bacanja
10 2.8
10000 3.5227

Tablica 2.3. Usporedba vrijednosti prosjeka bacanja

Vidimo da kako se broj bacanja kocke povecava, tako se sve vise pribliZavamo toj teorijskoj

vrijednosti.



3. Markovljevi lanci

Ovo poglavlje obradeno je prema izvorima: [1, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 20, 13].

Markovljev lanac je matematicki sustav koji doZivljava prijelaze iz jednog stanja u drugo prema
odredenim pravilima vjerojatnosti. Definiraju¢a karakteristika Markovljevog lanca je da bez obzira
na to kako je proces doSao u svoje sadaSnje stanje, moguca buduca stanja su fiksna. Drugim
rije€ima, vjerojatnost prijelaza u bilo koje odredeno stanje ovisi iskljucivo o trenutnom stanju i
proteklom vremenu. Prostor stanja, ili skup svih mogudéih stanja, moze biti bilo Sto: slova, brojevi,
vremenski uvjeti, sportski rezultati itd. Kako bi ilustrirali ovaj proces, moZemo uéi malo dublje u

prije spomenuti primjer 2.9, model Markovljevog lanca za predvidanje vremenske prognoze.

Primjer 3.1. Radi jednostavnosti, zamisliti ¢emo da postoje samo dva moguca stanja za vrijeme:
suncano ili kiSno. Uvijek moZemo izravno promatrati trenutno vremensko stanje, a zajamceno je
da ce uvijek biti jedno od dva gore navedena stanja. Ako Zelimo predvidjeti kakvo ce vrijeme biti
sutra moZemo intuitivno pretpostaviti da postoji inherentna tranzicija u ovom procesu, jer trenutno
vrijeme ima utjecaja na to kakvo ce vrijeme biti sljedeceg dana. Recimo da onda odlucimo priku-
piti podatke o vremenu od prijasnjih nekoliko godina i izracunamo da je vjerojatnost da se nakon
oblacnog dana pojavi suncan dan 0.5, a nakon suncanog kisni 0.2; sukladno tome, vjerojatnost da
se kisni dan ponovi je 0.5, te da se suncani dan ponovi 0.8'. Sada moZemo koristiti ovu distribuciju
da bi predvidjeli vrijeme za dane koji dolaze, na temelju trenutnog stanja vremena u to vrijeme. To

bi graficki prikazano izgledalo ovako®:

0.2
0.8 0.5

0.5

Slika 3.1. Graficki prikaz modela za predvidanje vremena

Ovaj primjer ilustrira mnoge klju¢ne koncepte Markovljevih lanaca. Oni se u sustini sastoje od
skupa prijelaza, koji su odredeni nekom distribucijom vjerojatnosti, koji zadovoljavaju Markov-
ljevo svojstvo. Primijetimo kako se u ovom primjeru distribucija vjerojatnosti dobiva iskljucivo
promatranjem prijelaza iz tekuéeg dana u sljedeéi. Ovo ilustrira Markovljevo svojstvo, jedins-
tvenu karakteristiku Markovljevih procesa koja ih ¢ini bez paméenja/memorije. Stoga im nedos-
taje sposobnost proizvodnje sadrzaja ovisnog o kontekstu jer ne mogu uzeti u obzir cijeli lanac

prethodnih stanja.

I'Ta promjena stanja, iz sun¢anog u ki$no, ili iz sun¢anog u suncano, u Markovljevim lancima se nazivam korak.
20 grafi¢kim prikazima Markovljevih lanaca ¢emo reéi vise malo kasnije.

10
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Slika 3.2. Andrej Andrejevic Markov, izvor: [13]

3.1. Andrej Andrejevi¢ Markov

Andrej Andrejevi¢ Markov, sin Nadezde Petrovne i Andreja Grigorijevica Markova, rodio se
14. lipnja 1856. u Rjazanju u Rusiji. Od djetinjstva je bio loSeg zdravlja, koje je uzrokovala
tuberkuloza koljena te je prvih deset godina Zivota proveo hodajuci uz pomo¢ Staka. Kasnije je
provedena uspjeSna operacija koja mu je omogucila normalno kretanje. Srednju Skolu je pohadao u
5. Gimnaziji u Sankt Peterburgu te je ve¢ tada poCeo pokazivati izvanredne talente za matematiku.

Iako njegov prvi matematicki rad o integraciji linearnih diferencijalnih jednadzbi, koji je napi-
sao dok je bio u Gimnaziji, nije bio originalan, njegovo pisanje dovelo ga je do susreta s Korki-
nom?® i Zolotarevom*, dvojicom vode¢ih profesora na Sveudilistu. 1874. godine upisao je Fizi¢ko-
matematicki fakultet SveuciliSta u Sankt Peterburgu gdje je upisao seminare koje su vodili Korkin
i Zolotarev. Takoder je pohadao CebiSeva® predavanja, proelnika matemati¢kog odjela, koji je

poticao istrazivacku atmosferu.

Markov je diplomirao 1878. godine osvojivsi zlatnu medalju za podnoSenje najboljeg eseja,

3 Aleksandar Nikolajevi¢ Korkin (19. veljace 1837., Zidovinovo, Tot’ma, Vologda, Rusija—1. rujna 1908., Sankt
Peterburg, Rusija), ruski matematicar Cija je najveca kontribucija bila razvoj parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

“Egor Ivanovi¢ Zolotarev (12. travnja 1847., Sankt Peterburg, Rusija—19. srpnja 1878., Sankt Peterburg), ruski
matematiCar koji je proizveo temeljno djelo o analizi i teoriji brojeva.

SPafnuti Cebidev (16. svibnja 1821., Okatovo, Rusija—8. prosinca 1894., Sankt Peterburg, Rusija), uglavnom je
zapaméen po svojim istraZivanjima u teoriji brojeva. Cebisev je takoder bio zainteresiran za mehaniku i poznat je po
ortogonalnim polinomima koje je izumio.
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Cija je tema bila integracija diferencijalnih jednadZbi pomoéu kontinuiranih razlomaka.® Iduée
dvije godine radio je za magisterij, a 1880. godine dobio je diplomu za svoju izvanrednu tezu o bi-
narnim kvadratnim oblicima s pozitivnom determinantom’. Nakon podnosenja magistarskog rada,
poceo je predavati na SveuciliStu u Sankt Peterburgu kao privatni docent dok je pisao doktorat.

Doktorirao je 1884. godine disertacijom o odredenim primjenama kontinuiranih razlomaka.

1886. Markov je postao profesor u Sankt Peterburgu te ga je Cebisev predloZio za dopunskog
Clana Ruske akademije znanosti. Izabran je za izvanrednog ¢lana 1890., a za obi¢nog akademika
1896. Markov se na pocetku karijere uglavnom bavio teorijjom brojeva i analizom, algebarskim
kontinuiranim razlomcima, granicama integrala, teorijom aproksimacije i konvergencijom redova.
Nakon 1900. Markov je primijenio metodu kontinuiranih razlomaka, kojoj je pionir njegov uci-
telj Cebigev, na teoriju vjerojatnosti. Takoder je prouavao nizove medusobno ovisnih varijabli,
nadajuéi se da ¢e uspostaviti zakone granica vjerojatnosti u njihovom najopcenitijem obliku. On
je dokazao srediSnji grani¢ni teorem pod prilicno opéim pretpostavkama. Markova se posebno
pamti i po svom proucavanju tematike ovog rada, a to su Markovljevi lanci. Tim radom uteme-
ljena je potpuno nova grana teorije vjerojatnosti i pokrenuta teorija stohastickih procesa. Sluzbeno
se umirovio 1905., ali je nastavio poducavati veci dio svog Zivota. 20.7.1922. preminuo je u Sankt

Peterburgu u Rusiji.

3.2. Povijest Markovljevih lanaca

Andrej Andrejevi¢ Markov pocetkom 20. stoljeca istraZivao je stohasticke procese koji danas
nose njegovo ime. Svoj prvi rad na tu temu objavio je 1906. godine. U njemu je pokazao da
pod odredenim uvjetima prosjecni ishodi Markovljevog lanca konvergiraju ka fiksnom vektoru
vrijednosti, dokazujuci tako slab zakon velikih brojeva bez pretpostavke neovisnosti, Sto se do
tada uobiCajeno smatralo uvjetom da takvi matematicki zakoni vrijede. Markov je kasnije koristio
Markovljeve lance za proucavanje raspodjele samoglasnika u Jevgenij Onjeginu, koji je napisao
Aleksandar Pugkin®

1912. Henri Poincaré® prouavao je Markovljeve lance na kona¢nim skupovima s ciljem pro-

ucavanja mijeSanja karata. Pod ostale ranije upotrebe Markovljevih lanaca spadaju model difu-

®Ekspanzija kontinuiranog razlomka broja r izraz je oblika: r = P —— Ako je r racionalan broj, ovaj
b+ —L1—
et I

razvoj ¢e biti konacan.

"Binarni kvadratni oblik koji glasi f(z,y) = ax?® + bxy + cy? je kvadratni homogeni polinom u dvije varijable
gdje su a, b, i c koeficijenti. Ima diskriminantu d = b? — 4ac i pozitivno je odreden ako je d < 0, a neodreden ako je
d>0.

8 Aleksandar Sergejevi¢ Puskin (6. lipnja 1799., Moskva—10. veljate 1837., Sankt Peterburg), ruski pjesnik, dra-
maticar i prozaik. Pisao je djelo Jevgenij Onjegin od 1823. do 1831. godine; jedno od bitnijih djela ruske knjiZevnosti.
Petar 11ji¢ Cajkovsi napisao je istoimenu operu prema motivima romana.

9Henri Poincaré, puno ime Jules Henri Poincaré (29. travnja 1854., Nancy, Francuska—17. srpnja 1912., Pariz)
bio je francuski matematicar, jedan od najve¢ih matematickih fiziara s kraja 19. stoljeca. Napravio je niz inovacija u
geometriji, teoriji diferencijalnih jednadzbi, elektromagnetizmu, topologiji i filozofiji matematike.
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zije'?, koji su uveli Paul!! i Tatyana Ehrenfest!? 1907. godine, i proces grananja'®, koji su uveli
Francis Galton'* i Henry William Watson'> 1873.,a koji je prethodio Markovljevom radu. Po-
Cevsi od 1928. godine, Maurice Fréchet!S se zainteresirao za Markovljeve lance, §to je na kraju

rezultiralo time da je 1938. objavio detaljnu studiju o Markovljevim lancima.

Andrej Kolmogorov razvio je u radu iz 1931. veliki dio rane teorije Markovljevih procesa s
kontinuiranim vremenom. Kolmogorov je djelomi¢no bio inspiriran radom Louisa Bacheliera!” iz
1900. o fluktuacijama na burzi, kao i radom Norberta Wienera'® na Einsteinovom modelu Browno-
vog gibanja'®. Uveo je i proutavao odredeni skup Markovljevih procesa poznatih kao difuzijski
procesi, gdje je izveo skup diferencijalnih jednadzbi koje opisuju procese. Neovisno o Kolmo-
gorovljevom radu, Sydney Chapman® je u radu iz 1928. godine izveo jednadzbu, koja se danas
naziva Chapman-Kolmogorovljeva jednadzba?!, na manje matemati¢ki rigorozan nacin od Kol-
mogorova, dok je prou¢avao Brownovo gibanje. Drugi matematicari koji su znacajno doprinijeli
temeljima Markovljevih procesa ukljucuju Williama Fellera, pocevsi od 1930-ih, a zatim kasnije

Evgenija Dynkina??, pogevsi od 1950-ih.

9B hrenfestov model difuzije predloZen je potetkom 1900-ih godina kako bi se rasvijetlilo statisticko tumacenje
drugog zakona termodinamike, da se entropija zatvorenog sustava moZe samo povecati.

""Paul Ehrenfest (18. sije¢nja 1880.—25. rujna 1933.) bio je austrijsko-nizozemski teorijski fizi¢ar, koji je dao
veliki doprinos podrucju statisticke mehanike i njezinih odnosa s kvantnom mehanikom, ukljucujuéi teoriju faznog
prijelaza i Ehrenfestov teorem. Povezao se s Albertom Einsteinom tijekom posjeta Pragu 1912. i postao profesor u
Leidenu, gdje je Cesto ugostio Einsteina.

12Tatyana Pavlovna Ehrenfest, kasnije van Aardenne-Ehrenfest (28. listopada 1905., Be¢-29. studenog 1984., Dor-
drecht), nizozemska matematicarka. Bila je kéi Paula Ehrenfesta. Pod svojim udanim imenom, Tanja van Aardenne-
Ehrenfest, poznata je po svojim doprinosima De Bruijn sekvencama, nizovima s niskim odstupanjem i BEST teoremu.

B3Proces grananja, takoder zvan Galton-Watson proces, je jednostavan, ali elegantan model rasta stanovnistva.

Francis Galton (16. veljace 1822., Sparkbrook, Engleska—17. sije¢nja 1911., Surrey, Engleska), istraZivac i
antropolog, Francis Galton poznat je po svojim pionirskim studijama ljudske inteligencije. Psoljednji dio svog Zivota
posvetio je eugenici, odnosno poboljSanju fizickog i mentalnog sastava ljudske vrste odabranim roditeljstvom.

SHenry William Watson (25. veljade 1827., London, Engleska—11. sijeénja 1903., Berkswell, Engleska), engleski
matematicar koji je napisao neke utjecajne udzbenike o elektricitetu i magnetizmu.

16René Maurice Fréchet (2. rujna 1878., Maligny, Francuska—4. lipnja 1973., Pariz, Francuska), francuski mate-
maticar koji je dao veliki doprinos topologiji skupova tocaka te definirao i utemeljio teoriju apstraktnih prostora.

"Louis Bachelier (11. ozujka 1870., Le Havre, Francuska—26. travnja 1946., St-Servan-sur-Mer, Francuska),
francuski matemati¢ar kojemu se pripisuje da je bio prva osoba koja je modelirala stohasticki proces koji se danas
naziva Brownovo gibanje. Smatra se ocem financijske matematike.

18Norbert Wiener (26. studenog 1894., Columbia, Mo., Sad-18. oZujka 1964., Stockholm, §Vedska), americki
matematicar koji je uspostavio znanost kibernetike. Medunarodnu slavu stekao je formulirajuéi neke od najvaznijih
doprinosa matematici u 20. stoljecu.

19Brownovo gibanje, nasumi¢no gibanje estica koje su mnogo veée nego atomi i obiéne molekule, ali premalene
da bi bile vidljive golim okom u nekom fluidu, kao primjerice gibanje Cestica dima u zraku ili peludnih Cestica u vodi.

20Sydney Chapman(29. sijecanj 1888., Eccles, Lancashire, Engleska—16. lipnja 1970., Boulder, Colo., SAD),
engleski matematicar i fiziCar poznat po svojim istrazivanjima u geofizici.

2'U matematici, posebno u teoriji Markovljevih Stohasti¢kih procesa u teoriji vjerojatnosti, Chapman-
Kolmogorovljeva jednadzba je identitet koji povezuje zajednicke distribucije vjerojatnosti razlicitih skupova koor-
dinata na stohastickom procesu.

22Evgenij Borisovi¢ Dynkin (11. svibnja 1924.. Sankt Peterburg, Rusija—14. studenog 2014., Ithaca, SAD),
ameriCki matematicar ruskog porijekla koji je radio na podruc¢jima vjerojatnosti i algebre, posebno polujednostavnih
Lijevih grupa i algebri, te Markovljevih procesa. Dynkinovi dijagrami su nazvani po njemu.
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3.3. Markovljevi lanci diskretnog vremena

Markovljev lanac opisuje evoluciju nekog sustava ili varijable u prisutnosti nekog Suma, tako
da je samo gibanje sustava nasumi¢no. Gotovo svaki koristan ili zanimljiv nasumicni proces kojeg
se moZemo sjetiti moze se opisati kao Markovljev proces ako pravilno definiramo pojam stanja.
Stanje Markovljevog lanca u trenutku 7 je vrijednost X,,.2* Prostor stanja Markovljevog lanca, S,
skup je vrijednosti koje svaki X; moZe uzeti. U tom lancu X,,,; ovisi 0 X,,, ali ne i o ranijim vrijed-
nostima Xy, ..., X,,_; nasumi¢nog slijeda. Za pocetak ¢emo se ograniciti na promatranje slucaja

diskretnog vremena, gdje je svaki X,, diskretna slucajna varijabla s rasponom Sx ={0,1,2,...}.

Definicija 3.1. Markovljev lanac diskretmog vremena {X,|n = 0,1, ...} je nasumicni slijed dis-
kretnog vremena i vrijednosti takav da za zadani Xy, . . ., X, sljedeca nasumicna varijabla X, 1

ovisi samo o X,, kroz vjerojatnost prijelaza

PlXpi1 = j|Xp =0, Xpoy = in_1, ..., Xo = io) = P[Xps1 = j| X, =i] = Pj. 3.1)

Vrijednost X,, sazima svu proSlost sustava potrebnu za predvidanje sljedece varijable X,
u nasumic¢nom nizu. X,, nazivamo stanje sustava za vrijeme n, a prostor uzorka naziva se skup
stanja ili prostor stanja. Postoji fiksna vjerojatnost prijelaza P;; da ¢e iduce stanje biti j s obzirom
da je trenutno stanje . Vjerojatnosti prijelaza tvore matricu prijelaza P = (p;;). Prijelaz iz jednog
stanja u drugo nazivamo korak. Dakle, recimo da u istom sustavu krenemo iz dva razliCita stanja.
U trenutku kada nakon n broja koraka zavr§imo u oba slucaja u istom stanju s;, "sjecanje" na to
otkuda smo krenuli se briSe, jer u tom trenutku oba slu¢aja imaju identi¢ne vjerojatnosti za iduci

korak. Ove Cinjenice odrazavaju se u sljedeCem teoremu.

Teorem 3.1. Vjerojatnosti prijelaza P;; Markovljevog lanca zadovoljavaju

P20, ) Pj=1 (3:2)
=0

Posto se sustav mijenja nasumi¢no, nemoguce je sa sigurnoS¢u predvidjeti stanje Markovljevog
lanca u odredenoj tocki u buduénosti. Medutim, statisticka svojstva buduénosti sustava mogu se

predvidjeti i bas ta svojstva su vaZzna u mnogim primjenama.

Markovljev lanac ne moZemo zadati bez da definiramo prostor stanja i matricu prijelaza. Graf
kojim prikazujemo Markovljev lanac nazivamo dijagram stanja. U njemu vrhovi predstavljaju sta-
nja, a bridovi vjerojatnosti prijelaza. U dijagramu stanja crtaju se samo bridovi koji reprezentiraju
vjerojatno prijelaza vece od nule (F;; > 0). Takoder moZemo definirati stazu od vrha s; do vrha
s; koja predstavlja skup bridova koji vode od vrha s; do vrha s;. Za stanje s; reCi ¢emo da je
dohvatljivo iz stanja s; ako u dijagramu stanja postoji staza od vrha s; do vrha s;. Za dva stanja

re¢i ¢emo da su povezana ako su medusobno dohvatljiva.

23Na primjer, ako je X,, = 6, kaZemo da je proces u stanju 6 u trenutku 7.
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Definicija 3.2. Matrica prijelaza Markovljevog lanca daje vjerojatnosti prijelaza iz jednog stanja
u drugo u jednoj vremenskoj jedinici. Te vjerojatnosti prijelaza u jednom koraku Markovljevog

lanca s konacnim skupom stanja predstavljamo matricom

POO POl PR POK
Py P :
p_ .10 11 _ (3.3)
_PKO e PKK—

P ima nenegativne elemente i zbroj svakog reda je 1. Nenegativna matrica P s redovima
kojima je zbroj 1 naziva se matrica prijelaza ili stohasticka matrica. Informacije potrebne za
predvidanje nekog buduceg stanja X, ,,, ako je trenutno stanje X,,, sadrZane su u vjerojatnosti

prijelaza u n — tom koraka.

Definicija 3.3. Za konacni Markovljev lanac, vjerojatnosti prijelaza u n-tom koraku dane su

matricom P(n) koja ima i, j-ti element

i, j-ti element P(n) nam govori o vjerojatnosti prijelaza iz stanja ¢ u stanje j za to¢no n koraka.
Zan =1, P(1) = P, matrica prijelaza stanja. Bitno je imati na umu da P;;(n) mora uzeti u obzir
vjerojatnost svakog puta od n koraka od stanja ¢ do stanja j, pa je lakSe definirati nego izraCunati
vjerojatnosti prijelaza u n koraka. Chapman-Kolmogorove jednadZzbe daju rekurzivni postupak za
izraCunavanje vjerojatnosti prijelaza u n koraka. Te jednadZzbe se temelje na opaZanju da prelazak

od ¢ do j u n + m koraka zahtijeva da budemo u nekom stanju £ nakon n koraka.

Teorem 3.2. Za konacni Markovljev lanac, vjerojatnosti prijelaza u n —tom koraku zadovoljavaju

Pyj(n+m) = 2)% n)Pyj(m P(n+ m) = P(n)P(m). (3.5)

Za konacni Markovljev lanac s K stanja, Chapman-Kolmogorove jednadZbe mogu biti izrazene
u terminima matricnog mnoZenja prijelazne matrice P. Za m = 1, matri¢ni oblik Chapman-

Kolmogorovljevih jednadzbi daje P(n + 1) = P(n)P, iz Cega slijedi nas sljede¢i rezultat.

Teorem 3.3. Za konacni Markovljev lanac s matricom prijelaza P, matrica prijelaza u n — tom
koraku je
P(n) =P". (3.6)

Definicija 3.4. Stacionarna distribucija Markovljevog lanca opisuje distribuciju X; nakon do-
voljno dugog vremena da se raspodjela X, vise ne mijenja. Uzmimo da je m vektor stupca vjero-
Jjatnosti na stanjima koja Markovljev lanac moZe posjetiti. Tada je m stacionarna distribucija ako
ima svojstvo

7’ =7TP. (3.7)
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Nemaju svi Markovljevi lanci stacionarnu distribuciju, ali za neke klase matrice prijelaza (one

koje definiraju ergodicke Markovljeve lance) stacionarna distribucija zajamceno postoji.

Sada kada smo definirali nama najpotrebnije pojmove za baratanje Markovljevim lancima,
vrijeme je da damo jedan malo sloZeniji primjer Markovljevog lanca. Dobar primjer njegove

upotrebe je predvidanje ponaSanja reda na blagajnama nekog ducana/supermarketa.

Primjer 3.2. Recimo da imamo supermarket sa Cetiri blagajne. U ovom sustavu za svaki korak n
postoje Cetiri opcije, osim za krajnje slucajeve 0 i 4, u kojima kupac ne moZe otici s blagajne (jer
nema nijednog kupca na blagajni), odnosno ne moze doc¢i novi kupac na red na blagajnu (jer su

sve blagajne zauzete), sto se moZe vidjeti iz slike njegovog dijagrama stanja:

Slika 3.3. Dijagram stanja za red na blagajnama

Dakle, cetiri spomenute opcije su, kao Sto se vidi iz slike 3.3:

1. Kupac dolazi na blagajnu (sustav se pomice u desno)
2. Kupac odlazi s blagajne (sustav se pomice u lijevo)

3. U istom trenutku jedan kupac dolazi na blagajnu, dok drugi odlazi s blagajne (sustav ostaje

u istom stanju)

4. Ne dogodi se nista (sustav ostaje u istom stanju)

Kako moZemo predvidjeti buduce stanje u supermarketu? Jednostavno, ovisi o tome kakvo je stanje
trenutno u njemu, to je sve sto trebamo znati da bi mogli napraviti predvidanje njegovog buduceg

stanja, ako znamo vjerojatnosti mogucih koraka iz svih mogucih stanja.

Recimo da je u svakom trenutku jednaka vjerojatnost da kupac dode na blagajnu ili ode s
blagajne. Onda Ce vjerojatnost pomaka sustava u lijevo ili desno biti 0.25 te 0.5 da ostane u
istom stanju, posto postoje dvije mogucnosti da sustav ostane u istom stanju, odnosno 0.33 i 0.67

za krajnja stanja. Pogledajmo sada kako bi izgledala matrica prijelaza dobivena iz dijagrama

stanja:
[Py P O O 0] [067 033 0 0 0]
Py Ph P 0 0 025 05 025 0 0
P=|0 Py Po Py 0|=|0 02 05 025 0 (3.8)
0 0 Py Py Py 0 0 025 05 025
|0 0 0 Py Py [0 0 0 033 067
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Probajmo sada vrsiti predvidanja nekoliko buducih stanja ovog sustava. Uzeti cemo da je P(0) =
1 000 O] , odnosno da nema kupaca na blagajnama. Matricu prijelaza prvog koraka dobiti
¢emo tako da pomnoZimo pocetno stanje P(0) s matricom prijelaza: P(1) = P(0)- P, i tako dalje

za sve iduce korake. Izracunajmo matrice prijelaza prva tri koraka:

(067 033 0 0 0 |
025 05 025 0 0

P(1) = P(0)- P = [1 00 0 0}- 0 025 05 025 0 |= [0.67 033 0 0 0
0 0 025 05 025
0 0 0 033 067]

(3.9)
P(2)=P(1)-P = [0.67 033 0 0 o]-P: [0.5314 0.3861 0.0825 0 0] (3.10)
P3)=P(2)-P = [0.5314 0.3861 0.0825 0 o} P = [0.4526 0.389 0.1378 0.0206 0

(3.11)

Ovi rezultati nam govore koja je vjerojatnost da se nademo u pojedinom stanju nakon odre-
denog broja koraka ako krenemo iz stanja 0. Tako vidimo da je nakon 1 koraka vjerojatnost da
budemo u stanju sy = 0.67 te stanju s; = 0.33, sto je lako uociti i bez mnoZenja matrica, no, ovaj
proces postaje korisniji kako raste broj koraka. Ako se pitamo koja je vjerojatnost da se nademo
u stanju sy nakon 3 koraka, samo trebamo pogledati u matricu P(3) iz koje moZemo ocitati da je
Py2(3) = 0.1378. Kako je ovaj Markovljev lanac ergodicki (vise o tome kasnije), zajamceno je
da ¢e imati stacionarnu distribuciju. Ako nastavimo racunati P-ove do odredenog broja, matrica

prijelaza Ce se prestati mijenjati. Pa je tako recimo P(49) i P(50):
P(49) = [0.16857158 0.22215133 0.22147651 0.22080169 0.16699889} (3.12)

P(50) = [0.16848079 0.22207341 0.22147651 0.22087961 0.16708968] (3.13)

Vidimo da su P(49) i P(50) prakticki identi¢ni (razlika tek na Cetvrtoj decimali), Sto nam govori

da je lanac vec sigurno usao u stacionarnu distribuciju.
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1.0 —

0.8 A S

WM PO

0.6

0.4 1

0.2 A

0.0 A

Slika 3.4. Simulacija Markovljevog lanca, isprogramirano u Python-u (A.2).

Slika 3.4 je simulacija ovog Markovljevog lanca isprogramirana u programskom jeziku Python
i pokazuje ponasanje vektora stanja za korake n = 0,1,...,50. Ako usporedimo nas izracun i
sliku odokativno vidimo da lijepo prati nase dobivene vrijednosti. Uzmimo recimo stanje sq (na
slici oznaceno plavom bojom), vidimo da za n = 1 ima vrijednost ~ 0.67, za n = 2 vrijednost
~ 0.53, za n = 3 vrijednost =~ 0.45 i za n = 50 vrijednost ~ 0.17. To odgovara nasim izracunima
u (3.9), (3.10), (3.11), (3.12) i (3.13). Kod provjere vidimo da i za ostala stanja sve odgovara.
Takoder moZemo primijetiti da ve¢ oko 30-og koraka ulazimo u stacionarno stanje. S pomoci
programiranja lako izbjegnemo mukotrpno racunanje sa samo par linija koda, te vidimo lijepim

grafickim prikazom kako se ponasa Markovljev lanac.

Primjer 3.2 spada pod specijalni tip Markovljevih lanaca koje nazivamo slucajna Setnja. Njome

¢emo se viSe pozabaviti u 5. poglavlju.

Prije nego Sto nastavimo dalje na klasifikacije stanja Markovljevih lanaca, dajmo joS jedan

primjer Markovljeva lanca.

Primjer 3.3. Markovljev lanac s dva stanja moZe se koristiti za modeliranje Sirokog spektra sus-
tava koji se naizmjenicno krecu izmedu stanja ON i OFF. Nakon svake jedinice vremena u OFF
stanju, sustav se ukljucuje s vjerojatnosSéu p. Nakon svake jedinice vremena u stanju ON, sustav
se iskljucuje s vjerojatnoséu q. Dajmo neke brojeve vrijednostima p i q. Recimo da je p = 0.3, a

q = 0.6. Koriste¢i 0 i 1 za oznacavanje stanja ON i OFF, Markovljev lanac za ovaj sustav je
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0.7 0.4
0.3
0.6
Matrica prijelaza onda izgleda:
1— 0.7 0.3
p=| "t P |- . (3.14)
q 1—gq 0.6 04

Recimo da je pocetno stanje P(0) = [1 O}, odnosno pocetno stanje je OFF. Matrica prvog
koraka P (1) bila bi:

P(1) = P(0)-P = [1 0} : [g; gi] - [0.7 0.3], (3.15)

Sto znaci da je vjerojatnost da nakon jednog koraka budemo u stanju OFF 0.7 te u stanju ON 0.3.

1.0 — 0

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

0.0 A

T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Slika 3.5. Simulacija Markovljevog lanca, isprogramirano u Python-u (A.2).

Isto dobivamo matrice P(2) i P(3):

[0.7] o7 06

P(2)=P(1)-P= _0'3] : [o.za 0'4] - [0.67 0.33] (3.16)
0.67] [0.7 06

P(3)=P(2)-P= _0'33] : [0.3 0.4] - [0.667 0.333} . 3.17)
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Vidimo da su jednadzbe (3.16) i (3.17) gotovo identicne (razlika na 3. decimali), sto znaci da
ovaj lanac ulazi u stacionarnu distribuciju vrlo brzo, veé nakon 3 koraka. Slika 3.5 je dobivena na

isti nacin kao 3.4, te na njoj takoder vidimo da nakon 3 koraka ulazimo u stacionarnu distribuciju.



4. Klasifikacija stanja u Markovljevu lancu

U ovom poglavlju analiziramo stanja Markovljeva lanca u odnosu na njegovu povezanost s
drugim stanjima, te kako se te razliCite povezanosti stanja odraZavaju na cijeli Markovljev lanac.
Primjerice, postoje stanja koja su povezana sa svim njima dohvatljivim stanjima koja nazivamo
povratnim, stanja iz kojih lanac ne moZe izaci, kao Sto je, na primjer, zavrSetak igre na srecu,
koja nazivamo apsorpcijskim te prijelazna stanja u kojima se kratko zadrzavamo. Da bismo mogli
jasno objasniti razli€ita stanja, moramo prvo objasniti osnovne pojmove potrebne za to, a to su

dohvatljivost 1 povezanost.

Definicija 4.1. Stanje j je dohvatljivo iz stanja i, zapisano i — j, ako je P;;(n) > 0 za nekin > 0.
Kada j nije dohvatljivo iz 1, pisemo i - j. U grafu Markovljevog lanca, i — j vrijedi ako postoji
put od i do j.

Definicija 4.2. Stanja i i j su povezana, zapisano i <> j, ako vrijedi i — j i j — 1, odnosno da je

t dohvatljivo iz j i obrnuto.

P12

Py

P33

Psy

Slika 4.1. Primjer dohvatljivih i povezanih stanja

Na slici 4.1 stanja ss, s3 1 s4 dohvatljiva su iz s; (te i iz svih ostalih stanja), no stanje s; nije
dohvatljivo iz njih, tako da medusobno nisu povezani. Stanja so, s3 1 s, medusobno su dohvatljiva,

pa su povezana.

Stanja Markovljevih lanaca klasificiramo na sljedec¢i nacin:

1. Stanje s; zovemo prijelaznim ako postoji stanje s; dohvatljivo iz s;, ali da s; nije dohvatljivo
iz s;. Ako iz prijelaznog stanja izademo, postoji vjerojatnost veca od 0 da se u njega vise

nikad ne vratimo.

21
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2. Stanje s; zovemo povratnim ako je povezano sa svim stanjima s; koja su dohvatljiva iz s;.

Py Pas
Py
Slika 4.2. Primjer prijelaznog i povratnog stanja

U ovom primjeru stanje s; je prijelazno, a stanja sq 1 s3 su povratna.

3. Stanje s; zovemo apsorpcijsko ako je p;; = 1, odnosno ako udemo u to stanje, vise iz njega

ne mozemo izaci.

P12 P23

OO O-1E

Slika 4.3. Primjer apsorpcijskog stanja

U ovom primjeru stanje ss je apsorpcijsko. Vidimo da kada u njega udemo, nikada vise iz

njega necemo izaci.

4.1. Ergodicki Markovljevi lanci

Definicija 4.3. Ergodicki Markovljev lanac je onaj kojemu su sva stanja povezana.

Ergodi¢nost Markovljevog lanca lako se provjerava na dijagramu stanja. To je lanac kod koji,
uz neke uvjete, u dovoljno velikom vremenskom periodu prolazi kroz sva svoja stanja. Vektor
stacionarnih vjerojatnosti nazivamo vektor stanja p za kojeg vrijedi p = pP. Svaki ergodicki
Markovljev lanac ima jedinstveni vektor stacionarnih vjerojatnosti te vrijedi zakon velikih brojeva
za ergodicke Markovljeve lance koji kaze da i-ta komponenta vektora stacionarnih vjerojatnosti
aproksimativno predstavlja postotak vremena koji lanac provede u stanju s; i to je obi¢no vrijednost

koju promatramo kod ovog tipa lanaca.

Rijesimo nekoliko primjera zadataka s ergodicnim Markovljevih lanaca. Glavna stvar koja nas

zanima je ispitati njihovu ergodi¢nost i izraCunati njihovu stacionarnu distribuciju.

Primjer 4.1. Ispitajmo ergodicnost Markovljevog lanca zadanog prostorom stanja S = 1,2 i

p:(g ;).

matricom prijelaza
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Rjesenje.

Dijagram stanja ovako zadanog Markovljevog lanca izgledati Ce:

Vidimo da su oba stanja povezana, te da u dijagramu nema petlji, odnosno niti jedno stanje nije
apsorpcijsko. Zaklju€ujemo da je lanac ergodicki. [

Primjer 4.2. Odredimo vektore stacionarnih stanja za Markovljeve lance definirane sa sljedecim

dijagramima stanja:

a)

b)

Rjesenje.
a) Simulacijom lanca dolazimo do odgovora:

7= (0.2 0.4 0.4) 1)



1.0 - — 0
—1
— 2
0.8 -
0.6 -
0.4
0.2
004
T T T T T
0 5 20 25 30 35

Slika 4.4. Simulacija Markovljevog lanca, prikaz stacionarne distribucije.

Python-u. (A.2).

b) Simulacijom lanca dolazimo do odgovora:

Slika 4.5. Simulacija Markovljevog lanca, prikaz stacionarne distribucije.

Python-u. (A.2).

Za pojaSnjenje slike 4.4 pogledati 3.4.

p= <0.797 0.239 0.6574 0.0239>

1.0 4 — 0
— 1
— 2
0.8 - — 3
0.6
0.4 4
0.2
0.0
T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 75 10.0 125 150 17.5 20.0

24

Isprogramirano u

4.2)

Isprogramirano u
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Za pojaSnjenje slike 4.5 pogledati sliku 3.4.

]

Primjer 4.3. Jedan trgovacki lanac istraZuje prodaju nekog artikla od dvaju razlicitih proizvo-
daca, oznacimo ih s A i B. U prvom je periodu prodaja artikla proizvodaca A bila 55%, naprema
prodaji proizvodaca B od 45%. U drugom periodu odnos je bio 67% : 33%, dok je u trecem
odnos bio 70% : 30%. Pretpostavljeno je da se opisani proces moZe pratiti kao Markovljev lanac.
Odredimo:

a) Prostor stanja i interpretirajmo zadane informacije u terminima teorije Markovljevih la-

naca.
b) Matricu prijelaznih vjerojatnosti.
c) Koliki ce biti odnos prodaje u trecem periodu.

d) Odnos prodaje nakon duZeg vremenskog perioda.
Rjesenje.

a) Prostor stanja Markovljevog lanca ovdje definiraju dogadaji A - prodan je proizvod proizvo-
daca A i B - prodan je proizvod proizvodaca B. Informacije o omjeru prodaje u zadatku su

u biti vektori stanja te moZemo pisati
ﬁ(O):<0.55 0.45), ﬁ(l):<0.67 0.33), ﬁ(2):<0.7 o.3>. 4.3)

b) Iz teksta zadatka ne moZemo direktno odrediti vjerojatnosti prijelaza, pa tako i matricu pri-
jelaza, ve¢ ¢emo to uCiniti koriStenjem vektora stanja. Kako prostor stanja ima samo dva

elementa A i B to ¢e matrica prijelaza biti drugog reda, odnosno bit ¢e oblika

1—
p=(" TP, (4.4)
p2 1 —po
Vrijedi:
p(1) =p(0)P, p(2)=p(1)P (4.5)
odakle slijedi sustav jednadzbi:
0.55p1 + 0.45p, = 0.67, 0.67p; + 0.33p2 = 0.7 (4.6)
koje rjeSavamo:
0.33ps = 0.7 — 0.67p; — py = 2.12 — 2.03p, 4.7)

0.55p; + 0.45(2.12 — 2.03p;) = 0.67
— 0.364p, = —0.284545
p1 + 0.7825 — py = 2.12 — 2.03p; = 0.5325
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pa su rjeSenja:

P =0.7825 i py=0.5325 (4.8)
1—p =02175 i 1—py=0.4675

te je matrica prijelaza oblika

0.7825 0.2175
pP= . (4.9)
0.5325 0.4675

¢) Odnos prodaje u tre¢em periodu predstavlja vektor stanja p(3), pa imamo:
73) = 52)P = (07075 0.2925) (4.10)

d) Odnos prodaje nakon duzeg vremenskog perioda dan je vektorom stacionarnih vjerojatnosti.
Vektor stacionarnih vjerojatnosti dobivamo rjesavanjem jednadzbe p' = p’P odakle dobivamo
dajep = (0.71 0.29) Sto znaci da ¢e se nakon duZeg vremenskog perioda odnos prodaje

stabilizirati na 71% : 29%. Istu stvar dobijemo simulacijom ovog lanca:

1.0 — 0

0.8

0.6

0.4

0.2 A

0.0 1

Slika 4.6. Simulacija Markovljevog lanca, prikaz stacionarne distribucije. Isprogramirano u
Python-u. (A.2).

Za pojasnjenje slike 4.6 pogledati sliku 3.4.
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Primjer 4.4. Uredaj u laboratoriju se testira svaki tjedan i biljeZi se njegovo stanje. Stanje uredaja
moZe biti izvrsno, dobro, zadovoljavajuce i loSe. Novi uredaj ¢e nakon tjedan dana rada ostati u
izvrsnom stanju s vjerojatnoscu od 0.7. Ocjenu dobro dobit ce s vjerojatnoséu od 0.2, a ocjenu
zadovoljavajuce s vjerojatnoséu od 0.1. Uredaj koji je ocijenjen ocjenom dobro, nakon tjedan
dana rada i dalje dobiva ocjenu dobro u 60% slucajeva, ocjenu zadovoljavajuce u 20% te ocjenu
lose takoder u 20% slucajeva. Uredaj koji je dobio ocjenu zadovoljavajuc¢e nakon tjedan dana
rada dobiva istu ocjenu s vjerojatnoscu od 0.5, sto je i vjerojatnost da dobije ocjenu lose. Uredaj
koji dobije ocjenu loSe mora se popraviti. Popravak traje tjedan dana i nakon popravka je uredaj

u izvrsnom stanju.

a) Modelirajmo opisanu situaciju pomocu Markovljeva lanca. Nacrtajmo dijagram stanja i

odredimo matricu prijelaza.

b) Gledajuci duZi period vremena, odredimo koliki dio vremena laboratorij radi s uredajem u

izvrsnom stanju, a koliki dio vremena s uredajem u losem stanju.

c) Ako je uredaj trenutno u dobrom stanju, odredimo kolika je vjerojatnost da ¢e u tom stanju

biti i za dva tjedna.
Rjesenje.

a) Oznacimo stanja s poCetnim slovom ocjene redom s [ (izvrsno), D (dobro), Z (zadovolja-

vajuce) i L (loSe). Pripadni dijagram Markovljeva lanca izgleda ovako:

0.6

dok je pripadna matrica prijelaza oblika:

0.7 0.2 0.1 0
0 06 02 02

P= . .11
0 0 05 05

10 0 O
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b) Da bi odredili koliki dio vremena u nekom duzem periodu laboratorij radi s uredajem u

odredenom stanju, trebamo odrediti stacionarnu distribuciju.

1.0 A

0.8

0.6 1

—_— 2
— 3

0.4 1

0.2 1

0.0 1

N

15

20 25

Slika 4.7. Simulacija Markovljevog lanca, prikaz stacionarne distribucije. Isprogramirano u

Python-u. (A.2).

Kao $to vidimo na slici 4.7, uredaj je u izvrsnom stanju oko 45% vremena, a u loSem stanju

oko 14% vremena. Za detaljnije pojaSnjenje slike 4.7 pogledati sliku 3.4.

¢) Oznacimo trenutno stanje, dobro, s P(0) = (0 10 O). Trazimo kolika je vjerojatnost

da smo za dva tjedna (u ovom sluéaju to su 2 koraka) i dalje u dobrom stanju, dakle P(2) =7.

0.7 02 01 0
0 06 02 02

HU=P®»P=@ 100) :(ooﬁuzoﬂ(Mm
0 0 05 05
1 0 0 0

PE)=P1)-P=(0 06 02 02)-

TraZena vjerojatnost jednaka je 36%.

0.7 02 01 O

0 06 02 02

=<O.2 0.36 0.22 0.22)
0 0 05 05
10 0 O
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4.2. Apsorpcijski Markovljevi lanci

Definicija 4.4. Apsorpcijski Markovljev lanac je onaj koji ima barem jedno apsorpcijsko stanje

dohvatljivo iz svih preostalih stanja. U njemu ¢e sva stanja koja nisu apsorpcijska biti prijelazna.

Osnovna karakteristika apsorpcijskih Markovljevih lanaca je da ¢e se nakon dovoljnog broja
koraka proces apsorbirati u jedno od apsorpcijskih stanja, odnosno u¢i u stanje iz kojeg vise nece

mo¢i iza¢i. Matrica prijelaza apsorpcijskog Markovljevog lanca moZe se zapisati

_ ([ QR
pP= (%) : (4.13)

gdje je () matrica prijelaznih vjerojatnosti izmedu prijelaznih stanja, R matrica vjerojatnosti prije-

laza iz prijelaznih u apsorpcijska stanja, a / jedini¢na matrica odgovarajucih dimenzija. Matricu
N=({I-Q)"! (4.14)

zovemo baznom matricom apsorpcijskog Markovljevog lanca. Ako proces krece iz prijelaznog
stanja s;, oCekivani broj dohvacanja prijelaznog stanja s; jednak je elementu n;; bazne matrice.
Ocekivano vrijeme ¢; (odnosno broj koraka) do apsorpcije procesa ako proces krece iz stanja s;

jednako je sumi elemenata i-tog retka bazne matrice.

Kod apsorpcijskih Markovljevih lanaca promatra se i matrica
B=NR (4.15)

Ciji element b;; oznacava vjerojatnost apsorpcije procesa u apsorpcijskom stanju a; ako je proces

krenuo iz prijelaznog stanja s;.

Sada ¢emo, kao 1 kod ergodickih, rijesiti nekoliko primjera apsorpcijskih Markovljevih lanaca.
Tu Ce glavna stvar koju ¢emo ispitivati biti je li lanac apsorpcijski, te koliko mu treba da dode do

apsorpcijskog stanja.

Primjer 4.5. Prostor stanja Markovljeva lanca dan je sa S = {1,2,3,4}, a pripadna matrica
prijelaza sa
1-p 0 p 0
g 0 ¢ 0
0O 0 1—-p0p
0O 0 0

(4.16)

a) Odredimo vrijednost parametra q i nacrtajamo dijagram prijelaza zadanog Markovljevog

lanca.
b) Klasificirajmo stanja zadanog Markovljevog lanca u ovisnosti o vrijednosti parametra p.

c) Odredimo postoji li vrijednost parametra p za koju je lanac apsorpcijski, te postoji li vrijed-

nost parametra p za koju je lanac ergodicki.
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Rjesenje.

a) Parametar ¢ mora biti jednak 0.5 buduci da suma vjerojatnosti u svakom retku mora biti

jednaka 1. Dijagram prijelaza izgleda ovako:

b) Sa dijagrama prijelaza je odmah vidljivo da je stanje 2 prijelazno neovisno o vrijednosti
parametra p. Ako je p = 0, stanja 1 i 3 postaju apsorbirajuca, a stanje 4 prijelazno. Ako je
0 < p < 1stanjal, 314 su povratna.

¢) Lanac moze biti apsorpcijski samo ako je p = 0 jer tada dozvoljava apsorpcijska stanja.
Medutim, u tom slucaju apsorpcijsko stanje 1 nije dohvatljivo iz stanja 4, a apsorpcijsko
stanje 3 ni iz stanja 1 ni iz stanja 4, pa lanac nije apsorpcijski jer nema niti jedno apsorpcijsko
stanje dohvatljivo iz svih preostalih stanja. Kako stanje 2 nije dohvatljivo niti iz jednog

stanja, neovisno o vrijednosti p, lanac ne moZze biti ni ergodicki.

]

Primjer 4.6. Apsorpcijski Markovljev lanac zadan je prostorom stanja S = {1,2,3} i matricom

prijelaza
11 1
3 3 3
P=10 3 % 4.17)
0 0 1
u kanonskoj formi. Odredimo ocekivano vrijeme koje je potrebno da se dogodi apsorpcija, pocevsi
od stanja 1.
Rjesenje.

Odredimo najprije baznu matricu zadanog lanca. Vrijedi:

2 _1\"" /3 4
N=(I-Q)'= (8 ;) = ((2) 2) . (4.18)
Nadalje vrijedi:
2 3 5
tlzjzlnlj:§+1:§, (4.19)

Sto je trazeno oCekivano vrijeme. [
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Primjer 4.7. Odredimo kanonski oblik matrice prijelaza i baznu matricu za apsorpcijski Markov-

ljev lanac sa prostorom stanja S = {1,2,3,4,5} i matricom prijelaza zadanom sa:

10 0 0 O
04 02 03 0 0.1
P=10 0 1 0 0. (4.20)
0.1 05 0.1 0.1 0.2
o o0 0 1 0

Preuredimo prostor stanja tako da odgovara matrici prijelaza u kanonskom obliku i odredimo

ocekivani broj koraka potreban da sustav iz stanja 4 dode do apsorpcijskog stanja.

Rjesenje.
Da bi dobili kanonski oblik matrice prijelaza prostor stanja moramo urediti primjerice ovako S =

{2,4,1,3,5}. Matrica prijelaza sada izgleda ovako:

02 0 04 03 0.1
0.5 01 0.1 0.1 0.2
P=fo0o o 1 0 0. (4.21)

Za baznu matricu dobivamo:

-1

08 0 1.25 0
N=(I-0Q)"'= = . 4.22
(I=Q) (—0.5 0.9 ) (0.694 1.111) (4:22)

U novom prostoru stanja originalno stanje 4 je stanje 2 tako da traZimo t,. Vrijedi

2
ty = mg =0.694+ 1.111 = 1.805. (4.23)
j=1

]

Primjer 4.8. Bacamo novci¢ uzastopno i nezavisno. Odredimo ocekivani broj bacanja do pojave
uzorka PGP, gdje P oznacava da je palo pismo, a G da je pala glava. PrikaZimo dijagram
pripadnog Markovljevog lanca i izdvojimo apsorpcijsko stanje. Odredimo koliko je prosjecno

bacanja potrebno da se pojavi uzorak PGPP.

Rjesenje.

Dijagram stanja lanca izgleda ovako:

N |—

=
N[

-

(I

e

Q
N[
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Uz pretpostavku da je prostor stanja S = {0}, P, PG, PG P} matrica prijelaza ima oblik

05 05 0 O

p_ 0 05 05 0 . (4.24)
05 0 0 0.5
0 0 0 1

Apsorpcijsko stanje je stanje PG P. Pripadna bazna matrica je oblika

(4.25)

I
SN RN
SISO
I RN

TraZeni oCekivani broj bacanja predstavlja ofekivano vrijeme do apsorpcije za stanje ) i jednako

je sumi elemenata prvog retka bazne matrice, odnosno iznosi 10.

Ako se promatra uzorak PG PP, tada treba promatrati lanac

sa pripadnim matricama

05 05 0 0 O

6 6 4 2
0 05 05 0 0
4 6 4 2
P=105 0 0 05 0|, N= , (4.26)
4 4 4 2
0 0 05 0 05
2 2 2 2

o 0 0 0 1

pa zakljucujemo da ¢e do pojave uzorka PGP P proci u prosjeku 18 bacanja. [



5. Specijalni primjeri Markovljevih lanaca

Markovljevi lanci imaju vrlo Siroku primjenu u modeliranju svakakvih sustava u mnostvu grana
znanosti. U ovom poglavlju ¢emo detaljnije pogledati neke od zanimljivih primjera specijalnih
slucaja upotrebe Markovljevih lanaca. Medu njima su slucajna Setnja, proces radanja i umiranja,
problem propasti kockara i PageRank algoritam kojim se koristila prva verzija Google trazilice.
Poglavlje je obradeno po izvorima: [1, 2, 25, 26, 27].

5.1. Slucdajna Setnja

Razmotrimo sljedecu jednostavnu sluc¢ajnu Setnju cijelim brojevima Z: pocinjemo u 0, zatim u
svakom vremenskom koraku idemo gore za jedan uz vjerojatnost p ili dolje za jedan uz vjerojatnost
g=1—p Kadajep =q = %, jednako je vjerojatno da ¢emo i¢i gore kao 1 dolje, a to nazivamo

jednostavnom simetri¢nom slu¢ajnom Setnjom.

1D Random Walk in Python 1D Random Walk in Python

—4 4

Slika 5.1. Dvije simulacije jednostavne slucajne Setnje. Izvor: izrada autora (A.4).

Na slici 5.1 vidimo dvije simulacije jednostavne slucajne Setnje. Vidimo da za svaki korak po
x-0s1 stanje se moze pomaknuti ili za 1 prema gore ili za 1 prema dolje po y-osi. Brzo moZemo

zakljuciti da je vjerojatnost da ¢e dvije slucajne Setnje biti identi¢ne prakticki 0.

Jednostavna slu¢ajna Setnja jednostavan je, ali vrlo koristan model za mnoge procese, poput ci-
Jjena dionica, veli¢ine populacije ili poloZaja Cestica plina. Jednostavna slucajna Setnja ponekad se
nazivai "Setnja pijanca", sugerirajuci da bi mogla modelirati pijanu osobu koja pokusSava doteturati
kuéi.

Ovo mozemo napisati kao stohasti¢ki proces (X,,) s diskretnim vremenomn = {0,1,2,...} =

33
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Z., 1 diskretnim prostorom stanja S = Z, gdje je Xy = 01, zan > 0, imamo

(5.1)

X X, +1 svjerojatnoséu p,
mH X, —1 svjerojatnoscu q.

Iz (5.1) se jasno vidi da X, 1 (buducnost) ovisi 0 X,, (sadaSnjosti), ali, s obzirom na X, ne ovisi
0X,1,...,X1,Xo (proslost). Stoga Markovljevo svojstvo vrijedi, a jednostavna slucajna Setnja

je diskretni vremenski Markovljev proces odnosno Markovljev lanac.

Alternativni naCin zapisa jednostavne slucajne Setnje je

Xo=Xo+ Y 7 (5.2)

i=1
gdje je pocetna tocka Xy = 0, a prirastaji £, Zs, ... suneovisne i identi¢no distribuirane slucajne
varijable s distribucijom danom s P(Z; = 1) = pi P(Z; = —1) = ¢. Svaki stohasticki proces

oblika (5.2) za neki X i1 neku distribuciju za neovisne i identicno distribuirane Z;-eve zove se

slucajna setnja (bez rijeci jednostavna).

Slucajne Setnje Cesto imaju prostor stanja S = Z, poput jednostavne slucajne Setnje, ali se
mogu definirati na drugim prostorima stanja. Mogli bismo promatrati viSedimenzionalne jednos-
tavne slucajne Setnje. U Z», na primjer, mogli bismo iskoraciti gore, dolje, lijevo ili desno s
vjerojatnoséu za svaki smjer i. Cak bismo mogli imati i kontinuirani prostor stanja kao 3to je
R, kada bi, na primjer, Z;-evi imali normalnu distribuciju. Ovu strukturu moZemo koristiti za
izraCunavanje ocekivanja ili varijance bilo koje slucajne Setnje (ukljucujuci jednostavnu slucajnu

Setnju).

Pocnimo s izraCunavanjem ocekivanja. Za slucajnu Setnju (.X,,) imamo

EX, =E (XO +) Zi) =EX,+ Y EZ =EX, +nEZ, (5.3)

i=1 i=1

gdje smo koristili linearnost ocekivanja i da su Z;-evi identi¢no rasporedeni. U slucaju jednostav-

nog slucajnog hoda, imamo E.X, = 0, buduc¢i da sa sigurnoSc¢u polazimo iz 0, i

Elez,zIP’(Zl:z):lXp+(—1)><q:p—q. (5.4)

Z€7Z

Dakle, za jednostavnu sluéajnu Setnju, EX,, = n(p — ¢q). Ako je p > % tadajep > ¢, paEX,, s
vremenom postaje sve veéi, dok ako je p < %, tada [EX,, s viemenom postaje sve manji. Ako je
p= % = ¢, Sto je slucaj jednostave simetri¢ne slucajne Setnje, tada je o¢ekivanje £X,, = 0 za sva

vremena.

Izracunajmo sada varijancu slucajne Setnje. Imamo

Var(X,) =Var (Xo + Z Zi> =VarX, + Z VarZ; = VarXo+nVarZ, (5.5)
i=1 i=1
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gdje je bilo presudno da su X i svi Z;-evi bili neovisni (pa nismo imali ¢lanove kovarijacije).

Za jednostavnu slu¢ajnu Setnju imamo VarX, = 0, bududi da uvijek sa sigurno$¢u polazimo

iz 0. Da bismo izracunali varijancu inkremenata, piSemo

Var(Z,) = E(Z, — EZ,)? (5.6)

=p(l—=(p—a)*+a(-1-(p—q)’

= p(29)* + q(—2p)*

= 4pq® + 4p’q

= 4pq(p +q)

= 4pq.
Ovdje smo upotrijebili 1 —p =¢,1 — ¢ = pip+ g = 1. Stoga je varijanca jednostavne sluCajne
Setnje 4pgn. Vidimo da (osim ako p nije O ili 1) varijanca raste tijekom vremena, tako da postaje
sve teze 1 teze predvidjeti gdje Ce biti sluCajna Setnja. Varijanca jednostavne slucajne Setnje je
4%%7@ = n.
Primjer 5.1. Peludno zrno koje pluta na kapi vode krece se po povrsini vode jer ga molekule vode

neprestano guraju. Molekularno gibanje u kapljici vode je nasumicno, tako da je putanja koju

peludno zrno prati na povrsini vode slucajna Setnja.

Slika 5.2. Simulacija slucajne Setnje. Isprogramirano u Python-u (A.3).

Slika 5.2 graficki prikazuje slucajnu Setnju peludnog zrna po povrsini vode. Dobivena je u
programskom jeziku Python koriste¢i Matplotlib library. Vremenski tok Setnje je oznacen nijan-

sama sive boje. Sto je tamnija nijansa, to je kasniji trenutak u Setnji, odnosno veéi broj koraka n.
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Takoder, pocetak i kraj oznaceni su zelenom, odnosno crvenom tockom. Ovo je primjer dvodimen-
zionalne slucajne Setnje jer u svakom trenutku moZemo i¢i u bilo kojem od smjerova prema gore,

dolje, lijevo ili desno, za razliku od samo prema gore ili dolje, ili samo prema lijevo ili desno.

5.2. Proces radanja i umiranja

Markovljev lanac radanja i umiranja je onaj u kojem je prostor stanja skup cijelih nenegativ-
nih brojeva. Za sve i > 0, vjerojatnosti prijelaza zadovoljavaju P, ;.1 > 0, a za sve | — j| > 1,
P;; = 0. Prijelaz iz stanja ¢ u 7 + 1 smatra se rodenjem, a prijelaz iz ¢ + 1 u % smrcu. Stoga
ograni¢enje na matricu prijelaza znaci da se u jednoj jedinici vremena moZze dogoditi samo jedno
rodenje ili smrt. Mnoge primjene procesa radanja i umiranja javljaju se u teoriji redova, gdje je
stanje ¢ broj kupaca (3.2). U tom primjeru rodenja su dolasci kupaca, a smrti su odlasci kupaca.
Ogranicenje na samo jedan dolazak ili odlazak u isto vrijeme izgleda prili¢no neobic¢no, ali obi¢no
je takav lanac fino uzorkovana aproksimacija kontinuiranom vremenskom procesu, a vremenski
prirastaji su tada dovoljno mali da je viSestruko radanje ili umiranje u vremenskom prirastu malo
vjerojatno te se moze zanemariti u granicama. Procesom radanja i umiranja mozemo modelirati
Sirenje odredene zarazne boleste u nekoj populaciji, kao na primjer gripe. Jo$ jedna osoba dobije
gripu, broj raste, jo§ jedna osoba ozdravi, broj se smanjuje. Te bi vjerojatnosti zasigurno ovisile o
trenutnom stanju. Ako nitko nema gripu, vjerojatnost da ¢e se netko zaraziti vrlo je mala. Ako je

ima puno ljudi, vjerojatnost je prili¢no velika.

Slika 5.3. Markovljev lanac radanja i umiranja.

P; ;11 oznaCavamo s p; 1 P;_1 s ¢;. Dakle P; = 1 — p; — ¢;. Postoji jednostavan nacin
za pronalaZenje stacionarne distribucije lanaca radanja i umiranja. U bilo kojoj funkciji uzorka
procesa, moramo imati na umu da se broj prijelaza iz stanja ¢ u ¢ + 1 razlikuje za najvise 1 od
broja prijelaza iz « + 1 u 7. Ako proces pocinje lijevo od 7 i zavrSava desno od 7, tada se dogada
jos jedan prijelaz ¢ — ¢ + 1 od ¢ + 1 — 4, itd. Dakle, ako vizualiziramo proces obnove-nagrade s
obnovama na pojavljivanjima stanja ¢ i jedini¢nu nagradu za prijelaze iz stanja ¢ u ¢ + 1, ograniceni
vremenski prosjek broja prijelaza po jedinici vremena je m;p;. Slicno tome, ograni¢eni vremenski
prosjek broja prijelaza po jedinici vremena od 7 + 1 do ¢ je m;11¢;11. Buduc¢i da ova dva moraju
biti jednaka granici,

TiPi = Tiy1Git1 zai >0 (5.7)

Intuicija u (5.7) je da brzina prijelaza prema dolje od ¢ 4+ 1 do ¢ jednostavno mora biti jednaka stopi

prijelaza prema gore.



37

5.3. Problem propasti kockara

Problem propasti kockara (engl. The Gambler’s Ruin Problem) je poznati statistiCki scena-
rij usredotoCen na uvjetne vjerojatnosti i eksperimentalne ishode. Njegova struktura proteze se
izvan uvjetne vjerojatnosti u slucajne varijable i distribucije, posebno kao primjena jedinstvenih

Markovljevih lanaca sa zanimljivim svojstvima.

Problem propasti kockara u svom najosnovnijem obliku sastoji se od dva kockara A i B koji
igraju probabilisticku igru viSe puta jedan protiv drugog. Svaki put kada se igra igra, postoji
vjerojatnost p (0 < p < 1) da ¢e kockar A pobijediti protiv kockara B, te vjerojatnost ¢ (0 < ¢ < 1)
da ¢e pobijediti kockar B. Svaki kockar takoder ima pocetno bogatstvo koje ogranicava koliko se
moZe kladiti. Ukupno kombinirano bogatstvo oznaceno je s k, a kockar A ima pocetno bogatstvo
oznaceno s 7, Sto implicira da kockar B ima pocetno bogatstvo k —i. Bogatstvo mora biti pozitivno.
Posljednji uvjet koji primjenjujemo na ovaj problem je da e oba kockara igrati na neodredeno

vrijeme dok jedan od njih ne izgubi svo svoje pocetno bogatstvo i stoga viSe ne moze igrati.

Zamislimo da je pocetno bogatstvo 7 kockara A cijeli broj eura i da se svaka igra igra za jedan
euro. To znaci da ¢e kockar A morati igrati najmanje ¢ igara da bi njegovo bogatstvo palo na nulu.
Vjerojatnost da dobiju jedan dolar u svakoj igri je p, Sto ¢e biti jednako % ako je igra poStena za
oba kockara. Ako je p > %, tada kockar A ima sustavnu prednost, a ako je p < %, tada kockar A
ima sustavni nedostatak. Niz igara moze zavrsiti samo s dva ishoda: kockar A ima bogatstvo od k
eura (kockar B je izgubio sav svoj novac), ili kockar A ima bogatstvo od 0 eura (kockar B ima svo
bogatstvo). Glavni fokus analize je odrediti vjerojatnost da ¢e kockar A zavrsSiti s bogatstvom od
k eura ili O eura. Bez obzira na ishod, jedan od kockara ¢e zavrsiti u financijskoj propasti, otuda i

naziv propast kockara.

5.3.1. RjeSenje problema

Igra kockanja se nastavlja sve dok kockar A ne bude upropasten (X,, = 0), ili dok kockar B ne
bude upropasten (X,, = k). Zelimo odrediti vjerojatnost r; da ée kockar A zavriti s 0 eura (kockar
A upropasten) s obzirom da je poceo s ¢ eura. Dodati éemo jo$ jednu dodatnu pretpostavku: sve
igre su identi¢ne i neovisne. Svaki put kada kockari igraju novu igru, to se moze protumaciti
kao nova iteracija problema propasti kockara gdje je poCetno bogatstvo svakog kockara razlicito,

ovisno o ishodu posljednje igre.

Sto moZemo reéi o r;? Jasno je da imamo ry = 1, jer X,, = 0 znaci da je kockar A ostao bez
novca i da je upropasten, i 7, = 0, jer X,, = k znaci da je kockar A osvojio sav novac, a kockar B
propao. Sto kada je 1 < i < k — 1? Klju¢ je uvjetovati prvi korak, odnosno, mozemo zapisati

P(propast) = P(pobjeda u prvoj rundi)P(propast|pobjeda u prvoj rundi) (5.8)
+ P(gubitak u prvoj rundi)P(propast|gubitak u prvoj rundi)
= pP(propast|pobjeda u prvoj rundi) + gIP(propast|gubitak u prvoj rundi).
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smo zakon potpune vjerojatnosti, koji kaze da ako su dogadaji B,

., B, d1s3unktn1 1 pokrlvaju
cijeli prostor uzorka, tada

ZIP’ P(A|B;). (5.9)

Ovdje {Kockar A pobjeduje u prvoj rundi} i {Kockar B gubi u prvoj rundi} doista su nepovezani

dogadaji koji pokrivaju cijeli prostor uzorka. Ova ideja "uvjetovanja na prvom koraku" biti ¢e
najvazniji alat u ovom modulu.

Ako kockar A pobijedi imajudi ¢ eura, on sada ima ¢ + 1 eura. Njegova vjerojatnost propasti
sada je r; 41 jer, prema Markovljevom svojstvu, to je kao da igra ponovno pocinje s kockarom A

koji ima ¢ 4 1 eura za pocetak. Slicno, ako kockar A izgubi prvu rundu, on sada ima ¢ — 1 eura, a
vjerojatnost propasti je r;_1. Stoga imamo

Ty = Prit1 +qri-1.

(5.10)
Preuredivanjem i ukljuc¢ivanjem granica, vidimo da je jednazdba koju Zelimo rijesiti

pric1 —1ri +qri-1 =0 podloZzno 1y = 1,1, = 0.

(5.11)

Ovo je (homogena) linearna diferencijalna jednadzba. Ako postavimo p = ¢/p, tada je vjerojatnost

propasti r; dana izrazom:
i_ ok
{ pl,[fk ako p # 1,
T, =

, (5.12)
1—¢ akop=1.
Primijetimo da je p = 1 isto Sto i simetricni uvjet p = q =

Zamislimo da kockar A ne igra protiv sli¢nog protivnika, ve¢ protiv velikog kasina. U ovom
slucaju, kapital kasina k£ — 7 tipi¢no je puno veci od bogatstva ¢ kockara A. To moZemo modelirati
drzedi ¢ fiksno uzimajuéi granicu m — oo. Tipi¢no, kasino ima Sanse za dobitak vece od 50%. To

zna¢ida je p < 1 — p, dakle p > 1. U ovom slucaju vidimo da je vjerojatnost propasti

ik ) Ic_l -1
limri:limp a = li Pl _ 0
m—00 m—oo | k

= =1 5.13
—p m—oo 1/pF—1  0-—1 ’ (5.13)

pa ¢e kockar A sigurno biti upropasten
Cak 1 s velikoduSnim kasinom koji bi nudio posve poStenu igrup =1 —p = %, pajep =1

imali bismo )
m r; = lim (1—3> —1-0=1,
m—00 m—00 k

(5.14)
tako da bi ¢ak i uz ovu postenu igru kockar A sigurno bio upropasten

Takoder se moZemo zapitati koliko dugo ocekujemo da igra traje. Ovome pristupamo kao i
. ) C

prije. Neka d; oznacava ocekivano trajanje igre od stanja kada kockar A ima 7 eura. Nasi grani¢ni
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uvjeti su dyg = d;, = 0 jer X,, = 01ili X,, = k znaci da je igra gotova s propasti kockara A ili B.

Opet, nastavljamo uvjetovanjem na prvom koraku, dakle

E(trajanje) = P(pobjeda u prvoj rundi)E(trajanje|pobjeda u prvoj rundi) (5.15)
+ P(gubitak u prvoj rundi)E(trajanje|gubitak u prvoj rundi)
= pE(trajanje|pobjeda u prvoj rundi) + (1 — p)E(trajanje|gubitak u prvoj rundi).

Formalnije, upotrijebili smo drugu verziju zakona potpune vjerojatnosti,

E(X) = iIP’(Bi)]E(X|Bi). (5.16)

=1

Sada, o¢ekivano trajanje s obzirom na pobjedu u prvoj rundi je 1 + d;; ;. To je zato §to sama runda
traje 1 vremenski korak, a zatim, prema Markovljevom svojstvu, kao da ponovno kre¢emo od i+ 1.

Sli¢no tome, ocekivnao trajanje ako izgubimo prvu rundu je 1 + d;_;. Tako imamo

Preuredivanjem 1 uklju¢ivanjem grani¢nih uvjeta, imamo (nehomogenu) linearnu diferencijalnu

jednadzbu:
de_l = —dl + (1 — p)di—l =-1 podloino d() = 0, dk =0 (518)
kojoj je rjesSenje:
1 c . 1-pt
4, —{ = <Z kl—p’“) ako p 7 1, (5.19)
i(k—1) ako p = 1.

Vratimo li se ponovno razmisljanju o igranju protiv kasina, s ¢ — p > p, p > 11 m — 00, vidimo

da je ocCekivano trajanje

nmdi:nmLG—kl_pz): Lo (5.20)
Mmoo Mmoo ¢ — P L=p*) q-p q—p
Posto p* raste mnogo brze od k. Dakle, kockar A ée sigurno propasti i trebati ée, prosjecno,
k/(q — p) vremena da bi se to dogodilo. Medutim, u slucaju velikodus$nog kasina, s ¢ = p, pa je
p = 1, imamo

lim d; = lim i(k — 1) = o0 (5.21)

m—r0o0 m—o0
Dakle, ovdje ¢e kockar A sigurno propasti, ali moze proéi jako dugo vremena dok se propast ne

dogodi, buduéi da je ocekivano trajanje beskonacno.

5.3.2.  Markovljevi lanci 1 problem propasti kockara

Koristeci teorijski okvir za Markovljeve lance, sada moZemo primijeniti ove koncepte na pro-
blem propasti kockara. Koliko statisticka teorija i vjerojatnost mogu biti isprepletene nam poka-

zuje Cinjenica da to mozemo uliniti. Prvotno smo postavili problem koristeéi isklju¢ivo uvjetne
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teoreme vjerojatnosti izvedene iz osnovnih aksioma vjerojatnosti. Sada mozemo jos viSe formali-

zirati problem i dati mu viSe strukture pomoc¢u Markovljevih lanaca.

Problem propasti kockara u biti je Markovljev lanac gdje slijed iznosa bogatstva koje kockar
A ima u bilo kojem trenutku u vremenu odreduje temeljnu strukturu. U bilo kojoj toc¢ki vremena
n, kockar A moze imati ¢ bogatstvo, gdje ¢ takoder predstavlja stanje lanca u trenutku n. Kada
kockar dosegne ili 0 bogatstva ili k£ bogatstva, lanac je presao u apsorpcijsko stanje i igre se vise ne
igraju. Proces propasti kockara je u biti isti kao proces jednostavne slucajne Setnje (5.1.) zapocCete
od X, = i, osim $to imamo apsorpcijske granice 0 i k, gdje se sluCajna Setnja zaustavlja jer je

jedan od igraca propao.

Ako se lanac pomakne u bilo koje od preostalih £ — 1 stanja 1,...,k — 1, ponovno se igra
igra u kojoj vjerojatnost da ¢e kockar A pobijediti p odreduje grani¢nu distribuciju stanja u tom
odredenom trenutku u vremenu. Matrica prijelaza ima dva apsorpcijska stanja. Prvi red odgovara
scenariju kada kockar A ima 0 bogatstva, a elementi retka su (1,0,...,0). Isto tako, zadnji red
matrice odgovara scenariju kada je kockar A dosegao k bogatstvo, a elementi su (0,0,...,1). Za
svaki drugi redak 7, svi elementi su nula osim za ¢lanove s koordinatima : — 11 ¢ + 1, koji imaju

vrijednosti ¢ odnosno p.

1 0 0
qg 0 p 0
P=: 0 1 (5.22)
0O ... . q 0 p
0O ... ... 0 1

Takoder moZemo odrediti vjerojatnosti stanja u viSe koraka koriste¢i matricu prijelaza s m koraka
P™. Kako m ide u beskonacnost, matrica m koraka konvergira, ali stacionarne distribucije nisu
jedinstvene. Grani¢na matrica od P™ ima sve nule osim u prvom i zadnjem stupcu. Posljednji
stupac sadrZi sve vjerojatnosti a; da ¢e kockar zavrsSiti s k£ eura s obzirom da je poceo s ¢ dolara,
dok prvi stupac sadrzi sve odgovaraju¢e komplemente a;. Buduéi da stacionarne distribucije nisu

jedinstvene, to znaci da sve vjerojatnosti pripadaju apsorpcijskim stanjima.

1-— ao 0 ... 0 ao
(5.23)
1— Qe 0 ... 0 Qe

Ova posljednja stavka posebno je vazna jer potvrduje nas pocetni logicki slijed koraka pri izvode-
nju formula rjeSenja za propast kockara. Drugim rije¢ima, u moguénosti smo izvesti opcu formulu
za problem kao cjelinu jer stohasticki procesi (slijed igara) koji se javljaju u problemu konvergiraju
u jedno od dva apsorpcijska stanja: kockar A odlazi s k eura ili kockar A odlazi s 0 eura. Iako se
moze igrati beskonacno mnogo igara, svejedno moZemo odrediti vjerojatnost da ¢e se jedan od ova
dva dogadaja dogoditi jer prijelazna matrica Markovljevog lanca konvergira na obje stacionarne

distribucije.
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5.4. PageRank algoritam

Algoritmi za rangiranje ili algoritmi za analizu poveznica odreduju uspjeh web trazilica iz-
racunavajuéi vaznost i relevantnost pojedine stranice na World Wide Webu. Primjeri algoritama
za analizu poveznica su HITS (Hyperlink Induced Topic Search), PageRank i SALSA (Stochas-
tic Approach for Link Structure Analyis). Ovi se algoritmi oslanjaju na strukturu poveznica web

stranica.

U ovom primjeru ostati ¢emo fokusirani na PageRank algoritam. PageRank algoritam je neovi-
san o upitu i sadrZaju. Neovisno o upitu znaci da algoritam rangira sve stranice izvan mreze nakon
Sto alat za indeksiranje preuzme i indeksira stranice, a rang ostaje konstantan za sve stranice. Neo-
visan o sadrZaju znaci da algoritam ne ukljucuje sadrzaj web stranice za rangiranje, ve¢ Kkoristi
strukturu veza na webu za izracun ranga. Kada korisnik upiSe pojam upita u trazilicu, PageRank
algoritam pronalazi samo stranice na webu koje odgovaraju pojmu upita i predstavlja te stranice

korisniku prema njihovom redu njihovog PageRank-a. To nije jednostavno koliko se Cini.

PageRank algoritam tretira web kao usmjereni oznaceni graf Ciji su ¢vorovi stranice, a bridovi
hiperveze izmedu njih. Ova struktura usmjerenog grafa se naziva Web Graf (engl. Web Graph).
Graf G sastoji se od dva skupa V' i E. Skup V' je konacan, neprazan skup vrhova. Skup E je skup
parova vrhova. Ti se parovi nazivaju bridovi. Zapisi V(G) i E(G) predstavljaju skupove vrhova i

bridova, odnosno grafa G. Takoder se moze izraziti G = (V, E).

Slika 5.4. Usmjereni Web Graf G.

Na slici 5.4 vidimo da imamo vrhove V od G, V(G) = {1, 2,3}, te bridove FE od G, E(G) =
{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1)}. U usmjerenom grafu s n vrhova, maksimalan broj rubova je

n(n — 1). S 3 vrha, maksimalan broj bridova moZe biti 3(3 — 1) = 6.

Postoji niz algoritama za rangiranje temeljenih na poveznicama, medu njima PageRank je naj-
popularniji. PageRank algoritam i Google razvili su Brin i Page' tijekom svog doktorata na Stan-
ford SveuciliStu kao istrazivacki projekt. PageRank algoritam je srce Google trazilice. Google je

kao trazilica predstavljen 1998. Ubrzo nakon uvodenja, postala je jedna od najucinkovitijih traZi-

Larry Page, po imenu Lawrence Edward Page (26. oZujka 1973., East Lansing, Michigan, SAD) i Sergey Brin
(21. kolovoza 1973., Moskva, Rusija, SSSR), americki racunalni znanstvenici i poduzetnici koji su zajedno stvorili
online trazilicu Google, jednu od najuspjesnijih na Internetu.
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lica ba§ zbog toga Sto je traZilica neovisna o upitu i sadrzaju. To daje brZe rezultate jer ne ovisi
0 upitu, odnosno web-stranice se preuzimaju, indeksiraju 1 rangiraju izvan mreze. Kada koris-
nik upiSe upit na traZzilici, PageRank algoritam samo pronalazi stranice na webu koje odgavaraju
pojmu upita i prikazuje te stranice korisniku njihovog PageRank-a. PageRank algoritam koristi
samo strukturu poveznice weba radi utvrdivanja vaZnosti stranice, ne ulazeci u sadrZaj stranice.
On pruza ucinkovitiji na¢in za izraCunavanje vaznosti web stranice brojeci broj stranica koje se
povezuju na njega. Ako dolazna poveznica dolazi od poznate stranice, tada joj se daje veca teZina
od one dolazne poveznice s nepoznate stranice. PageRank-ov PR stranice p moZe se izraCunati

uzimajuéi u obzir skup stranica pa(p) koje pokazuju na p prema formuli koju je dao Brin:

PR(p)=d PORq +(1—d) (5.24)
q

qE€pap

Ovdje je d faktor priguSenja tako da je 0 < d < 1, a O, je broj izlaznih poveznica stranice g.

5.4.1. KoriStenje Markovljeva lanca u PageRank algoritmu

Zamislimo surfera koji surfa webom, nasumicno prelazeéi s jedne stranice na drugu odabi-
rujuéi odlaznu poveznicu s jedne stranice za odlazak na sljedeCu. To ponekad moZze dovesti do
slijepih ulica, odnosno stranica bez odlaznih poveznica. Dakle, odredeni dio vremena, surfer oda-
bire nasumicno stranicu s weba. To je u biti isto kao Markovljev lanac slucajne Setnje (5.1.).
Granicna vrijednost da beskona¢no predani nasumicni surfer posjecuje bilo koju stranicu je njezin
PageRank.

Broj poveznica prema stranici i sa stranice pruza informacije o vaznosti stranice. Sto ima vise
tih poveznica, to je stranica vaZznija. Povratne poveznice s viSe dobrih stranica imaju veéu teZinu
od povratnih poveznica s manje vaznih stranica. Takoder, ako dobra stranica upucuje na neko-
liko drugih stranica, tada je njegova teZina ravnomjerno rasporedena na sve te stranice. Osnovni

PageRank pocinje sa sljede¢om jednadZbom za definiranje ranga stranice p kao PR(p):

PR
PR()= ) 151 (5.25)

S 10|

gdje je p web stranica, a PR(p) PageRank stranice p. pa je skup stranica koje pokazuju na p. O, je
broj poveznica prema naprijed stranice q. PageRank dodjeljuje pocetnu vrijednost od PR,(,O) = %,

gdje je n ukupan broj stranica na webu. PageRank algoritam se onda iterira

PRF
k+1
PRI =y a

qE€pay

zak=0,1,2,..., (5.26)
|04
gdje je PR]; PageRank stranice p u iteraciji k. JednadZba (5.26) moZe se zapisati u matri¢nom
obliku. Neka je ¢* PageRank vektor u k-toj iteraciji i neka je 7" matrica prijelaza za web, zatim
slijedi

¢ =Tk (5.27)
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Ako postoji n web stranica na Internetu, 7" je n X n matrica takva da je t,,, vjerojatnost prelaska

sa stranice p na stranicu ¢ u vremenskom intervalu. Nazalost, jednadzba (5.27) ima problema s

konvergencijom, odnosno moze kruziti ili granica moze ovisiti o pocetnom vektoru. Kako bi rijesili

ovaj problem, Brin i Page izraduju ergodi¢ki Markovljev lanac (4.1.), karakteriziran primitivhom

matricom prijelaza. Ergodi¢nost jamci postojanje jedinstvenog vektora stacionarne distribucije ¢,

1

koji postaje PageRank vektor. Osnovni model uzima ¢,,, = o Ako stranica g ima skup poveznica
q

prema naprijed, O, sve se poveznice biraju jednako:

q

; { L ako postoji poveznica od p do ¢,
prq

9]
0, inace.

Staff Student Alumni

Library Home Admin
«—

v /

Slika 5.5. Primjer web grafa W nekog sveucilista, izvor: [27]

(5.28)

Slika 5.5 prikazuje primjer web grafa uzetog sa stranice SveuciliSta. Sadrzi sedam stranica,
naime, Pocetna (Home), Admin, Osoblje (Staff), Student, KnjiZnica (Library), Odjel (Dept) i Bivsi
studenti (Alumni). Koristiti cemo ovaj uzorak u nasoj Markovljevoj analizi i PageRank izraunu.

Matrica prijelaza 7' moZe se dobiti primjenom (5.28) na na$ primjer web grafa sa slike 5.5.

0 1/3 0 1/3 1/3 0 0 ]
o 0 1/3 1/3 1/3 0 0
o 0 0 0 0 0 0
T=10 0 0 0 1 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6
o 0 1/3 0 1/3 0 1/3
o 0 0 1/3 1/3 1/3 0 |

(5.29)
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U matrici prijelaza, ako je zbroj bilo kojeg reda 0, to oznaCava da postoji stranica bez poveznica
prema naprijed. Ova vrsta stranice se naziva viseci ¢vor. ViseCi ¢vorovi se ne mogu prikazati na
web grafu ako se Zeli koristiti Markovljev model. Postoji nekoliko metoda za eliminiranje ovog
problema. Jedna od njih je zamijeniti sve retke viseéeg Cvora s e/n, gdje je e vektor retka svih
jedinica i n je red matrice. U naSem primjeru, vrijednost n je 7. Koristeci tu metodu, web graf sa

slike 5.5 se modificira te izgleda ovako:

Library

Dept

Slika 5.6. Modificirani primjer web grafa W, izvor: [27]

Nove poveznice prema naprijed sa stranice Alumni prikazane su pomocu isprekidanih linija.

To ¢&ini matricu prijelaza T stohastitkom?:

[0 1/3 0 1/3 1/3 0 0 ]
0o 0 1/3 1/3 1/3 0 0
17 1/7 1/7 1)7 1/7 1)7 1)7
o 0 0 0 1 0 0 (5.30)
1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6
o 0 1/3 0 1/3 0 1/3
o 0 0 1/3 1/3 1/3 0 |

N
I

Redak 3 u matrici prijelaza T iz jednadzbe (5.30) je povezan sa svim ¢vorovima.

Postoji jos jedna metoda kod koje povezujemo hipotetski apsorpcijski ¢vor h; sa svim viseéim

¢vorovima.

?Matrica je stohastic¢ka ako je suma njenih elemenata svakog retka jednaka 1.



Staff

Library

Slika 5.7. Modificirani primjer web grafa W, izvor: [27]

Student
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Na slici 5.7 h; je hipotetski apsorpcijski ¢vor (prikazan plavom isprekidanom linijom), a Alumni

stranica je povezana s njim. Sada modificirana matrica prijelaza 7" izgleda ovako:

=~
I

0 1/3 0
0 0 1/3
0 0 0
0 0 0
1/6 1/6 1/6
0 0 1/3
0 0 0

1/3 1/3 0
1/3 1/3 0
0 0 0
0 1 0
1/6 0 1/6
0 1/3 0
1/3 1/3 1/3

0
0
0
0
1/6

1/3
0

0
0
1
0
0
0
0

(5.31)

Zadnji redak i stupac u matrici prijelaza T iz jednadZbe (5.31) je hipotetski &vor h;. Vjerojatnost

prijelaza iz stranice Alumni u h; u modificiranom grafu je 1. Sada Alumni stranica viSe nije viseca,

te je ovaj web graf isto stohastican.

Ovo stohasticko svojstvo nije dovoljno da bi nam jamcilo da ¢e Markovljev lanac konvergirati i

da e postojati vektor stacionarnog stanja. Postoji joS jedan problem s matricom prijelaza 7', a to je

da moZda nije regularna®. Na grafu, svaki ¢vor mora biti povezan sa svakim drugim ¢vorom. Ali

3Kao $to smo rekli u 4.3, Markovljev lanac je ergodicki ako su mu sva stanja povezana, no ako se iz svakog stanja
u preostala stanja moZe do¢i u to¢no n koraka kaZemo da je Markovljev lanac i regularan. Regularnost nuZno povlaci

ergodi¢nost, no obrat ne vrijedi.
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na Internetu, svaka stranica nije povezana sa svakom drugom stranicom. Da bi je napravili regular-
nom, prisiljavamo da svi unosi u matrici zadovoljavaju 0 < ¢,, < 1. To osigurava konvergenciju

q" prema jedinstvenom, pozitivnom vektoru stacionarne distribucije.

Brin i Page dodavanjem matrice F = ee'/n su napravili ovu stohasti¢nu ireducibilnu matricu

Google matricom, kao Sto vidimo u jednadzbi:
T=aT+(1—a)E (5.32)

gdje je 0 < a < 1. Google je vjerovao da ova nova matrica 7' bolje modelira stvarnog surfera
Internetom. U stvarnom Zivotu surfer ima 1 — « vjerojatnost da skoci na slucajnu stranicu na
Internetu upisivanjem URL-a u naredbeni redak preglednika i o vjerojatnost klika na poveznicu
prema naprijed u toku stranica. Mnogi istrazivaci navode da je vrijednost a koju koristi PageRank
algoritam Googlea 0.85. Izracunajmo Google matricu u jednadzbi (5.32) pomocu naseg primjera
web grafa IV tako da uzmemo vrijednost 0.85 za « 1 prikazemo je u matrici 7. Ovo izraCunavanje
matrice moZze se normalizirati na stacionarni vektor izraCunavanjem potencije matrice prijelaza. U

jednoj fazi izracuna, vrijednosti matrice postaju stacionarne.

(0 1/3 0 1/3 1/3 0 0] [1/7 17 1/7 1/7 1/7 1)7 1)7]

0 0 1/3 1/3 1/3 0 0 17 17 17 17 1)7 1)7 1)7

17 1/7 1/7 1/7 1)7 1)7 1)7 17 17 17 17 17 1)7 1)7
T=08|0 0 0 0 1 0 0]+015[1/7 1/7 17 1/7 1)7 1)7 1/7
1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6 17 17 17 1)7 1)7 1)7 1)7

0O 0 1/3 0 1/3 0 1/3 17 17 17 17 17 1)7 1)7

0 0 0 1/3 1/3 1/3 0 | 17 17 17 17 1)7 1)7 1/7]

(5.33)

[0.021 0.304 0.021 0.304 0.304 0.021 0.021]
0.021 0.021 0.304 0.304 0.304 0.021 0.021
0.142 0.142 0.142 0.142 0.142 0.142 0.142
= 10.021 0.021 0.021 0.021 0.871 0.021 0.021 (5.34)
0.163 0.163 0.163 0.163 0.021 0.163 0.163
0.021 0.021 0.304 0.021 0.304 0.021 0.304
10.021 0.021 0.021 0.304 0.304 0.304 0.021]

(5.34) su rezultati PageRank vrijednosti za 7 stranica iz primjera web grafa 1. Pretpostavimo da

nakon 30 iteracija udemo u stacionarno stanje, onda bi stacionarni vektori izgledali ovako:

s = [0.043 0.334 0.047 0.341 0.441 0.041 0.041. (5.35)

PageRank interpretira stacionarni vektor na sljedec¢i nacin. Na primjer, korisnik unese upit u

Google trazilicu koji trazi rijeC 1 i rijeC 2. Zatim traZilica traZi obrnutu indeksnu bazu podataka s



47

rije¢ju 11 2. Ova baza podataka sadrZi popis svih rijeci ili pojmova i popis dokumenata koji sadrze
rijeci ili pojmove.
Pretpostavimo da su sljedeci popisi dokumenata pohranjeni u obrnutoj indeksnoj bazi podataka

zarije€ 112.

Upitna rije¢/pojam Popis dokumenata
Rijec 1 Dokument 2, Dokument 4, Dokument 7
Rijec 2 Dokument 1, Dokuemnt 7

Tablica 5.1. Obrnuto indeksni popis dokumenata.

Dakle, relevantnost postavljena za korisnikov upit rije¢ 1 i rije¢ 2 je {1,2,4,i 7}. PageRank
ova 4 dokumenta usporeduje se kako bi se utvrdio redoslijed vaznosti. Prema naSem primjeru, 1
je stranica osoblja, 2 je stranica ucenika, 4 je stranica knjiZnice, a 7 stranica odjela. Odgovarajuce
PageRank ocjene su s; = 0.043, so = 0.334, s4 = 0.341, s; = 0.041. Ovaj PageRank algoritam
tretira stranicu dokumenta 4 (knjiZnica) kao najrelevantniju za navedeni korisnikov upit, a zatim
slijede dokument 2, 1, pa 7. Kada korisnik upiSe novi pojam upita, ponovno se pristupa bazi
podataka obrnutog indeksa i stvara se novi skup relevantnosti. Tako radi PageRank algoritam u

Google trazilici.



6. Zakljucak

U ovom radu raspisane su osnove vjerojatnosti, statistike 1 stohastike, te je s tim znanjem
objasnjeno 1 definirano Sto su Markovljevi lanci, nakon $to im je dan povijesni kontekst. Takoder
su definirane klasifikacije stanja Markovljevih lanaca, te kako utjeCu na same lance. Shodno tome,
objasnjena je razlika dvije glavne skupine Markovljevih lanaca, a to su ergodicki i apsorpcijski, te
Sto prou¢avamo kod jednih, a Sto kod drugih. Nakon toga je navedeno viSe specijalnih primjera
Markovljevih lanaca, a to su slucajna Setnja, proces radanja i umiranja, PageRank algoritam i

Problem propasti kockara.

U radu vidimo vrlo Sirok spektar upotrebljivosti Markovljevih lanaca u modeliranju pravog
Zivota i njihovu stvarno Siroku primjenu u raznim granama znanosti, kao $to su statistika, biologija,
medicina, modeliranje promjene odredene populacije, pa tako i u tehnickim znanostima. Tako
nam, recimo, u elektrotehnici mogu pomoc¢i u modeliranju koliine potroSnje elektriCne energije
u nekoj populaciji, koja u mnogo aspekata ovisi o trenutnom stanju te populacije. To stanje moze
ovisiti o vremenu, starosti, dobu godine, financijskoj ili politickoj situaciji i slicno. Markovljevi

lanci su savrSeni za rjeSavanje problema tog tipa, te ih treba imati na umu u takvim slucajevima.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Ovaj rad objasnjava i definira Markovljeve lance. Definiraju se razlicite klasifikacije stanja
Markovljevih lanaca, te razlika ergodickih i apsorpcijskih lanaca. Nakon toga promatramo njihovu

upotrebu u raznim podrucjima znanosti kroz zanimljive primjere.

Kljucne rijec¢i: Vjerojatnost, statistika, stohastika, Markovljevi lanci, ergodicki Markovljevi
lanci, apsorpcijski Markovljevi lanci, sluc¢ajna Setnja, Problem propasti kockara, PageRank al-

goritam
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Summary and key words

This paper explains and defines Markov chains. Different classifications of states of Markov
chains are defined, as well as the difference between ergodic (irreducible) and absorbing Markov
chains. After that, we observe their use cases in varoius fields of science through interesting

examples.

Keywords: Probability, statistics, stochastics, Markov chains, ergodic Markov chains, absorbing

Markov chains, Random walk, Gambler’s ruin problem, PageRank algorithm
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A Kodovi

Listing A.1. Kod koristen za primjer 2.10 (Python), radi se o modifikaciji koda iz knjige [2]

from random import randint

class Die:
"""A class representing a single die."""
def _ _init__ (self, num_sides=6):
"""Assume a six—-sided die."""

self .num_sides = num_sides

def roll(self):
"""Return a random value between 1 and

number of sides .

return randint (1, self.num_sides)

import plotly.express as px
import plotly.graph_objects as go

from die import Die

# Create a D6 die.
die_1 = Die()

# Make some rolls , and store results in a list
results = []

for roll_num in range(10):
result = die_1.ro0ll ()

results .append(result)

# Analyze the results
max_results = die_1.num_sides
frequencies = [results.count(value) for value in

range (1, max_result+1)]
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# Visualize the results.
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max_results+1))

x_values = list(range(1,
y_values = frequencies
fig = px.bar(x=x_values, y=y_values)

fig.update_layout(

title={
“text’: "Rezultati_bacanja_kocke_10_puta.",
'y’:0.97,
’x’:0.5,
>xanchor’: ’center’,
yanchor’: ’top’
“font’: {’size’: 45}
}
)
fig.update_xaxes (
title _text = "Rezultat",
title_font = {’size’: 40},
title _standoff = 25,
dtick =1
)
fig.update_zaxes (
title_text = "Ucestalost_rezultata",
title_font = {’size’: 40},
title_standoff = 25,
dtick =1
)

fig .show ()

Listing A.2. Kod koristen za izracunavanje stacionarne distribucije primjera 3.2 (Python), radi se

o modifikaciji koda iz [22]

import numpy as np
import pandas as pd

from random import seed
from random import random

import matplotlib.pyplot as

plt
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P = np.array ([[0.67, 0.33, 0, 0, O],

[0.25, 0.5, 0.25, 0, O],

[0, 0.25, 0.5, 0.25, O],

[0, O, 0.25, 0.5, 0.25],

[0, O, O, 0.33, 0.67]])
state=np.array ([[1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0]])
stateHist=state
dfStateHist=pd.DataFrame (state )
distr_hist = [[0,0,0,0,0]]

for x in range(50):
state=np.dot(state ,P)
print(state)
stateHist=np.append(stateHist ,state ,axis=0)
dfDistrHist = pd.DataFrame(stateHist)

dfDistrHist. plot ()

plt.show ()

Listing A.3. Kod koristen za simulaciju slucajne Setnje u primjeru 5.2 (Python), radi se o modifi-
kaciji koda iz [22]

from random import choice

class RandomWalk:
"""A class to generate random walks.

"

def __init__ (self, num_points=5000):
"""Initialize attributes of a walk."""

self .num_points = num_points
# All walks start at (0,0).

self.x_values = [0]

self.y_values = [0]

def fill_walk (self):
"""Calculate all the points in the walk."""

# Keep taking steps until the walk reaches
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# the desired length.

while len(self.x_values) < self.num_points:

x_step = self.get_step ()
y_step = self.get_step ()

# Reject moves that go nowhere.
if x_step == 0 and y_step ==

continue

# Calculate the new position.
x = self.x_values[-1] + x_step
y = self.y_values[-1] + y_step

self.x_values.append(x)

self.y_values.append(y)

def get_step(self):
"""Determine the direction and distance for each

"

step, and then calculate the step.

# Decide which direction to go and how far to go

# in that direction.

direction = choice([1, -1])
distance = choice ([0, 1, 2, 3, 4])
step = direction =* distance

return step

import matplotlib.pyplot as plt
from random_walk import RandomWalk
# Make a random walk.

rw = RandomWalk(25_000)

rw. fill_walk ()

# Plot the points in the walk.

plt.style.use(’classic’)
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fig, ax = plt.subplots(figsize=(15, 9))

point_numbers range (rw.num_points)
ax.scatter (rw.x_values, rw.y_values, c=point_numbers,

cmap=plt.cm.Greys, edgecolors="none’, s=3)

# Emphasize the first and last points.
ax.scatter (0, 0, c="green’, edgecolors="none’, s=100)
ax.scatter (rw.x_values[—-1], rw.y_values[—-1], c="red’,

edgecolors="none’, s=100)

# Remove the axes.
ax.get_xaxis (). set_visible (False)

ax.get_yaxis (). set_visible (False)

plt.show ()

Listing A.4. Kod koristen za simulaciju slucajne Setnje 5.1 (Python), radi se o modifikaciji koda iz
[23]

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import random

def randomwalklD(n):

x, y=0,0

# Generate the time points [I, 2, 3, ... , n]
timepoints = np.arange(n + 1)

positions = [y]

directions = ["UP", "DOWN"]
for i in range(l, n + 1):
# Randomly select either UP or DOWN

step = random.choice(directions)

# Move the object up or down
if step == "UP":

y += 1
elif step == "DOWN":

y —= 1



# Keep track of the positions
positions .append(y)
return timepoints , positions

time_data, pos_data = randomwalk1D(100)
plt.plot(time_data, pos_data, ’b-")
plt.title ("1D_Random_Walk_in_Python")
plt.show ()
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