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1. UvOD

1.1. Sto je statistika?

Statistika je znanstvena disciplina i grana matematike koja se bavi prikupljanjem,
analiziranjem, opisivanjem i proucavanjem skupa podataka. Analizom prikupljenih statistickih
podataka te njihovom usporedbom mozemo pratiti kako se odredene situacije mijenjaju te tako
dobiti rezultat. Rezultat se moZze ocitovati kao numericka vrijednost ili kao pretpostavka o daljnjem
razvoju odredene situacije. Temeljem rezultata mogu se sigurnije ponuditi rjeSenja zadanog
problema te donositi odluke. Upravo radi toga, statistika se moze primijeniti u raznim prirodnim i

drustvenim znanostima, poput ekonomije, zdravstvenih znanosti, itd.

1.2. Primjena statistike

Znacajnost statistike za Covjeka iskazuje se 1 u tome da se ona primjenjuje ve¢ vise od 2000
godina. Prvi puta se pojavila na podru¢ju drevne Mezopotamije gdje su je ljudi upotrebljavali
prilikom popisivanja stanovniStva, poljoprivrednih prinosa te materijalnog bogatstva. Daljnjim
razvojem stanovni$tva u pogledu obrazovanja, doslo je i do napredovanja u svim podru¢jima pa je
tako statistika kojom se mi primjenjujemo danas puno sloZenija i opSirnija 1 usporedbi sa
statistikom koja se koristila u proslosti. Kao rezultat razvoja statistike, danas imamo moguc¢nost
donoSenja puno preciznijih zakljucaka, zbog vece dostupnosti podataka te mozemo na temelju

sloZenijih 1zraCuna bolje predvidjeti razvoj neke skupine elemenata.

1.3. Podjela statistike

Statistiku mozemo podijeliti na deskriptivnu statistiku i inferencijalnu statistiku.

Deskriptivna statistika bavi se organiziranjem prikupljenih podataka, odnosno

razvrstavanjem, uredivanjem i odredivanjem numerickih pokazatelja u statistickom skupu.

Inferencijalna statistika bavi se statistickim postupcima koji nam omogucuju testiranje

istrazivackih hipoteza, odnosno zakljuéivanje. Na temelju podataka koje smo dobili na



pojedinacnim slucajevima (uzorku) donosimo zakljucke o cijeloj populaciji. Nemoguca je sto
postotna sigurnost prilikom statistiCkog zaklju¢ivanja, ali je cilj Sto viSe se pribliziti navedenom

postotku.

1.4. Statisticki softveri

Danas postoje razliciti softveri kojima se statisticari sluze prilikom vrSenja svojih izracuna.
Prema namjeni softvere mozemo podijeliti na statisticke pakete, elektronske tabele i biblioteke

koda.

Namjena statistickih paketa jest pruZzanje pomoc¢i korisniku pri obradi statistickih podataka.
Oni izvrSavaju sve ili ve¢i dio statistickih funkcija, a metode koje se koriste pri proizvodnji outputa

su precizne. Najpoznatiji statisticki paketi na trzistu su R, SPSS, Gephi, Epilnfo, itd.

U skupinu elektronskih tabela, ¢ija osnovna namjena nije statisticka obrada podataka,
spada 1 MS Excel ¢ije su statisticke funkcije glavna tema ovoga rada. lako statisticka obrada nije
temelj takvih programa, oni sadrze skup statistickih funkcija koje se koriStenjem skript jezika
mogu prosiriti te pribliziti funkcionalnostima koje pruZaju statisti¢ki paketi. Elektronske tabele,

uz MS Excel, su jo§ i OpenOftice Calc te LibreOffice Calc.

Biblioteke koda u programskim jezicima C, C++, Fortan su implementacija statistickog
algoritma u programskom jeziku. Kako bi preSle u program, na njih se treba nadograditi
korisnicki interfejs koji ¢e omoguciti korisniku da u interakciji s implementiranim algoritmom

kreira program koji ¢e se mo¢i izvrSavati u odredenom softverskom i hardverskom okruZenju.



2. DESKRIPTIVNA STATISTIKA U MS EXCELU

Kao §to smo ve¢ ranije spomenuli u uvodnom dijelu rada, deskriptivna statistika bavi se
uredivanjem i razvrstavanjem podataka te odredivanjem numerickih pokazatelja za dani skup
podataka. Dakle, nakon dobivanja empirijskih podataka izvodenjem statistickih pokusa, ti podaci
se dalje moraju grupirati, odnosno svrstati u razrede i tabelirati. Statisticki podaci mogu poprimiti
numericke vrijednosti pa tada govorimo o kvantitativnim obiljezjima, a mogu poprimiti i opisne
vrijednosti pa takva obiljezja nazivamo atributivna. Kvantitativna (numericki opisana) obiljezja

nadalje mozemo podijeliti na diskretna i kontinuirana obiljezja.

Primjer 2.1. Diskretno statisti¢ko obiljeZje

Bacaju¢i igracu kockicu trideset puta za redom, dobiveni su sljede¢i podaci:

135314624351146242653142415662

Primjer 2.2. Kontinuirano statisticko obiljeZje

Prate¢i temperaturu zraka (u °C) u 12:00 sati tijekom razdoblja od 30 dana, dobiveni su

sljedeci podaci:
12.31 12.26 13.17 11.92 11.79 10.92 12.63 13.17 12.42 13.68
1152 11.96 10.98 10.79 10.54 9.82 9.18 10.14 11.47 11.83

11.92 1255 11.77 10.70 10.35 10.12 9.84 9.95 10.32 10.81

Razlika izmedu diskretnih i kontinuiranih statisti¢kih obiljeZja jest u tome Sto diskretne
varijable mogu poprimiti samo konac¢no ili prebrojivo mnogo vrijednosti dok je skup mogucih
vrijednosti kontinuiranih varijabli cijeli skup realnih brojeva ili neki interval u skupu realnih

brojeva.

Na temelju navedenih primjera mozemo urediti i razvrstati podatke koriste¢i se programom
MS Excel te njegovim funkcijama iz podrucja statistike. Radi jednostavnosti, funkcije ¢emo
prikazati koriste¢i se primjerom 1, tj. diskretnim statistickim obiljeZjem iako se sve navedene
funkcije mogu koristiti 1 pri razvrstavanju kontinuiranih statistickih obiljezja. Prva stvar koju ¢emo

napraviti prije koriStenja bilo koje funkcije jest tabeliranje podataka pri ¢emu ¢e se u stupcu X;



nalaziti sve moguce vrijednosti obiljezja. Prema navedenom primjeru (2.1.), nasa tablica ¢e

izgledati ovako:

O | [ | [t = | 4

Slika 2.1. Tabeliranje podataka iz primjera 2.1.

Frekvencija nekog podatka jest broj pojavljivanja tog podatka u nekom skupu podataka.

Primjer 2.3. Frekvencija
Odrediti frekvenciju brojeva 0, 1, 2, 3, 4 i 7 u skupu podataka: 777332330442312.

lako bismo u zadanom primjeru sami mogli izbrojati koliko se puta pojavljuju zadani
brojevi, u praksi se najéesce susreCemo s puno vecim skupovima podataka gdje bi odredivanje
frekvencije na takav nacin iziskivalo mnogo vremena. U tu svrhu, moZe se koristiti funkcija

Frequency u MS Excelu.

FUNKCIJA FREQUENCY

Da bismo izracunali frekvenciju zadanih brojeva, odabiremo ¢elije u rasponu od D25 do
D30 (stupac f;) u kojima bismo htjeli da nam se prikaze podatak o frekvenciji brojeva koji se
nalaze u stupcu X;. Zatim ispisujemo =FREQUENCY (x:y;m:n). Raspon x:y predstavlja raspon
liste 1 obuhvaca sve zadane podatke dok raspon m:n obuhvaca podatke ¢ija nas frekvencija zanima.
U nasem slucaju, raspon X:y obuhvaca podatke od ¢elije A24 do ¢elije A38, a raspon m:n obuhvaca
podatke od ¢elije C25 do ¢elije C30. Kako bi nam se prikazali trazeni rezultati, funkciju pokre¢emo
pritiskom na CTRL + SHIFT + ENTER posto je izlazna vrijednost ove funkcije tabelarna.
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Slika 2.2. Funkcija FREQUENCY

Frekvencija ili ucestalost pojavljivanja broja 0 jest 1. Frekvencija broja 1 jest takoder 1.
Vrijednost 2 pojavljuje se 3 puta u zadanoj listi podataka, itd. MS Excel nam takoder omogucava
prikazivanje zadanih vrijednosti i njihovih pripadajuc¢ih frekvencija pomoc¢u grafa. Slika 2.2.
prikazuje graf frekvencija vezan za primjer 2.3. Narancastim Stupcima prikazane su zadane
vrijednosti dok su narancastom linijom povezane njihove frekvencije. Iz grafa se jasno moze

is¢itati frekvencija svake vrijednosti oznac¢ena naran¢astim markerom.

Frekvencija

N
3 " -
2 _
| 2 I
N
0 1 2 3 4 7

Slika 2.3. Graf funkcije FREQUENCY



Takoder, mogucée je jo§ i izraCunati relativnhu frekvenciju koja je jednaka omjeru

frekvencije i ukupnog broja podataka, kumulativnu frekvenciju pri ¢emu je prva kumulativna

frekvencija jednaka aktualnoj frekvenciji f;, dok je svaka sljede¢a kumulativna frekvencija

jednaka zbroju prethodne kumulativne i aktualne frekvencije (f;) te relativno kumulativnu

frekvenciju koju dobijemo kao omjer kumulativne frekvencije i ukupnog broja podataka.

2.1. Odredivanje numerickih karakteristika statistickog skupa

Numericke karakteristike statistickog skupa koristimo kako bismo na saZeti nacin prikazali
karakteristike promatranog skupa podataka. U skupinu numerickih karakteristika statistickog

skupa spadaju pokazatelji centralne tendencije, pokazatelji rasapa i pokazatelji oblika.

2.1.1. Pokazatelji centralne tendencije

Pokazatelji centralne tendencije koriste se u slucajevima kada je zadan veliki broj podataka
koji imaju tendenciju grupiranja oko neke srednje vrijednosti. Srednja vrijednost jest konstantna

vrijednost koja sluZi kao predstavnik niza velikog broja podataka.

2.1.1.1. Aritmeticka sredina

Aritmeticka sredina predstavlja prosjek ukupnog skupa podataka. Ona je jednaka omjeru

zbroja svih podataka i ukupnog broja podataka.

FUNKCIJA AVERAGE

U MS Excelu aritmeti¢ku sredinu racunamo pomocu funkcije ,,Average*. U zasebnu Celiju
upisujemo =AVERAGE(X:y) pri ¢emu X:Y predstavlja raspon podataka koji se koristi u proracunu.
Klikom na tipku enter, MS Excel u odabranoj ¢eliji ispisuje vrijednost koja odgovara koristenoj

funkciji.



11
12
13
14
15
16
17
18
19| AVERAGE: =AVERAGE(A12:E17) 3.4

| S T LR I N

=t |l

LI R =S T e N N
Lo S S R I AN
Loy I SV I T I =S SN VR
| S RSN R e N PR

Slika 2.4. Funkcija AVERAGE

Na slici 2.4. prikazano je koristenje funkcije Average u MS Excelu na ve¢ ranije
spomenutom primjeru (Primjer 2.1.) iz drugog poglavlja. Pri izracunu, Koristio se raspon podataka

od ¢elije A12 do ¢elije E17 te aritmeticka sredina iznosi 3,4.

2.1.1.2. Mod

Mod predstavlja dominantnu vrijednost odnosno, podatak koji se najcesce pojavljuje/koji

ima najvecu frekvenciju.

FUNKCIJA MODE.SNGL

Racunanje moda koriste¢ci MS Excel provodi se tako da u odabranu celiju upiSemo

=MODE.SNGL(x:y) pri ¢emu X:y predstavlja raspon zadanih podataka.
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Slika 2.5. Funkcija MODE.SNGL

Prikaz ra¢unanja moda na slici 2.5. temelji se na primjeru vezanom za frekvenciju (Primjer
2.3.). Raspon koji smo koristili (x:y) jest od ¢elije A42 do ¢elije A56. Mod, odnosno, vrijednost
koja se najcescée pojavljuje u zadanom primjeru jest broj 3. Ako se vratimo na primjer 3. gdje smo
racunali frekvencije zadanih brojeva, mozemo vidjeti da broj 3 doista ima najvecu frekvenciju te
je mod ispravno odreden. Ako funkcija mode kao rezultat da greSku, znac¢i da ne postoji mod
danog skupa podataka, odnosno da se svi podaci u skupu javljaju to¢no jednom. Ako skup
podataka ima vise modova (skup je polimodalan), funkcija mode.sngl ¢e kao rezultat dati onaj koji
se javlja prvi u danom skupu podataka. U Excelu postoji i funkcija mode.mult, koja kao rezultat
daje viSe modova (ako se radi o polimodalnom skupu podataka). Mode.mult je, kao i funkcija
frequency, funkcija polja, te je pri njenom koristenju potrebno prvo oznaciti sve celije u koje

zelimo upisati rezultat, a funkciju potvrditi kombinacijom tipki CTRL + SHIFT + ENTER.

2.1.1.3. Medijan

Medijan predstavlja pozicionu srednju vrijednost. To je veli¢ina od koje je barem pola

zadanih podataka u statistickom skupu manjih, tj. barem pola veéih od njega.



FUNKCIJA MEDIAN

U MS Excelu, medijan ra¢unamo upisivanjem =MEDIAN(X:y) u Zeljenu ¢eliju. Raspon

X:y predstavlja raspon zadanih podataka.

p=
=]

C D E F G
4
42
43

| MEDIJAN: =MEDIAN(A42:A56) 3|

\ 0.1.2.3,3.3.3.3.4.4.7.7.7 |

45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

56

B | | || [ | B |l | [ =0 | =0 |~

b | = |

Slika 2.6. Funkcija MEDIAN

Funkciju Median takoder smo prikazali koriste¢i primjer 2.3. kao i funkciju Mod. Raspon
podataka na temelju kojih smo odredili medijan jest od celije A42 do ¢elije A56. Radi lakse
provjere, u ¢eliji C44 - G44 ispisane su sve zadane vrijednosti te je vidljivo da je od broja 3 koji
je oznacen crvenom bojom tocno 6 vrijednosti manjih i 6 vrijednosti ve¢ih. Zaklju¢ujemo da je

medijan zadanih vrijednosti broj 3.

2.1.2. Pokazatelji rasapa podataka u statistickom skupu

Pokazatelji rasapa podataka predocuju rasprSenost podataka oko srednje vrijednosti u
statistiCkom skupu te opisuju Sirenje ili varijabilnost podataka. U pokazatelje rasapa podataka oko
aritmeticke sredine ubrajamo varijancu i standardnu devijaciju dok pokazateljima rasapa oko

medijana pripadaju raspon podataka i interkvartilni raspon.



2.1.2.1. Raspon podataka

Raspon podataka dobijemo kao razliku najveceg i najmanjeg podatka. Da bismo odredili
raspon podataka, potrebno je najprije odrediti koja je najveca, a koja najmanja vrijednost u
zadanom rasponu vrijednosti. Za odredivanje minimalne i maksimalne vrijednosti, koristimo se

funkcijama MIN i MAX.

FUNKCIJE MIN | MAX

Kako bismo odredili najmanju (minimalnu) i najve¢u (maksimalnu) vrijednost iz zadanih
podataka koje je potrebno prethodno tabelirati, koristimo funkcije MIN i MAX tako da u zasebnoj
¢eliji pisSemo =MIN(X:y) za dobivanje minimalne odnosno, =MAX(x:y) za dobivanje maksimalne
vrijednosti pri ¢emu X:y predstavlja raspon podataka na temelju kojih nastojimo odrediti

minimalnu/maksimalnu vrijednost.

A B C D E F G
1
2 B
3 1 MIN: =MIN(B3:B8) 1
4 2 MAX: =MAX(B3:B8) 6
5 3
6 4
7 5
8 6

Slika 2.7. Funkcije MIN i MAX

Naslici 2.7. prikazan je postupak kojim smo koriste¢i Microsoft Excel odredili minimalnu
I maksimalnu vrijednost. Za ovaj prikaz koristili smo se tabeliranim podacima iz primjera 2.1.
Raspon podataka koji se pri tome koristio bio je od ¢elije B3 do ¢elije B8, a dobiveni rezultati
odgovaraju opisu funkcije: broj 1 doista jest minimalna vrijednost dok je broj 6 maksimalna

vrijednost medu ponudenim podacima.

Na temelju toga, moguce je odrediti raspon koji u ovom primjeru prema formuli:
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R = max (X;) — min (X;)
iznosiR=6-1=5.

2.1.2.2. Interkvartilni raspon, koeficijent kvartilne devijacije

Interkvartilni raspon jest pokazatelj rasapa oko medijana te je jednak razlici izmedu 3.

kvartila i 1. kvartila. Vrijedi da je 2. kvartil (Q2) jednak medijanu jer on predstavlja podatak od
kojeg je manje 50% podataka. Prema tome, 1. kvartil (Q1) je podatak od kojeg je manje 25%
podataka, a 3. kvartil (Qs) jest podatak od kojega je manje 75% podataka.

Da bismo odredili interkvartilni raspon, potrebno je odrediti koliko iznosi svaki od kvartila.

FUNKCIJA QUARTILE.INC

Racunanje kvartila u MS Excelu izvodi se upisivanjem =QUARTILE.INC(x:y;z) u
zeljenu celiju. Pri tome, X:y predstavlja raspon zadanih podataka, a z predstavlja broj (0, 1, 2, 3, 4)
koji oznacava koji od kvartila zelimo izracunati. Nulti kvartil predstavlja najmanju vrijednost, a

Cetvrti kvartil najvecu vrijednost statistickog skupa.

A B C D E F G H J K
41

2 7 | MEDIJAN: =MEDIAN(A42:A56) 3|

3 7

44 7 | 0.1.2,3.3.3.3.3.4.4.7.7.7 |

45 3

46 3 1. Kvartil (Q,) 1. Kvartil: =QUARTILE.INC(A42:A56:1) 2
47 2 2. Kvartil (Q,) = Medijan 2. Kvartil: =QUARTILE.INC(A42:A56:2) 3
48 3 3. Kvartil (Q;) 3. Kvartil: =QUARTILE.INC(A42:A56:3) 4
IE

50 0

51, 4

52 4

53 2

54 3

55 1

56 2

Slika 2.8. Funkcija QUARTILE.INC
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Kako bismo prikazali na¢in raCunanja kvartila u MS Excelu, koristimo se primjerom 2.3.
na kojem smo ve¢ ranije izracunali medijan. U primjeru, raspon podataka koji koristimo za
odredivanje kvartila obuhvaca sve ¢elije izmedu celija A42 i A56 dok broj nakon raspona
mijenjamo u ovisnosti od toga koji kvartil raCunamo. Mozemo primijetiti da je 2. kvartil doista

jednak medijanu kojega smo ranije odredili, 1. kvartil iznosi 2, a 3. kvartil jednak je 4.
Prema tome, interkvartilni raspon iznosi Q3 — Q1 =4-2 =2,

Zatim, mozemo odrediti koeficijent Kkvartilne devijacije (Vq) koji je pokazatelj

reprezentativnosti medijana kao omjer interkvartilnog raspona i zbroja 1. i 3. kvartila. Ako je
koeficijent kvartilne devijacije manji od 0.3, tada medijan smatramo reprezentativnim

pokazateljem promatranog skupa podataka.

2.1.2.3. Varijanca, standardna devijacija, koeficijent varijacije

Varijanca (%) predstavlja srednje kvadratno odstupanje podataka statistickog skupa od

aritmeticke sredine. Sto je vece odstupanje od aritmeticke sredine, to je varijanca veca.

FUNKCIJE VAR.S | VAR.P

Varijancu u MS Excelu moZemo odrediti pomocu funkcija VAR.S i VAR.P. Funkciju
VAR.S koristimo kada nam dani skup podataka predstavlja uzorak pa na temelju danog uzorka
procjenjujemo varijancu cijele populacije dok funkcija VAR.P racuna varijancu danog skupa
podataka, odnosno koristimo ju kada nam dani skup podataka predstavlja populaciju. Obje
varijance se odreduju na isti nacin u MS Excelu. Na primjeru 2.3. opisat ¢emo odredivanje

varijance funkcijom VAR.P.

U Zeljenu ¢eliju upisujemo =VAR.P(X:y). Raspon x:y predstavlja raspon zadanih podataka.
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Slika 2.9. Funkcija VAR.P

Srednje kvadratno odstupanje za zadani statisticki skup u rasponu od ¢elije A42 do ¢elije

Ab56 iznosi 4,24.

Standardna devijacija (o) jest mjera pomocéu koje prikazujemo gustoéu grupiranosti

rezultata nekog mjerenja oko aritmetic¢ke sredine, a jednaka je korijenu iz varijance. Za razliku od

varijance, standardna devijacija ima istu mjernu jedinicu kao podaci.

FUNKCIJE STDEV.S | STDEV.P

Standardnu devijaciju mozemo odrediti u MS Excelu pomoc¢u funkcija STDEV.S, kada
nam dani skup podataka predstavlja uzorak na temelju kojeg procjenjujemo standardnu devijaciju
cijele populacije i STDEV.P, kada nam dani skup podataka predstavlja populaciju. Za odredeni
raspon X:y odredujemo standardnu devijaciju upisuju¢i =STDEV.S(x:y) ili =STDEV.P(x:y) u
¢eliju u kojoj zelimo prikazati rezultat. Primjer odredivanja standardne devijacije koriste¢i se
funkcijom STDEV.P takoder ¢emo prikazati na primjeru 2.3. Kojeg smo koristili kod odredivanja

frekvencije.

13



=
W
]
)
=
—

41
42
43

STANDARDNA
DEVIJACIJA: 2.05913
=STDEV.P(A42:A56)

45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

56

B2 (= (| | | O | || [ | =1 [~ ]

Slika 2.10. Funkcija STDEV.P

U navedenom primjeru koristili smo raspon ¢elija od A42 do A56 te smo dobili rezultat
standardne devijacije koji iznosi 2,05913. Iznos standardne devijacije mogli smo takoder dobiti
korjenovanjem iznosa varijance jer vrijedi da je varijanca jednaka kvadratnoj vrijednosti

standardne devijacije.

Koeficijent varijacije dobijemo kao omjer standardne devijacije i aritmeticke sredine.

Njega koristimo kako bi ocijenili reprezentativnost aritmeticke sredine. Ako je koeficijent
varjjacije manji od 0.3, tada aritmeticku sredinu smatramo reprezentativnim pokazateljem

promatranog skupa podataka.

U praksi pokazatelj smatramo reprezentativnim ako je relativna mjera rasapa manja od 0.3.

2.1.3. Pokazatelji oblika

Pod pokazatelje oblika svrstavamo koeficijent asimetrije te koeficijent spljoStenosti.
Naime, asimetrija se razmatra u odnosu na aritmeticku sredinu dok se spljoStenost razmatra u

odnosu na graf funkcije gusto¢e normalne razdiobe poznat kao Gaussova krivulja.

2.1.3.1. Koeficijent asimetrije
14



Funkcija SKEW u MS Excelu se koristi kako bismo odredili koeficijent asimetrije. Ako je
koeficijent asimetrije jednak 0, tada je distribucija simetricna. Ako je koeficijent asimetrije
negativan, tada je distribucija nagnuta u desno, odnosno ako je koeficijent asimetrije pozitivan,
distribucija je nagnuta u lijevo.

FUNKCIJA SKEW

Koeficijent asimetrije odredimo pritiskom tipke enter nakon §to smo u Zeljenoj celiji
zapisali =SKEW(x:y) pri ¢emu X:y predstavlja raspon zadanih podataka na temelju kojih Zzelimo

odrediti koeficijent asimetrije.

2.1.3.2. Koeficijent spljostenosti

Pomoc¢u funkcije KURT odredujemo kurtozis odnosno, spljostenost krivulje koja
predstavlja distribuciju danog skupa podataka. Sto je krivulja iljastija, to je njezin koeficijent
zaobljenosti veci (pozitivan je). Kurtozis je jednak nuli kada krivulja poprima zvonolik oblik
(Gaussova krivulja, Normalna razdioba). Kada je krivulja plosnatija, tada je njezin koeficijent

spljoStenosti negativan.

FUNKCIJA KURT

Funkciju KURT odredujemo upisivanjem =KURT(X:y) u Celiju i pritiskom na tipku enter.
Raspon x:y predstavlja raspon zadanih podataka.

Primjer 2.4. Koeficijent asimetrije i spljoStenosti
U tablici su prikazani rezultati ispita iz statistike ucenika A, B i C razreda. Na temelju
zadanih podataka, potrebno je izraCunati koeficijente asimetrije i spljoStenosti za svaki pojedini

razred te graficki prikazati frekvencije ocjena i objasniti izgled grafova.
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Tablica 2.1. Ocjene ucenika iz A, B i C razreda (Primjer 2.4.)

Aocjene |[5|4(5(3(3|3(4|2(3|4(3|2(3|3|1|3(1|2|2|4(3|2|4]|3
Bocjene [5|4(4|4|5|5/5|4(1|2[|3|5/5|3(3|2|4|4|4|4]/4|5|4
Cocjene |1(2|2|2|1(1|1|2|1(4|3|1|1(3|3|4|2(2|2|2|2(1|2|1

A B i D E F G H J K L M M o} P
1
2 |A ocjene|B ocjene|C ocjene Ocjena | 1f{A) f(B) f(C) A razred
3 5 5 1 1 2 1 9 )
4| 4 4 2 2 5 2 10 .
5 5 4 2 3 10 3 3 10 -
6 3 4 2 4 3 10 2 z
7 3 3 1 3 2 8 0
e 3 5 1 ‘ . N
9| 4 5 1 [A razred] 4
10 2 4 2 Eoeficijent asimetrije: =SKEW({A3:A26) 0.,0000 2
" 3 1 1 Koeficijent spliodtenosti: =KURT(A3:A26) -0,1653 0 . .
12 4 2 4 1 2 3 3 5
13 3 3 3 B razred
14 2 5 1 Koeficijent asimetrije: =SKEW(B3:B26) -1.1055 B razred
15 3 5 1 Koeficijent splioitenosti: =KURT(B3:B26) 09025 12
16 3 3 3
7 1 3 3 C razred v /
18 3 2 4 Keficijent asimetrije: =SKEW(C3.C26) 0,8868 El
19 1 4 2 Koeficijent spljoitenosti: =KURT(C3:C26) 0,2222 &
20 2 4 2 I
al 2 4 2 !
22 4 4 2 2 - I
23| 3 4 2 o I .
24 2 5 1 1 2 ] 4 5
25 4 4 2
26 3 5 1 C razred
27 12
28
29 1: I
30
31 & I
32 4
33 s i -
34
35 e -
- 1 2 ] 4 5

Slika 2.11. Koeficijenti asimetrije i spljostenosti

Pomocu primjera prikazanog na slici 2.11. gdje se nalaze podaci o ocjenama ucenika A, B
I C razreda nakon ispita iz statistike, opisat ¢emo koeficijente asimetrije i spljoStenosti. U A
razredu, bio je podjednak broj ucenika koji su dobili ocjene 1 15 (njih je bilo najmanje), podjednak
broj ucenika koji su dobili ocjene 2 1 4, te je najviSe bilo u€enika koji su dobili ocjenu 3. Prema
tome, graf poprima zvonolik oblik, tj. distribucija je simetri¢na pa je koeficijent asimetrije jednak

0. Sto se ti¢e spljostenosti na primjeru A razreda, ona je priblizno jednaka Gaussovoj krivulji

16



(koeficijent spljostenosti je jako mali), ali posto je negativan zakljucujemo da je krivulja plosnatija
od Gaussove krivulje. U B razredu, veéina ucenika dobila je ocjene 4 1 5 pa vidimo na slici 2.11.
da je distribucija B razreda nagnuta u desno, odnosno aritmeticka sredina je manja od medijana
stoga je koeficijent asimetrije negativan. Koeficijent spljostenosti je pozitivan $to znaci da je
krivulja $iljastija od Gaussove krivulje. U C razredu, vecina u¢enika je dobila ocjene 1 1 2 stoga je
distribucija nagnuta u lijevo, aritmeticka sredina je ve¢a od medijana pa je koeficijent asimetrije

pozitivan.

3. SLUCAJNE VARIJABLE

Varijabla predstavlja matematicku ili fizikalnu veli¢inu ¢ija je vrijednost promjenjiva, tj.
moze poprimiti bilo koju vrijednost iz podru¢ja definicije. Varijablu nazivamo slu¢ajnom ako su
svi njezini ishodi realni brojevi, ali nije jednoznacno odredeno koja ¢e se vrijednost realizirati u
statistickom eksperimentu u odredenim uvjetima. Razlikujemo diskretne 1 kontinuirane slu¢ajne
varijable. Diskretne slucajne varijable mogu poprimiti vrijednosti unutar diskretnog skupa
(konacan skup, skup prirodnih brojeva...), dok kontinuirane sluCajne varijable poprimaju
vrijednosti unutar neprebrojivog skupa. Kako bismo odredili kolika je vjerojatnost da sluc¢ajna

varijabla poprimi odredenu vrijednost, koristimo se teorijskim razdiobama.

3.1. Diskretne sluc¢ajne varijable

Diskretne slu€ajne varijable susre¢emo u eksperimentima u kojima imamo
konacan/prebrojiv skup ishoda. Primjeri diskretnih slucajnih varijabli su: broj koji smo dobili
bacanjem igrace kockice, broj ispravnih dijelova u skupu od 100 dijelova, sluCajno generirana
vrijednost u rasponu od 0 do 20, itd. Dakle, to su varijable koje poprimaju jednu vrijednost iz
skupa koji se sastoji od odredenog broja ishoda. Neke od teorijskih razdiobi diskretnih slucajnih

varijabli su: Binomna razdioba, Poissonova razdioba te Hipergeometrijska razdioba.

3.1.1. Poissonova razdioba

FUNKCIJA POISSON.DIST
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Kako bismo razumjeli Poissonovu razdiobu, potrebno je najprije definirati parametre
Poissonove razdiobe. Grékim slovom lambda (4) oznacavamo intenzitet pojavljivanja nekog
dogadaja u odredenom vremenskom intervalu ili na odredenoj prostornoj domeni, a X predstavlja
broj realizacije tog dogadaja u promatranom vremenskom intervalu/prostornoj domeni. Pomocu
Poissonove razdiobe mozemo odrediti vjerojatnost da X poprimi odredenu vrijednost ako nam je
poznat intenzitet pojavljivanja promatranog dogadaja (1). U MS Excelu postoji funkcija
Poisson.dist koja tu vjerojatnost ratuna unosom 3 podatka. Naime, u ¢eliju upisujemo
=POISSON.DIST(X;4;True/False). Argument ,,True® se koristi ako nas zanima kolika je
vjerojatnost da X poprimi vrijednost koja je manja ili jednaka od zadane vrijednosti, dok argument

»False* koristimo kada raCunamo vjerojatnost da X poprima to¢no odredenu vrijednost.

Primjer 3.1. Poissonova razdioba
U trgovinu tijekom jednog sata u prosjeku ude 8 ljudi. Potrebno je odrediti vjerojatnost da
ce:

a) broj ljudi koji ude u trgovinu tijekom jednog sata biti 6
b) broj ljudi koji ude u trgovinu tijekom jednog sata biti manji od 6

€) broj ljudi koji ude u trgovinu tijekom jednog sata biti izmedu 31 7.

Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(6;C2:FALSE) 0,12214 12%
[ 5) |Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(6;C2:TRUE) 0,31337 31%
3<X<7) |Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(6:C2:TRUE)-POISSON.DIST(3:C2;TRUE) 0.27099 27%

WM

Slika 3.1. Funkcija POISSON.DIST

U zadatku nam je zadan intenzitet pojavljivanja dogadaja, 2=8. U a) dijelu zadatka, kada
rac¢unamo kolika je vjerojatnost (P) da ¢e u trgovinu tijekom jednog sata uéi to¢no 6 ljudi (X=6)
koristimo argument FALSE. U b) dijelu zadatka kada raCunamo kolika je vjerojatnost (P) da u

trgovinu tijekom jednog sata ude manji ili jednak broj ljudi od 6 (X<=6) koristimo argument

TRUE. U c) dijelu zadatka potrebno je od vjerojatnosti (P) da u trgovinu tijekom jednog sata ude
manje od 7 ljudi (X<7) oduzeti vjerojatnost (P) da u trgovinu tijekom jednog sata ude broj ljudi
veci od 3 (3<X) pa stoga taj zadatak rastavljamo na dva dijela. Prvi dio u kojem raCunamo
vjerojatnost da u trgovinu tijekom jednog sata ude broj ljudi manji ili jednak od 6 (X<=6) §to je
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zapravo jednako X<7 i drugi dio u kojem rac¢unamo vjerojatnost da u trgovinu tijekom jednog sata
ude broj ljudi manji ili jednak od 3 (X<=3) pa stoga u oba dijela zadatka koristimo argument
TRUE.

3.1.2. Binomna razdioba

Pretpostavimo da izvodimo slucajni pokus koji mozemo ponoviti n puta, a ishodi svakog
pokusa su medusobno nezavisni. Neka slu€ajna varijabla X predstavlja broj realizacije dogadaja A
u n ponavljanja pokusa. Ako (X=K) predstavlja dogadaj da se promatrani dogadaj A realizirao k
puta u n ponavljanja pokusa, slu¢ajna varijabla X poprima vrijednosti iz skupa {0, 1, ..., n} i ravna
se po binomnoj razdiobi. Da bismo odredili vjerojatnost dogadaja (X=k), mora biti poznata

vjerojatnost uspjeha pri jednom ponavljanju pokusa (p) koja je konstantna.

FUNKCIJA BINOM.DIST

Ukoliko nam je poznat ukupni broj ponavljanja pokusa n i vjerojatnost uspjeha pri jednom
ponavljanju pokusa p, vjerojatnost dogadaja (X=k) mozemo izracunati koriste¢u se funkcijom
BINOM.DIST u MS Excelu. U odabranu ¢eliju upisujemo =BINOM.DIST(k;n;p; True/False).
Argument ,, True* se koristi ukoliko nas zanima kolika je vjerojatnost da X poprimi vrijednost koja
je manja ili jednaka od zadane vrijednosti (X<=k), dok argument ,,False‘ koristimo kada racunamo

vjerojatnost da X poprima to¢no odredenu vrijednost (X=Kk).

Primjer 3.2. Binomna razdioba

Neki stroj proizvodi 10% neispravnih proizvoda. Ukoliko se proizvodi isporucuju u

kutijama od 75 dijelova, kolika je vjerojatnost da se:

a) u kutiji pronade 10 neispravnih proizvoda?

b) u kutiji pronade broj neispravnih proizvoda manji od 16?
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B C D E F G H
p= 0.1

n= 75

a) P(X=10) | Binomna razdioba: =BINOM.DIST(10;C3;C2:FALSE) | 0,08796
b) P(X<16) | Binomna razdioba: =BINOM.DIST(15:C3:C2:TRUE) | 0,99729

Slika 3.2. Funkcija BINOM.DIST

U zadatku nam je zadan ukupni broj proizvoda po kutiji n=75 i vjerojatnost da ¢e stoj

proizvesti jedan neispravan proizvod p=0,1. U a) dijelu zadatka potrebno je izracunati vjerojatnost

dogadaja (P) da se u kutiji pronade 10 neispravnih dijelova (X=k=10). S obzirom da se trazi

vjerojatnost da broj neispravnih dijelova to¢no 10, koristimo argument FALSE. U b) dijelu zadatka

potrebno je izraunati vjerojatnost (P) da je broj neispravnih dijelova u kutiji manji od 16 (X=k<16)

Sto je jednako vjerojatnosti da je broj neispravnih dijelova u kutiji manji ili jednak 15 (X=k<=15)

pa stoga koristimo argument TRUE.

Ovaj zadatak mozemo rijesiti i koriste¢i se Poissonovom razdiobom gdje ¢e intenzitet

pojavljivanja nekog dogadaja (1) biti jednak umnosku ukupnog broja ponavljanja pokusa (n) i

vjerojatnosti uspjeha pri jednom ponavljanju pokusa (p)

A B C D E F G H
P= 0.1
n= 75
a) P(X=10) | Binomna razdioba: =BINOM.DIST(10;C3:C2:FALSE) | 0,08796
b) P(X<16) | Binommna razdioba: =BINOM.DIST(15:C3:C2:TRUE) | 0,99729

Poissonova razdioba, opéenito: =POISSON.DIST (X;3.; TRUE/FALSE)

a)

P(X=10)

Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(10:C3*C2:FALSE)

0,08583

W0 =~ 3 s W =

b)

P(X<16)

Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(15;C3*C2;TRUE)

0,99539

Slika 3.3. Aproksimacija binomne razdiobe poissonovom

Vidimo da su rezultati vjerojatnosti koriStenjem binomne i poissonove razdiobe sli¢ni, ali

nisu isti. Naime, javlja se greska u aproksimaciji koja se povecava s porastom rezultata kvadrata

umnos$ka ukupnog broja ponavljanja pokusa (n) i vjerojatnosti uspjeha pri jednom ponavljanju
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pokusa (p). Relativnu i apsolutnu gresku aproksimacije binomne razdiobe poissonovom mozemo

takoder izracunati pomocu funkcije ABS, slika 3.4.

A B C D E F G H J K L M N
1
2 pP= 0,1
3 n= 75
4 a) P(X=10) | Binomna razdioba: =BINOM.DIST(10;C3;C2:FALSE) | 0,08796
5 b) P(X<16) | Binomna razdioba: =BINOM.DIST(15:C3:C2;TRUE) | 0,99729
6
7 Poissonova razdioba, opéenito: =POISSON.DIST(X;i; TRUE/FALSE)
3 a) P(X=10) Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(10;C3*C2:FALSE) 0,08583
9 b) P(X<16) Poissonova razdioba: =POISSON.DIST(15;C3*C2;TRUE) 0,99539
10
11
12 a) Relativna gretka |Relativna: =ABS((vrijednost binomne r. - vrijednost poissonove r.)/vrijednost binomne r.)) 0,0242
13 ’ Apsolutna greska  |Apsolutna: =ABS(vrijednost binomne r. - vrijednost poissonove r.) 0,00213
14 b) Relativna gredka |Relativna: =ABS((vrijednost binomne r. - vrijednost poissonove r.)/vrijednost binomne r.)) 0,0019
15 ’ Apsolutna greska  |Apsolutna: =ABS(vrijednost binomne r. - vrijednost poissonove r.) 0,00189

Slika 3.4. Relativna i apsolutna greska aproksimacije binomne razdiobe poissonovom

3.1.3. Hipergeometrijska razdioba

Pretpostavimo da imamo skup od N elemenata od kojih M elemenata ima neko promatrano
obiljezje. Iz promatranog skupa biramo uzorak od n elemenata. Slucajna varijabla X predstavlja
broj izabranih elemenata s promatranim obiljezjem u uzorku od n elemenata. . Vrijednosti koje
sluajna varijabla X moze poprimiti su iz skupa {0, 1, 2..., min{n,M}} te se ravna po

hipergeometrijskoj razdiobi.

FUNKCIJA HYPGEOM.DIST

Ukoliko nam je poznat ukupan broj elemenata u skupu N, broj elemenata s promatranim
obiljezjem M te od koliko se elemenata sastoji uzorak n, vjerojatanost da ¢e slucajna varijabla X
poprimiti vrijednost broja elemenata s promatranim obiljezjem u uzorku (k) mozemo izracunati
pomocu funkcije HYPGEOM.DIST. U ¢eliju upisujemo
=HYPGEOM.DIST(k;n;M;N;True/False). Argument ,True“ koristi se kod racCunanja

vjerojatnosti da X poprimi vrijednost koja je manja ili jednaka od zadane vrijednosti (X<=Kk), dok

se argument ,,False koristi kod racunanja vjerojatnosti da X poprima to¢no odredenu vrijednost
(X=K).
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Primjer 3.3. Hipergeometrijska razdioba

U skupu proizvoda koji se sastoji od 80 proizvoda, njih 55 je ispravno dok su ostali

neispravni. Slucajnim odabirom izabiremo 5 proizvoda. Koja je vjerojatnost da se u uzorku nade:

a) tocno 4 ispravna proizvoda

b) manje od 3 ispravna proizvoda

A B C D E F G H J K L
1
2 N= 80
3 M= 55
4 n= 5
5 a) P(X=4) Hipergeometrijska razdioba: =HYPGEOM.DIST(4;C4:;C3;C2;FALSE) 0,354674
6 b) P(X<3) Hipergeometrijska razdioba: =HYPGEOM.DIST(2;C4;C3:C2;TRUE) 0,173227

Slika 3.5. Funkcija HYPGEOM.DIST

Kao $to je prikazano na slici 3.5., iz zadatka mozemo odrediti ukupan broj elemenata u
uzorku N=80, broj elemenata s promatranim obiljezjem M=55 i broj elemenata u uzorku n=5. U

a) dijelu zadatka treba se izraCunati vjerojatnost da je u uzorku od 5 elemenata to¢no 4 elementa

ispravno (X=4). Radi toga, u izra¢unu se koristi argument FALSE. U b) dijelu zadatka potrebno je

izraunati vjerojatnost da je broj ispravnih proizvoda u uzorku manji od 3 (X<3), tj. manji ili jednak

0d 2 (X<=2) pa stoga pri izraCunu koristimo argument TRUE.

3.2. Kontinuirane slu¢ajne varijable

Kontinuirane slucajne varijable su varijable koje mogu poprimiti nebrojivo mnogo
vrijednosti. Za razliku od diskretnih slu¢ajnih varijabli gdje se svaka vrijednost poprima s nekom
pozitivnom kona¢nom vjerojatnosti, kod kontinuiranih slu¢ajnih varijabli svaka vrijednost ¢e imati
infinitezimalnu vjerojatnost (priblizno jednaku nuli). Radi toga, kontinuiranoj varijabli
vjerojatnost mozemo pridruziti nekom intervalu. Kod kontinuirane slucajne varijable uvodimo
funkciju gustoce vjerojatnosti. To je funkcija kojom mozemo opisati relativnu vjerojatnost da
kontinuirana slucajna varijabla poprimi odredenu vrijednost. Neke od razdioba kontinuiranih

slucajnih varijabli: Normalna razdioba, Studentova t-razdioba.
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3.21. Normalna razdioba

Normalna (Gaussova) slucajna varijabla je kontinuirana slucajna varijabla. Odredena je s

dva parametra, ocekivanjem u i standardnom devijacijom o, tj. kvadratom standardne devijacije
¢ (varijancom).

Funkecija gustoce vjerojatnosti normalne slucajne varijable jednaka je:

_ 1 _l(ﬂ)Z
f(X)—O_—meZU , X ER,
pri ¢emu su u i o realni brojevi, ¢ > 0.

U MS Excelu funkcija gustoée vjerojatnosti racuna se upisivanjem u Zzeljenu celiju
=NORM.DIST(X;u;6;FALSE). Argument FALSE u naredbi NORM.DIST koristimo kako bi

dobili vrijednost funkcije gustoc¢e normalne razdiobe u odredenoj tocki (X=K).

Funkcija distribucije predstavlja vjerojatnost da slucajna varijabla X primi vrijednost iz

intervala (-0,X] € R. Funkcija distribucije jednaka je:
FX) =—[* ¢35 ae X eR
( ) - a\/ﬁf—ooe 2t o t y € .

Funkciju distribucije u MS Excelu dobijemo naredbom =NORM.DIST(X;u;o; TRUE).
Argument TRUE u naredbi NORM.DIST koristimo kako bi dobili vrijednost funkcije distribucije

normalne razdiobe u odredenoj tocki (X=Kk).
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f(X) a
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|
|
|
|

=30 pu—2c H=0 KM u+0o ;420 n+30c X
— 68.27% —) |

¢ 95.45% )'l

K 99.73%

Slika 3.6. Graf normalne razdiobe

Karakteristike grafa normalne (Gaussove) razdiobe: krivulja je simetricna u odnosu na
pravac X=u te je zvonolikog oblika. U X=u dosegnuta je maksimalna vrijednost, tocke infleksije
se nalaze u X=u+o te se gotovo sve vrijednosti nalaze unutar 3 standardne devijacije od pravca

X=u (30 pravilo).

Za jedini¢nu normalnu razdiobu vrijedi =0 i 6=1. Ako slucajna varijabla X nije

distribuirana po jedini€noj normalnoj razdiobi, tada koristimo varijablu Z koja je jednaka:

te je distribuirana po jedini¢noj normalnoj razdiobi N(0,1). Tada vrijedi:

P(X<a)=Fx(a)=Fz(~").

FUNKCIJA NORM.DIST

Primjenu funkcije NORM.DIST objasniti ¢emo na primjeru:
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Primjer 3.4. Normalna razdioba

U tablici se nalaze vrijednosti napona testiranih baterija. Ako je dokazano da su vrijednosti

napona u kontingentu normalno distribuirane odredite:

a) Postotak baterija ¢iji je napon manji od 1.6 V

b) Postotak baterija ¢iji je napon veéi od 1.3 V

c) Postotak baterija ¢iji je napon izmedu 1.35Vi1.52V

Tablica 3.1. Vrijednosti napona testiranih baterija (Primjer 3.4.)

1,1359

2,1781

1,6497

1,3966

1,2197

1,2540

1,3932

1,7136

1,6050

1,3057

1,6681

1,6693

1,2040

1,3754

1,1272

1,7647

1,4675

1,4217

2,1921

1,3761

1,3478

1,6205

1,4696

1,2364

2,0589

0,9972

1,1094

0,7955

1,8041

1,7970

1,2368

1,1676

1,7647

1,2970

0,9691

1,3605

1,1796

1,3537

1,4727

1,7791

1,4361

1,7435

1,2559

1,7915

1,3473

1,4297

1,3916

1,7808

1,6428

1,2240

1,4758

1,7807

1,9140

1,1770

1,5087

1,1966

1,7347

1,2809

1,3903

1,6266

1,8859

1,6003

1,8603

2,0939

1,0815

1,3540

1,4432

1,7713

1,5113

1,1617

1,6277

1,8956

1,2370

1,2104

1,6446

1,4859

1,4685

1,6437

1,3225

2,0548

1,1804

1,4239

1,2474

1,7894

1,1342

1,4393

1,5258

1,1880

1,6548

1,5557

1,7386

1,8973

1,8855

1,4651

1,8917

1,5745

1,7088

1,9429

1,8111

1,1250

Da bismo izracunali navedene postotke, prvo je potrebno odrediti cemu su jednaki

parametri normalne razdiobe o i u. Parametar u (ocekivanje) najbolje se moze procjeniti

aritmetickom sredinom stoga njega odredujemo pomocu funkcije AVERAGE. Parametar o,

odnosno standardnu devijaciju racunamo koriste¢i funkciju STDEV.S. Kada smo odredili

parametre o i u, trazene postotke mozemo izracunati na nacin da u Zeljenu celiju upiSemo

=NORM.DIST(k;u;o; True/False). Argument TRUE u ovom zadatku koristiti ¢emo kada nas

zanima vrijednost funkcije distribucije normalne razdiobe u odredenoj tocki (X=k), dok ¢emo

argument FALSE koristiti kako bi dobili vrijednost funkcije gusto¢e normalne razdiobe u
odredenoj tocki (X=Kk).
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A B C D E F G H | J K L M N (o]

1

2 1,1359| 2,1781| 1,6497| 1,3966| 12197| 1.2540| 13932 17136 1.6050) 1,3057

3 1.6681| 1,6693| 12040\ 1,3754| 1,1272| 1.7647| 14675 1.4217| 2.1921] 1.3761

4 1,3478| 1,6205| 1.4696| 12364| 2,0589| 0,9972] 1.1094 07955 1.8041 11,7970

5 1,2368| 1,1676| 1,7647| 1,2970| 09691 13605 1,1796| 1.3537| 1.4727| 1.7791

6 1.4361| 1,7435| 1,2559| 1,7915| 1,3473] 14297 13916 1.7808| 1.6428 1,2240

7 1.4758| 1,7807| 1,9140| 1,1770| 1,5087| 1.1966| 1.7347| 1.2809 1.3903| 1,6266

8 1,8859| 1,6003| 1,8603| 2,0939| 1,0815| 13540 14432 1.7713| 15113 11,1617

9 16277 1,8956| 1,2370| 1,2104| 1,6446| 14859 14685 1.6437| 13225 20548

10 1.1804| 1.4239| 1.2474| 1.7894| 1.1342) 14393 15258 1.1880| 1.6548 1.5557

11 1,7386| 1.8973| 1.8855| 1.4651| 1.8917| 1.5745| 1.7088 1.9429| 1.8111 1.1250

12

13 p= Aritmeti¢ka sredina: =AVERAGE(B2:K11) 1,5060

14 o= Standardna devijacija: =STDEV.S(B2:K11) 0,2894

15 a) X<=1.6 Normalna razdioba: =NORM.DIST(1.6:G13:G14:TRUE) 0,6274
16 b) Normalna razdioba: =1-NORM.DIST(1.3:G13:G14:TRUE) 0,7617
17 &) Normalna razdioba: =NORM.DIST(1.52:G13:G14:TRUE)-NORM.DIST(1,35:G13:G14:TRUE) 0,2243

Slika 3.7. Funkcija NORM.DIST

U a) i ¢) dijelu zadatka pisali smo X<=1.6 i 1.35<=X<=1.52 iako se u zadatku trazi postotak
baterija ¢iji je napon manji (ne manji ili jednak) zbog toga §to kod normalne razdiobe nije bitno

da li je granica intervala ukljucena u interval ili nije.

3.2.1.1. Interval povjerenja (Normalna razdioba)

Interval povjerenja predstavlja raspon mogucih vrijednosti unutar kojega se s izvjesnom

vjerojatnosti nalazi statisticka mjera populacije koju promatramo.

FUNKCIJA CONFIDENCE.NORM

U primjeru 3.4. takoder je potrebno odrediti intervalnu procjenu matematickog ocekivanja

vrijednosti napona baterije na sljede¢im razinama pouzdanosti:

Q) 95%
b) 98%
c) 99%
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Prije samog rjeSenja zadatka, objasnimo postupak kojim ¢emo se voditi prilikom
rjesavanja. U zadatku je potrebno odrediti interval povjerenja u granicama <a, b>. S obzirom na
to da je rije¢ o normalnoj razdiobi, gotovo sve vrijednosti koje slucajna varijabla poprima nalaze
se unutar intervala od 3o lijevo od o¢ekivanja do 3¢ desno od ocekivanja. Dakle, u sredini imamo
pravac X=u. S obzirom na to da je najbolji procjenitelj o¢ekivanja aritmeticka sredina, pocetak
intervala ,,a" bit ¢e jednak razlici aritmeticke sredine i parametra ,,c*, dok ¢e zavrSetak intervala
0% biti jednak zbroju aritmeticke sredine i parametra ,,c*“. Parametar ,,c* izraCunati ¢emo u MS
Excelu koriste¢i se naredbom =CONFIDENCE.NORM(«;0o;n). Kako bi odredili parametar c,
potrebno je poznavati koliko iznosi koeficijent pouzdanosti o, standardna devijacija o i kolika je
veli¢ina uzorka koji promatramo (n). Pri odredivanju veli¢ine uzorka u MS Excelu koristit ¢emo
se funkcijom COUNT. Bitno je da je odabrani uzorak randomiziran i stratificiran. Koeficijent

pouzdanosti a jednak je:
1-(1-a),

pri ¢emu veli¢ina (1-a) predstavlja razinu pouzdanosti koja je u primjeru 3.4. zadana. Tipi¢no se
promatra 90%, 95% i 99%-tna pouzdanost, a ako razina pouzdanosti nije zadana, pretpostavlja se
pouzdanost od 95%. Mozemo zakljuciti: za najveéu razinu pouzdanosti, interval povjerenja je

najsiri. Sirina intervala (d) moZe se izraCunati kao 2*c.

A B & D E F G H ! J K L M N o] P

1

2 1.1359| 2.1781| 1.6497| 1,3966| 1.2197| 1.2540| 1.3932| 1.7136| 1.6050| 1,3057

3 1.6681| 1,6693| 1.2040| 1,3754| 1.1272| 1.7647| 1.4675| 14217 2.1921| 1.3761

4 1.3478| 1,6205| 1.4696| 1,2364| 2.0589| 09972| 1.1094| 07955 1.8041| 1,7970

5 1.2368 1.1676| 1.7647 1.2970| 0.9691 1.3605| 1.1796 1,3537| 1.4727 1.7791

6 1.4361 1.7435| 1.2559 1.7915| 1.3473 1.4297| 1.3916 1,7808| 1.6428 1.2240

7 1.4758 1.7807| 1.9140 1.1770| 1.5087 1.1966| 1.7347 1,2809| 1.3903 1.6266

2 1,8850| 1,6003| 1.8603| 2,0939| 1.0815| 1,3540| 1.4432) 1,7713] 1.5113| 1,1617

9 1,6277| 1,8956| 1.2370| 1,2104| 1.6446| 14859 14685 16437 13225 2,0548

10 1,1804| 1.4239| 12474 1,7894| 1.1342| 1.4393| 15258 1,1880| 1.6548| 11,5557

11 1.7386| 1,8973| 1.8855| 1.4651| 1.8917| 1,5745| 1.7088| 1.,9429| 1.8111| 11,1250

12

13 n= Aritmeti¢ka sredina: =AVERAGE(B2:K11) 1.5060

14 o= Standardna devijacija: =STDEV.S(B2:K11) 0.2804

15 a) X<=1.6 Normalna razdioba: =NORM.DIST(1.6:G13:G14:TRUE) 0.6274

16 b) X>=1.3 Normalna razdioba: =1-NORM.DIST(1.3:G13:G14:TRUE) 0.7617

17 c) 1,35<=X<=1,52 Normalna razdioba: =NORM.DIST(1.52:G13:G14:TRUE)-NORM.DIST(1.35:G13:G14:TRUE) 0.2243

18

19 ‘ n= ‘\'e]if:ina uzorka: =COUNT(B2:K11) ‘ 100 |

20

21 l-o a & a b d: =2*c
22 0.95 0,05 |e: =CONFIDENCE.NORM{/(0.05:G14:G19) 0,0567 |a:=G13-122 1,4492  |b: =G13+122 1.5627 | 0,1135
23 0.98 0,02 |c: =CONFIDENCE.NORM{/(0.02:G14:G19) 0,0673 [a: =G13-123 1,4386 |b: =G13+123 1.5733 | 0.,1347
24 0.99 0,01 |c: =CONFIDENCE.NORM]/(0.01:G14:G19) 0,0746 |a: =G13-124 1.4314  |b: =G13+124 1.5805 | 0.1491

Slika 3.8. Odredivanje intervala povjerenja
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a) Interval povjerenja za koeficijent pouzdanosti a=0.05 je (1.4492, 1.5627). Sirina intervala
povjerenja za razinu pouzdanosti 1-0=0.95 iznosi 0.113455.

b) Interval povjerenja za koeficijent pouzdanosti a=0.02 je (1.4386, 1.5733). Sirina intervala
povjerenja za razinu pouzdanosti 1-¢=0.98 iznosi 0.134663.

¢) Interval povjerenja za koeficijent pouzdanosti a=0.01 je (1.4314, 1.5805). Sirina intervala

povjerenja za razinu pouzdanosti 1-a=0.99 iznosi 0.149105.

Kao $to smo ve¢ prije naveli pa sada i pokazali zadatkom, §to je razina pouzdanosti veca,

to je interval povjerenja Siri.

3.2.1.2. Interval povjerenja (Studentova ,,t“-razdioba)

FUNKCIJA CONFIDENCE.T

Studentove se razdiobe razlikuju prema veli¢ini promatranog uzorka n=1, 2, 3, .... Kako se
n povecava tako se Studentova t-razdioba priblizava jedini¢noj normalnoj razdiobi i za n=30
prakticki joj je jednaka. Normalna razdioba ima dvije nezavisne varijable (o¢ekivanje x i varijancu
o), dok Studentova razdioba ima samo jednu nezavisnu varijablu (t). Takoder, Studentova
razdioba se uglavnom Koristi samo kod procjene parametara i kod testiranja hipoteza na osnovi
uzorka. U MS Excelu, interval povjerenja Studentove razdiobe raCunamo na isti nacin kao 1
interval povjerenja normalne razdiobe, jedina je razlika u veli¢ini uzorka. Naredba kojom

racunamo parametar ,,C*“ kod t-razdiobe glasi =CONFIDENCE.T(a;s;n).

Primjer 3.5. Studentova ,t“-razdioba
Prilikom rjesavanja ispita ucenici su postigli sljedece rezultate:

20.6,21.4,23.2,22.2,21.7,23.9,20.2, 24.1, 23.5, 22.9, 24.2, 24.4, 23.4,22.3, 21.7, 24.4, 22.8,
21.5,20.9, 23.7

a) Ako je uenik na istom ispitu ostvario rezultat od 20.2 boda, mozemo li taj rezultat smatrati

prosjecnim ili ispodprosjecnim?

b) Koliki je minimalni broj bodova za koji mozemo rec¢i da opisuje iznadprosjecan rezultat?
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'

2 Bodovi:

3 20,6 ‘ n= |\-'e1i<‘:ina uzorka: =COUNT(B3:B22) | 20 |

4 214

5 23.2 1= Oéekivanje: =AVERAGE(B3:B22) 22.7

6 222 o= |Standardna devijacija: =STDEV.S(B3:B22) 1,32784

7 21,7 l-0= 95%

8 239 o= 0,05

9 20,2 c= |c: =CONFIDENCE.T(0,05:16:13) | 0,62145 ‘

10 24,1 a= |a:=I5-H9 22,0786

11 235 b= |b:=I5+H9 233214

12 229

13 242 ‘ <a,b>=<22.08, 23.32> | Unutar intervala <a,b> nalaze se prosjecna rjedenja.
14 24,4

15 234 ODGOVOR:

16 233 a) 20.2 nalazi se unutar intervala <22.08, 23.32> stoga je to rjedenje projeéno.
17 21.7 b) Minimalni broj bodova za koji moZemo reéi da opisuje iznadprosjeéan rezultat je 23.4.
18 244

19 22,8

20 21,5

21 20,9

22 237

Slika 3.9. Studentova ,,t“-razdioba

Prilikom rjesavanja primjera 3.5., razina pouzdanosti nije bila zadana stoga smo

pretpostavili pouzdanost od 95%.
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4. TESTIRANJE STATISTICKIH HIPOTEZA

......

slu¢ajnog uzorka. Postupak testiranja polazi od postavljanja nulte hipoteze (Ho) i alternativne
hipoteze (H1), pri ¢emu sadrzaj alternativne hipoteze uvijek proturjeci sadrzaju nulte hipoteze.
Provodenjem statistickih testova nastojimo doc¢i do statistickog zakljucka na temelju kojeg s
odredenom vjerojatnoséu prihvac¢amo ili odbacujemo nultu hipotezu. U postupku odlucivanja da

li je neka statisticka hipoteza ispravna, mogu se pojaviti sljedece greske:

a) Odbacivanje istinite hipoteze Ho; Vjerojatnost da dode do takve pogreske (Pogreska tipa I)
pri kojoj kao ispravnu odaberemo alternativnu hipotezu Hi koja je zapravo neispravna, a
odbacimo nultu hipotezu Ho koja je ispravna, jednaka je ,,a".

b) Prihvacanje neistinite hipoteze Ho; Vjerojatnost da dode do takve pogreske (Pogreska tipa
I) pri kojoj kao ispravnu odaberemo nultu hipotezu Ho koja je zapravo neispravna, a

odbacimo alternativnu hipotezu Hi koja je ispravna, jednaka je ,,5°.

Prilikom testiranja statistickih hipoteza, bitan nam je parametar P-vrijednost. Taj parametar
predstavlja signifikantnu/statisti¢ki znacajnu razliku te se moze odrediti kod bilo kojeg testiranja.
Ako je P-vrijednost manja od «a , tada odbacujemo nultu hipotezu Ho i prihva¢amo alternativnu
hipotezu Hi. Takoder, ako je P-vrijednost ve¢a od «a, tada prihvacamo nultu, a odbacujemo

alternativnu hipotezu. Sto je P-vrijednost manja, imamo ja¢i dokaz protiv hipoteze Ho.

Najcesce koristeni testovi su Z-test, T-test, F-test, ANOVA test i Hi-kvadrat test. U ovom

radu opisat ¢emo koristenje T-testa, F-testa i Hi-kvadrat testa u MS Excelu.

4.1.T-test

FUNKCIJA T.TEST

Primjer 4.1. T-test

U tablici su prikazani podaci o tezini osmero ljudi prije i nakon odlaska na dijetu koja je

trajala Cetiri mjeseca. Ispitajte je i se tezina nakon dijete statisticki znac¢ajno smanjila.

Tablica 4.1. Tezina osmero ljudi prije i nakon odlaska na dijetu (Primjer 4.1.)

‘ Osoba ‘ Tezina prije dijete ‘ Tezina nakon dijete ‘
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A 75 61
B 100 83
C 92 80
D 79 65
E 112 98
F 60 54
G 88 73
H 82 76

Prvo $to je potrebno napraviti prilikom rjeSavanja ovakvog zadataka jest propisati nultu 1
alternativnu hipotezu. Nulta hipoteza Ho bit ¢e da je aritmeticka sredina tezina prije dijete jednaka
aritmetickoj sredini tezina nakon dijete («1=u2), pri cemu eksponent 1 oznacava tezinu prije dijete,
a eksponent 2 tezinu nakon dijete. Alternativna hipoteza bit ¢e da je aritmeticka sredina tezina
prije dijete veéa od aritmeticke sredine tezina nakon dijete (u1>u2) zbog toga Sto nas zanima da li
se tezina nakon dijete statisti¢ki znacajno smanjila. Nakon toga, potrebno je izracunati o¢ekivanja
u11 2 pomocu funkceije za aritmeticku sredinu AVERAGE te napisati ¢emu je jednaka vrijednost
a (u ovom slucaju, vrijednost o nije posebno navedena stoga se pretpostavlja da iznosi 0.05). P-
vrijednost moZzemo izracunati koristenjem funkcije T.TEST tako da u Zeljenu ¢eliju upisujemo
=T.TEST(x:y;m:n;1/2;1/2/3). Raspon x:y sastoji se od podataka o tezini prije dijete dok se raspon
m:n sastoji od podataka o teZini nakon dijete. Nakon toga upisuje se broj 1 ako nas u Hi hipotezi
zanima da li je aritmeticka sredina tezina prije dijete manja ili veca od aritmeticke sredine teZina
nakon dijete (u1 < u2; u1 > wp2), odnosno upisujemo broj 2 ako nas zanima da li su navedene
aritmeticke sredine razliite (41 # p2). U navedenom primjeru, mi ¢emo upisati broj 1 jer nas
zanima da li je aritmeti¢ka sredina teZina prije dijete veca od aritmeticke sredine teZina nakon
dijete. Nadalje upisujemo broj 1 ako je rije¢ o uparenim podacima, broj 2 ako je rije¢ o neuparenim
podacima s istom varijancom, tj. broj 3 ako je rije¢ o neuparenim podacima s razli¢itom

varijancom. U primjeru 4.1. imamo uparene podatke pa ¢emo kao zadnji argument upisati broj 1.
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A B C D E F G H J K

1 | Osoba | TeZina prije dijete | TeZina nakon dijete

2 A 75 61

3/ B 100 83 0= | nem,

4 C 92 80 H = | puem,

5 D 79 65

6 E 112 98 I 1;: =AVERAGE(B2:B9) 86
7 F 60 54 L, u,: =AVERAGE(D2:D9) 73,75
8 G 88 73

9 H 82 76 o= 0,05

10

11

12 | P-vrijednost | P-vrijednost: =T.TEST(B2:B9:D2:D9;1:1) 0,0000319
13

14 | P-vrijednost < a |

15

16 P-vrijednost <= o |Odbacujemo Hy, prihva¢amo Hy (1y=1,)

17 P-vrijednost = o |Odbacujemo H;, prihvaéamo H,

18

19 | Odgovor: TeZina nakon dijete se statisticki znaéajno smanjila.

Slika 4.1. Rjesenje primjera 4.1.

4.2. F-test
FUNKCIJA F.TEST

F-test nam sluzi kako bismo u slufaju neuparenih podataka odredili jesu li varijance
statisti¢ki znacajno razli¢ite ili nisu. Nulta i alternativna hipoteza u F-testu uvijek su iste. Nulta
hipoteza Ho uvijek predstavlja tvrdnju da su varijanca 1 i varijanca 2 jednake, dok alternativna
hipoteza H1 uvijek pretpostavlja da se varijanca 1 i varijanca 2 razlikuju. P-vrijednost odredujemo
koriste¢i naredbu =F. TEST(X:y;m:n) pri ¢emu raspon X:y obuhvaca podatke jednog skupa dok

raspon m:n obuhvaca podatke drugog skupa.

Primjer 4.2. F-test, T-test

U tablici su prikazani podaci o visini muSkaraca i Zena u centimetrima. Ispitajte postoji li

statisti¢ki znacajna razlika u visinama.
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Tablica 4.2. Visina muskaraca i Zena (Primjer 4.2.)

Visina muskaraca Visina Zena
182 164
185 170
190 173
176 168
177 171
176 163
183 167
185 160

Da bismo dosli do rjeSenja zadatka i odgovorili na pitanje postoji li statisticki znacajna

razlika u visinama prvo moramo pomoc¢u F-testa odrediti jesu li varijance zadanih skupova

podataka jednake te s tom informacijom pomocu T-testa odgovoriti na pitanje.

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

A B C D E F G H | ] K L

Visina mugkaraca Visina Fena

182 164

185 170 F-test

190 173 Hy == var;=var,

176 168 H, > var;!=var, Napomena: oznaka "|=" predstavlja znak nejednakosti

177 171 o= 0,05

176 163

183 167 | P-viijednost | P-vrijednost: =F.TEST(A2:A9:B2:B9) | 0.723532 |

185 160

P-vrijednost > a

P-vrijednost <= o Odbacujemo Hy, prihvaéamo H;
P-vrijednost > o Odbacujemo Hy, prihva¢amo Hy (vary=var;)

T-test

Hp = W=p

H = nil=p;

o= 0,05

ny = uy: =AVERAGE(A2:A9) 181,75

Uy = u2: =AVERAGE(B2:B9) 167
| P-vrijednost | P-vrijednost: =T TEST(A2:A9:B2:B9:2:2) | 0,000023

P-vrijednost < a

P-vrijednost <= o

Odbacujemo Hy, prihvacamo H; (u1=p13)

P-vrijednost > o

Odbacujemo Hy, prihvaéamo Hy

Odgovor: Postoji statisticki
znacajna razlika u visinama.

Slika 4.2. Rjesenje primjera 4.2.

Pomocu F-testa dosli smo do podatka da su varijanca 1 i varijanca 2 jednake te smo se dalje

vodili postupkom koji je opisan u poglavlju 4.1. T-test kako bismo odgovorili na zadano pitanje.

S obzirom na to da je P-vrijednost manja od vrijednosti a, prihvacamo hipotezu H: i zakljucujemo

da postoji statisti¢ki znacajna razlika u visinama.
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4.3. Hi-kvadrat test

Hi-kvadrat test je test kojime testiramo da li se slu¢ajna varijabla ravna prema odredenoj

razdiobi. Primjenu Hi-kvadrat testa u MS Excelu prikazat ¢emo primjerom.

Primjer 4.3. Hi-kvadrat test

Brojevi koje mozemo dobili bacanjem igrace kockice su 1, 2, 3, 4, 51 6. U tablici se nalaze
rezultati koje smo dobili bacanjem igrace kockice 60 puta. Ako pretpostavimo da slu¢ajna varijabla
X predstavlja rezultat bacanja kockice, potrebno je testirati hipotezu da se slucajna varijabla X

ravna prema uniformnoj razdiobi.

Tablica 4.3. Brojevi dobiveni bacanjem igrace kockice (Primjer 4.3.)

5 5 4 4 4 1
4 6 4 1 6 3
5 3 3 4 4 3
6 5 1 4 2 1
2 5 1 3 3 5
3 1 4 3 4 6
5 3 1 6 3 3
3 3 2 3 5 5
2 4 4 3 3 5
3 2 4 3 4 2

Ono §to mi Zelimo ispitati jest ima li sluajna varijabla X uniformnu razdiobu za koju
vrijedi P(X=1) = P(X=2 )= P(X=3) = P(X=4) = P(X=5) = P(X=6) =1/6, odnosno vjerojatnost da X

poprimi bilo koju od mogucih vrijednosti je jednaka 1/6

Prvi korak prilikom testiranja Hi-kvadrat testom jest odrediti nultu i alternativnu hipotezu.
U naSem slucaju, nulta hipoteza Ho pretpostavljat ¢e da se slucajna varijabla X ravna prema
uniformnoj razdiobi dok ¢e alternativna hipoteza pretpostavljati suprotno, tj. Hi ¢e pretpostavljati
da se slucajna varijabla X ne ravna prema uniformnoj razdiobi. Sljedec¢i korak je odredivanje
vrijednosti H. Vrijednost H raduna se naredbom =SUM((fei-fi)?/fi). Fei predstavija
eksperimentalne frekvencije, dok su fii teoretske frekvencije. Eksperimentalne frekvencije
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rac¢unamo preko naredbe =FREQUENCY (X:y;m:n) pri ¢emu raspon X:y obuhvaca sve zadane
vrijednosti, a raspon m:n obuhvaca vrijednosti iz stupca Xi (sve vrijednosti koje moze poprimiti
slu¢ajna varijabla). Teoretske frekvencije raCunamo kao umnozak vjerojatnosti da slucajna
varijabla poprimi neku vrijednost (pi) i ukupnog broja zadanih podataka (n). Teoretska frekvencija
svakog razreda mora biti vec¢a od 5. Ako nije, spajamo razrede dok se ne postigne vrijednost koja

je veéa od 5. Nakon $to smo izracunali H, potrebno je izracunati vrijednost kriticnog podrucja
(Nkrit).

FUNKCIJA CHISQ.INV

Vrijednost hkrit odredujemo naredbom =CHISQ.INV(1-a;ds). Prvi argument jest razina
pouzdanosti, a drugi argument ,,d¢ predstavlja stupanj slobode. Stupanj slobode dobije se tako da
se od broja razreda (r) nakon eventualnog spajanja oduzme broj procijenjenih parametara (m) i
broj 1:

d=r-m-1

Ako vrijedi da je vrijednost H veéa ili jednaka hit, tada odbacujemo Ho u korist Hi

(vrijednost statistike H upada u kriti¢no podrudje, tj. X nije uniformna).

Ako vrijedi da je vrijednost H manja od vrijednosti hkrit, tada prihvacamo Ho i odbacujemo

H1 (Sto bi znacilo da se slu¢ajna varijabla X ravna po uniformnoj razdiobi).

A B C D E F G H | J K L M N
1 5 5 4 4 4 1
2 4 6 4 1 6 3 Hi-kvadrat test |
3 5 3 3 4 4 3
4 6 5 1 4 2 1 Hy -> Slu¢ajna varijabla X ravna se prema uniformnoj razdiobi
5 2 5 1 3 3 5 H; -= Sluéajna varijabla X ne ravna se prema uniformnoj razdiobi
6 3 1 4 3 4 6 o 0,05 |
7 5 3 1 6 3 3 n-— n: =COUNT(ALF10) 60 |
8 3 3 2 3 5 5
g 2 4 4 3 3 5 X P fi=p'n| £ (£ - £V
10 3 2 4 3 4 2 1 0.1667 10 7 0.9
11 2 0.1667 10 6 1.6
12 3 0.1667 10 18 6.4
13 4 0.1667 10 14 1.6
14 5 0.1667 10 10 0
15 6 0.1667 10 5 2.5
16
17 H= H: =SUM(L10:L15) 13
18
19 m= 0
20 r= [§]
21 df=r-m-1 5 ‘
22
7 hgw= | heg =CHISQINV(1-I6:121) | 11,0705 |
24
25 H >= hkrit Odbacujemo HO, prihvaéamo H1
26 H < hygy, Ne mozemo odbaciti HO u korist H1
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Slika 4.3. Rjesenje primjera 4.3.

S obzirom na to da je vrijednost H ve¢a od vrijednosti hyrit, prihvacamo alternativnu

hipotezu Hi te zaklju¢ujemo da se slucajna varijabla X ne ravna prema uniformnoj razdiobi.
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5. KORELACIJA | REGRESIJA

Korelacija u statistici predstavlja ovisnost izmedu statistickih varijabla. Kod linearne
korelacije, jakost korelacije izraZzena je Pearsonovim koeficijentom r, koji moze poprimati

vrijednosti izmedu -1 i +1.

Kada govorimo o jacini korelacije, ako se koeficijent korelacije po apsolutnoj vrijednosti
nalazi u intervalu od 0 do 0.2, tada koeficijent korelacije smatramo nekoreliranim (ovisnost izmedu
varijabli je zanemarivo mala). Ako se koeficijent korelacije nalazi u intervalu od 0.2 do 0.5 tada
je ovisnost izmedu varijabli slaba. Za koeficijent korelacije koji poprima vrijednosti od 0.5 do 0.8
kazemo da je jaCina korelacije umjerena dok jaku korelaciju imamo ako koeficijent korelacije

poprima vrijednosti od 0.8 do 1.

Ako je vrijednost koeficijenta korelacije pozitivna, to bi znaéilo da porastom nezavisne
varijable raste i zavisna varijabla (rastuci graf). Pri negativnoj vrijednosti koeficijenta korelacije,

s porastom nezavisne varijable, zavisna varijabla pada (padaju¢i graf).

Pomocu regresijskih tehnika kvantitativno mozemo izraziti zavisnost varijabla (korelaciju).
U najjednostavnijem slu¢aju imamo linearnu zavisnost jedne varijable (Y) 0 jednoj nezavisnoj
varijabli (X). Ako zavisna varijabla (Y) ovisi o viSe nezavisnih varijabli, tada govorimo o

multilinearnoj regresiji.

Sve vezano za korelaciju 1 regresiju u MS Excelu objasnit ¢emo na primjeru zadatka s

multilinearnom regresijom.

Primjer 5.1. Multilinearna regresija

U tablici su dani podaci o vremenima postignutima na polumaratonima (u minutama), te o
broju kilometara koje je trka¢ preSao u mjesecima uoci utrke, o elevaciji (visinskoj razlici) staze

utrke, kao i o srednjoj temperaturi za vrijeme utrke.

a) Ispitajte utjecu li posljednja tri faktora znacajno na rezultat ostvaren na utrci, Koristeci
multilinearnu regresiju.

b) Navedite regresijsku jednadzbu te prokomentirajte kako koji parametar utjeCe na rezultat.

¢) Koristeé¢i regresijsku jednadzbu odredite vrijeme na utrci ako trka¢ odradi 1800 km u
pripremnom periodu, ako je elevacija na utrci 100 m, te ako je srednja temperatura za

vrijeme utrke 12 stupnjeva.
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Tablica 5.1. Rezultati polumaratonske trke (Primjer 5.1.)

VRIJEME KM ELEVACIJA TEMPERATURA
79 1420 150 18
86 1680 350 18

109 920 350 27
78 1510 200 7
117 1170 450 19
74 1600 0 15
75 1670 50 17
98 850 200 16
90 860 150 5
122 460 50 16
93 1220 250 15
110 880 450 21
93 1220 350 6
85 1650 450 6
99 1180 350 9
83 1660 350 6
75 1740 50 24
102 800 400 16
114 730 300 13
85 1250 100 6
120 660 350 24
115 910 300 20
79 1140 0 11
86 1040 50 16
112 630 50 23

Da bismo za zadane podatke dobili prikaz svih parametara kao Sto je prikazano na slici
5.1., potrebno je glavnom izborniku u MS Excelu odabrati ,,Data“, zatim ,,Data analysis* 1
»Regresion®. U izborniku koji nam otvori pritiskom na ,,Regresion” potrebno je odabrati raspon
zavisne varijable (od Celije Al do Celije A26) 1 nezavisnih varijabli (od ¢elije B1 do celije D26) te
odabrati opciju "labels* kako bi nam se u tablicama prikazala imena varijabla (nije nuzno

potrebno).
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A B C D E F G H | J K L

1 | VRIIEME [ KM [ELEVACIJA | TEMPERATURA

2 79 1420 150 18 Tednadz » ol " " .

s 26 1680 350 s ednadzba multilinearne regresije: Y=113.6034-0.0308*X1+0.0401*X2+0.5250*X3
4 109 920 350 27

5 78 1510 200 7 [ SUMMARY OUTPUT | Zavisna varijabla (Y): VRIIEME

6 117 1170 450 19 Nezavisne varijable:

7 74 1600 0 15 Regression Statistics X1: KM 1800

8 75 1670 50 17 Multiple R 0.9354 X2: ELEVACIJA 100.0000

9 98 850 200 16 R Square 0.8750 X3: TEMPERATURA| 12.0000

10 90 860 150 5 Adjusted R Square 0.8572

11 122 460 50 16 Standard Error 5.9568 |Y = a0 + al*X1+a2*X2 + a3*X3 68.5012‘
12 93 1220 250 15 Obsgervations 25.0000 | Y: =G19+G20*K5+G21*K6+G22*K7 ‘
13 110 880 450 21

14 93 1220 350 6 ANOVA

15 85 1650 450 6 df G MS E Significance F
16 99 1180 350 9 Regression 3.0000 5218.2124 1739.4041 49.0205 0.0000
17 83 1660 350 6 Residual 21.0000 745.1476 354832

18 75 1740 50 24 Total 24.0000 5963.3600

19 102 800 400 16

20 114 730 300 13 Coefficients | Standard Error t Stat P-value

21 85 1250 100 6 a0=_|Intercept 113.6034 5.9471 19.1023 0,0000

22 120 660 350 24 al= |KM -0.0308 0.0033 -9.2537 0.0000

23 115 910 300 20 a2= |ELEVACIJA 0.0401 0.0079 5.0766 0.0001

24 79 1140 0 11 a3= |TEMPERATURA 0.5250 0.1946 2.6973 0,0135

25 86 1040 50 16

26 112 630 50 23 Lower 95% | Upper 95% | Lower 95.0% | Upper 95.0%

27 Intercept 101.2357 1259711 101.2357 125.9711

28 KM -0.0377 -0,0239 -0.0377 -0.0239

29 ELEVACIJA 0.0237 0.0566 0.0237 0.0566

30 TEMPERATURA 0.1202 0,9298 0.1202 0,9298

Slika 5.1. Multilinearna regresija
Op¢i oblik multilinearne regresije glasi:
Y=ag+aiX1+axXo+...+anXn

pri éemu Y predstavlja zavisnu varijablu, X1, Xz, ..., Xn Su nezavisne varijable, dok su ao, ay, ..., an

koeficijenti. U nasem primjeru:

Zavisna varijabla (Y): VRIJEME Coefficients

Nezavisne varijable: a0=_|Intercept 113.6034
X1: KM al= [KM -0.0308
X2: ELEVACIJA a2= |[ELEVACIJA 0.,0401
X3: TEMPERATURA al= |TEMPERATURA 0,5250

Slika 5.2. Parametri multilinearne regresije

Pomocu funkcije ,,Regresion* automatski su se generirale vrijednosti koeficijenta, stoga je

nasa regresijska jednadzba jednaka:

JednadZba multilinearne regresije: Y=113.6034-0.0308*X1+0.0401*X2+0.5250*X3
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Slika 5.3. Regresijska jednadzba

Ako nam je poznata regresijska jednadzba, mozemo odrediti iznos zavisne varijable
»VRIJEME* za bilo koje vrijednosti nezavisnih varijabli. U c) dijelu zadatka potrebno je odrediti
vrijeme na utrci ako trka¢ odradi 1800 km (X1) u pripremnom periodu, ako je elevacija na utrci
100 m (X2), te ako je srednja temperatura za vrijeme utrke 12 stupnjeva (Xs3). Ubacimo li te

vrijednosti u regresijsku jednadzbu dobiti ¢emo rezultat: 68.5012.

Zavisna varijabla (Y): VRIJEME
Nezavisne varijable:

X1: KM 1800
X2: ELEVACIJA 100,0000
X3: TEMPERATURA 12.0000

Y = a0 + al*X1+a2*X2 + a3*X3 ‘ 68.5012

Y: =G19+G20*K5+G21*K6+G22*K7

Slika 5.4. Prikaz podataka iz c) dijela zadatka

Ako su koeficijenti (ag, a2, ..., an) negativni, to znaci da se njihovim porastom za 1 zavisna
varijabla smanjuje za njihovu vrijednost. U naSem primjeru, ukoliko bi koeficijent a; uz nezavisnu
varijablu ,,KM* povecali za 1, zavisna varijabla ,,VRIJEME® smanjila bi se za 0.0308. Ako su
koeficijenti pozitivni, njihovo povecanje prati povecanje zavisne varijable. Ako koeficijente az uz
nezavisnu varijablu ,,ELEVACIJA* i a3z uz nezavisnu varijablu ,, TEMPERATURA* pove¢amo za
1, tada se zavisna varijabla ,,VRIJEME®“ poveta za 0.0401 (ELEVACIJA) 1 0.5250
(TEMPERATURA).

FUNKCIJA CORREL

Funkciju CORREL koristimo kako bi odredili koeficijent korelacije. U ¢eliju upisujemo
=CORREL(x:y;m:n). Raspon x:y odnosi se na raspon vrijednosti zavisne varijable Y dok se

raspon m:n odnosi na raspon vrijednosti nezavisne varijable X.
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FUNKCIJA INTERCEPT

Intercept predstavlja koeficijent ap koji je konstantan. Njega u MS Excelu mozemo
izraCunati  koriste¢i funkciju INTERCEPT tako da u zeljenu celiju upiSemo
=INTERCEPT(x:y;m:n) pri ¢emu raspon X:y obuhvaca vrijednosti zavisne varijable Y, a raspon

m:n obuhvaca vrijednosti nezavisne varijable X.

FUNKCIJA SLOPE

Ako zelimo izraCunati vrijednost koeficijenta a uz nezavisnu varijablu X, koristimo se
funkcijom SLOPE. U ¢eliju upisujemo =SLOPE(X:y;m:n). Raspon X:y sastoji se od vrijednosti

zavisne varijable Y, a raspon m:n od vrijednosti nezavisne varijable X.

Parametar R Square (R-kvadrat), takoder poznat kao koeficijent odredivanja, koristi se za
procjenu prilagodbe modela regresijske jednadzbe. On predstavlja postotak varijance zavisne
varijable koji je objasnjen nezavisnom varijablom. Ako je vrijednost R Square-a manja od 0.5 tada
nezavisne varijable nisu dobre u predvidanju zavisne varijable. Ako R Square poprima vrijednost
veéu od 0.5, tada nezavisne varijable dobro predvidaju zavisnu varijablu. U primjeru koji
razmatramo, R Square vrijednost jednaka je 0.8750 Sto znaci da zadane nezavisne varijable dobro
predvidaju zavisnu varijablu, tj. 87.5% varijabilnosti zavisne varijable objasnjeno je nezavisnim

varijablama.

IR Square | 0.8750|

Slika 5.5. R Square

Parametar P-value testira hipotezu da li se koeficijenti razlikuju od nule. Ako je P-value
neke nezavisne varijable manji ili jednak od 0.05, tada se koeficijent uz tu nezavisnu varijablu
znacajno razlikuje od nule $to znaci da ta nezavisna varijabla ima utjecaja na zavisnu varijablu.
Ako je P-value nezavisne varijable vec¢i od 0.05, tada se prihvaca da koeficijent priblizno jednak

nuli pa je 1 sama nezavisna varijabla koja se mnozi s navedenim koeficijentom jednaka nuli 1
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zakljucujemo da ta nezavisna varijabla nema utjecaja na zavisnu varijablu. U naSem primjeru, P-

value svih nezavisnih varijabla manja je od 0.05 Sto znaci da sve nezavisne varijable imaju utjecaja

na zavisnu varijablu.

Coefficients P-value
a0= |Intercept 113.6034 0.0000
al= |KM -0,0308 (0,0000
aZ= |ELEVACIJA 0.0401 0.0001
aj= |TEMPERATURA 0,5250 0,0135

Slika 5.6. P-value
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6. ZAKLJUCAK

U ovome radu navode se samo neke od mnogobrojnih statisti¢kih funkcija koje su dostupne
unutar programa Microsoft Excel. Iako statisticke funkcije nisu temelj MS Excela, program
sadrzava osnovni paket funkcija koje su potrebne za statistiCku analizu. Po potrebi, te se funkcije
mogu prosiriti 1 pribliziti onima koje su sadrzane u statistiCkim paketima. Na temelju objaSnjenih
statistickih funkcija kroz rad, mozemo primijetiti da je program jednostavan za koristenje i
pregledan. Svi podaci mogu se razvrstati u tablice i grafikone te se njihovom analizom mogu otkriti

trendovi.

S obzirom na moje iskustvo rada u MS Excelu, smatram da je njegova glavna prednost, u
usporedbi s drugim programima u kojima sam do sada radila, u tome $to je multifunkcionalan.
Moze se koristiti za upravljanje podataka, analizu podataka, slozene matematic¢ke izracune, itd.
Kada uz to uzmemo u obzir dostupnost i cijenu, smatram da MS Excel moze konkurirati velikom

broju programa za statisti¢ki analizu.

Nastavnho, MS Excel jedan je od oshovnih i najrasprostranjenijin programa u
Microsoftovom paketu koji nudi ¢itav niz razli¢itih usluga te smatram da bi se upravo iz tog
razloga trebalo posvetiti viSe paznje prema edukaciji buducih generacija u radu u navedenom

programul.
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SAZETAK

Zadatak zavrsnog rada ,,Statisticke funkcije MS Excela® jest detaljno opisati biblioteku
funkcija MS Excela koje se koriste kod statisticke analize. Motivacija za pisanje ovog rada
proizlazi iz pitanja moze 1i MS Excel svojim statistickim funkcijama konkurirati drugim

programima koji se koriste za provedbu statisticke analize.

U radu ¢e biti objasnjene funkcije iz podrucja deskriptivne statistike u pogledu formiranja
tablica frekvencija, izraCuna statistickih pokazatelja te izrade grafikih prikaza, kao i funkcije koje

se koriste pri testiranju statisti¢kih hipoteza te korelacijske i regresijske analize.

Svaka funkcija bit ¢e detaljno objasnjena kroz odredeni primjer. Svi primjeri bit ¢e rijeSeni
uporabom adekvatne funkcije MS Excela ¢ija ¢e primjena biti detaljno objasnjena rijeima 1

popracena slikom rjesenja u MS Excelu.

Kljuéne rijeci: statisticke funkcije, MS Excel, statisticka analiza, deskriptivna statistika,

statistiCke hipoteze, korelacijska analiza, regresijska analiza
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ABSTRACT

The task of the final paper ,,Statistical functions of MS Excel® describes in detail the library
of MS Excel functions used in statistical analysis. The motivation for writing this paper starts from
the question of whether MS Excel can compete with its statistical functions against other programs

used for statistical analysis.

The paper will explain the functions in the field of descriptive statistics in terms of forming
a frequency table, calculating statistical indicators and making graphical representations, as well

as the functions used in testing statistical hypotheses and correlation and regression analysis.

Each function will be explained in detail through a specific example. All examples will be
solved using appropriate functions of MS Excel, the application of which will be explained in

detail in words and accompanied by a picture of the solution in ms excel.

Keywords: statistical functions, MS Excel, statistical analysis, descriptive statistics, statistical

hypotheses, correlation analysis, regression analysis
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