Matematicki modeli vibracija pobudenih suhim
trenjem

Martinovi¢, Anamarija

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Rijeka, Faculty of Engineering / Sveuciliste u Rijeci, Tehnicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:190:522258

Rights / Prava: Attribution 4.0 International/Imenovanje 4.0 medunarodna

Download date / Datum preuzimanja: 2024-07-28

Repository of the University of Rijeka, Faculty of
Engineering

UN (] 2siaxa aopar

Z i r. n 5 k. h r DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:190:522258
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://repository.riteh.uniri.hr
https://repository.riteh.uniri.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/riteh:3185
https://www.unirepository.svkri.uniri.hr/islandora/object/riteh:3185
https://dabar.srce.hr/islandora/object/riteh:3185

SVEUCILISTE U RIJECI
TEHNICKI FAKULTET

Preddiplomski sveucili$ni studij strojarstva

Zavrsni rad

MATEMATICKI MODELI VIBRACIJA POBUPENIH SUHIM
TRENJEM

Anamarija Martinovi¢

Rijeka, rujan 2022. 0069077849



SVEUCILISTE U RIJECI
TEHNICKI FAKULTET

Preddiplomski sveucili$ni studij strojarstva

Zavrsni rad

MATEMATICKI MODELI VIBRACIJA POBUPENIH SUHIM
TRENJEM

Mentor: Prof. dr. sc. Roberto Zigulié

Komentor: Doc. dr. sc. Ante Skoblar

Anamarija Martinovi¢

Rijeka, rujan 2022. 0069077849



SVEUCILISTE U RIJECI
TEHNICKI FAKULTET
POVJERENSTVO ZA ZAVRSNE ISPITE

Rijeka, 12. oZujka 2021.

Zavod: Zavod za tehnicku mehaniku
Predmet: Dinamika
Grana: 2.15.06 tehni¢ka mehanika (mehanika krutih i deformabilnih tijela)

ZADATAK ZA ZAVRSNI RAD

Pristupnik: Anamarija Martinovic (0069077849)
Studij: Preddiplomski sveucili$ni studij strojarstva

Zadatak: Matematicki modeli vibracija pobudenih suhim trenjem / Mathematical
models of friction induced vibrations

Opis zadatka:

Prouciti dostupnu literaturu u kojoj se opisuju osnovni mehanizmi nestabilnosti koji izazivaju
samouzbudne vibracije suhog trenja te detaljno opisati fizikalnu pozadinu navedene fenomenologije.
Na principu vibracijskog sustava opruga / masa, kinemati¢ki pobudenog gibanjem trake transportera
izraditi jednostavni matematicki model za pobudne mehanizme uslijed tzv. stick / slip efekta s
konstantnim i promjeljivim koeficijentom trenja, zatim jednostavni matematicki model povezan s
nadodavanjem prigusivaca s moguc¢noscu pojave tzv. negativnog prigusenja, jednostavni matematicki
stick / slip model s mogucnosti kinematicke pobude s prelaskom u kaoti¢no gibanje te jednostavniji
matematicki ravninski stick / slip model. lzraditi vlastito programsko rjesenje u sklopu programske
platforme Excel / VBA, te analizirati rezultate i efekte dobivene koristenjem prikladnih numerickih
metoda.

Rad mora biti napisan prema Uputama za pisanje diplomskih / zavr8nih radova koje su objavljene na
mreznim stranicama studija.

Am OW“NU\ Mo menne

Zadatak uru€en pristupniku: 15. ozujka 2021.

Mentor: Predsjednik povjerenstva za
— L zavrsni ispif:

Prof. dr. /éc. Roperto/Ziguli¢ Prof. dr. sc. Kristian Leni¢

Doc. dr. sc. Ante ﬁkoblar (komentor)



IZJAVA

Ovom izjavom potvrdujem da sam samostalno izradila zavrS$ni rad s naslovom ,Matematicki
model vibracija pobudenih suhim trenjem* pod mentorstvom prof. dr. sc. Roberta Ziguliéa i

komentora doc. dr. sc. Ante Skoblara.

U radu sam primijenila metodologiju znanstvenoistrazivackog rada i koristila literaturu koja je
navedena na kraju zavr$nog rada. Tude spoznaje, stavove, zakljucke, teorije 1 zakonitosti koje sam
izravno ili parafraziraju¢i navela u zavrSnom radu na uobicajen, standardan nacin citirala sam 1

povezala s fusnotama i koristenim bibliografskim jedinicama.

Suglasna sam s objavom zavr$nog rada na sluzbenim stranicama Fakulteta.

Rijeka, rujan 2022, Anamarija Martinovi¢



ZAHVALE

Zahvaljujem se mentoru Prof. dr. sc. Robertu Ziguli¢u na iskazanom povijerenju, strpljenju,

vodstvu i korisnim diskusijama tijekom izrade ovog rada.
Zahvaljujem se doc. dr. sc. Anti Skoblaru na korisnim sugestijama i suradnji.

Na kraju bih se zahvalila svojoj obitelji, prijateljima i decku na strpljenju i moralnoj podrsci te

povjerenju koje su mi ukazali tokom studija.



SADRZAJ

R U Y @ 1 SRS P PP 1
2. TRENUJE ettt bbb e ettt R b e b et nae e beenneas 2
2.1 THIDOIOGIA ..t b bbb 2
2.2, OPCEENILO O LI UL..veeuviieiiiieteeiee st ettt etttk b e e bt et e b e e b ase e bt e b e aneeabeene s 4
2.3, SUNO TTBINJB. ...t bbbttt b bbbttt n bbb 5
3o VIBRARCIIE ...ttt b et b et e e be et nne e 7
3.1. Modeliranje VibraCijsKih SUSTAVA............ccciiiiiiiieiicic e 8
4. MEHANIZMI NESTABILNOSTI 1ZAZVANI SAMOUZBUDNIM VIBRACIJAMA
SUHOG TRENUJA Lttt b e s b e e b e e e e e e nneeanneesneeanneen 12
4.1. Negativni nagib trenja i DIZINE ........ccoviiiiieiece e 12
4.2. Efekt lijepljenje-klizanje (StiICK-SIP fEeKL) ........coooviiiiiiiiie s 13
4.3. Efekt zaklinjenje-klizanje (Sprag-slip €feKt) ..o 15
4.4. Nestabilnost SPrezanja MOGOVA.........c.coueiueriiiiriiiiieiee e 16
5. MATEMATICKI MODELI VIBRACIJA POBUPENIH SUHIM TRENJEM................... 17
5.1. Matematicki model negativnog PrigUuSENJa .........cccvvirreerrrnireerireeeesee e 17
5.2. Matematic¢ki model lijepljenje-klizanje (StICK-SIP) ....coooiiiiiiiiiiiieeee 19
5.3. Matematic¢ki model kaoti¢nih vibracija efekta lijepljenje-Klizanje ... 20
5.4. Matematicki model nestabilnosti uslijed sprezanja modova..........cccccovveriiiiiiniiniiinenn, 21
5.5. Matemati¢ki model nestabilnosti zaklinjenje-klizanje (sprag-slip nestabilnosti) .............. 23
6. GRAFICKI PRIKAZI MATEMATICKIH MODELA VIBRACIJA POBUPENIH SUHIM
TRENJIEM ...ttt b e bttt e skt e bt et et et e e sne e e b e e nneeennee s 25
6.1. Programski paketi koriSteni u prikazu podataka ............ccoooveiiiiiinii 25
6.2. Model lijepljenje-klizanje (StICK-SIIP) ....c.ooiiiiiiiiiiee e 25
6.3. Model lijepljenje-klizanje s konstantnom SHOM ...t 28
6.4. Model lijepljenje-klizanje s promjenjivom SHOM ... 30

6.5. Model kaoti¢nih vibracija efekta lijepljenje-Klizanje..........ccccocvviniiiiiii 33



6.6. Matematicki model nestabilnosti uslijed sprezanja modova.........ccccccevvvvieiiiieiiieeiiieenne 37

LN G 50 1 607N TR 43
LITERATURA ..ottt sttt sttt n et s st n et s e teneaeae 44
POPIS SLIKA ...ttt ettt sttt sttt sttt n s 46
Y74 i N TR 48

AB ST RACT bRt 49



1. UvOD

Suho trenje proizlazi iz kontakta krutih tvari koje klizu relativno jedna prema drugoj ili imaju
tendenciju tome. Opcéenito, trebalo bi rasprsiti mehani¢ku energiju i djelovati kao otpor relativnom
gibanju, §to se koristi u mehanickim komponentama poput prigusivaca i kocnica.

Medutim, suho trenje moze inducirati samouzbudne vibracije pod odredenim uvjetima. Vibracije
izazvane trenjem su odredena vrsta oscilacija koja se ¢esto pojavljuje u inZenjerstvu kao i u naSem
svakodnevnom Zzivotu, a u veéini slucajeva su nepozeljne. Postoje i primjeri koriStenje vibracija u
industrijski primjena kao §to su sita, udarni ¢ekici itd. lako je u posljednjim desetlje¢ima postignut
bitan pomak u razumijevanju mehanizma nastanka i samoodrzanja vibracija, ipak su one kao
nezeljena pojava. Problem vibracija izazvanih trenjem jo$ uvijek je prisutan zajedno s razvojem

industrije.



2. TRENJE

2.1. Tribologija

Tribologija je grana znanosti koja proucava povrsine koje se pomicu jedna u odnosu na drugu, §to
je fenomen koji svakodnevno utjece na naSe zivote na mnogo nacina. Pojam tribologije potjece od
grckog izraza (tribos - trenje i logos - znanost) sto bi u krajnjem prijevodu znadilo tribologija. lako
se prvi put ovaj izraz spominje jos 1964. godine, postoje slike iz starog Egipta na kojima se vidi

kako tribolozi koriste ulje kao mazivo, kako bi olaksali klizanje ve¢ih Kipova. [1]
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Slika 2.1. Klizanje velikog kipa uz pomo¢ maziva [2]

Trenje je vazan pojam tribologije, koja proucava medusobno povezane povrsine s relativnim
gibanjem 1 pokriva nekoliko disciplina u znanosti i tehnologiji. Osim toga, tribologija takoder
obuhvaca prouc¢avanje podmazivanja i troSenja. Podmazivanje je u¢inkovit nac¢in smanjenja trenja
i troenja. Vecéina mehanickih komponenti ima jedan ili vise pokretnih dijelova koji se gibaju jedni
u odnosu na druge unutar mehanickih sklopova.

U nekim komponentama, kao $to su lezajevi i zupcanici, cilj je minimalizirati otpor klizanju ili
kotrljanju tako da se $to je moguée manje energije gubi na trenje. U drugim komponentama, kao
Sto su kocnice i spojke, zelimo ostvariti maksimalan otpor klizanju kako bismo ogranicili relativna
gibanja. Postoje i mnogi proizvodni procesi koji se oslanjaju na tribologiju, kao §to su valjanje,

tokarenje, bruSenje 1 poliranje.



Slika 2.2. Tokarenje [3]

Drugi, vazan pojam tribologije je troSenje. TroSenjem mogu nastati povrSinska ostecenja i habanje
materijala te takoder moze prouzrokovati kvar sustava. Stoga se ¢esto nanose premazi kako bi se
stvorila povrsina s visokom tvrdo¢om otpornom na gubitak materijala.

U strojarstvu, elementi alatnih strojeva u kontaktu ili dodiru izloZeni su procesu trosenja, tj.
neposrednom djelovanju trenja i zagrijavanja, odnosno posrednom djelovanju trenja. Neki od

tipi¢nih i najucestalijih primjera troSenja materijala u strojarstvu prikazani su na slici 2.3.
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Slika 2.3. Tipicni primjeri troSenja u strojarstvu [4]



2.2. Opé€enito o trenju

Trenje se definira kao tangencijalna otporna sila od kliznog sucelja u dinami¢kom sustavu. [5]
Jednostavnije pojaSnjeno, trenje izaziva silu koja djeluje suprotno od relativnog gibanja. Trenje je
nekonzervativna sila $to znaci da je potrebno potrositi energiju na savladavanje trenja. Gubici

trenjem znatno smanjuju energetsku u¢inkovitost mnogih mehanickih uredaja.

_

[ < -y,
[ ] ~
F 17 vuéna sila motora FV
tr sila trenja e )
_ / l pravac i smjer kretanja

F—g.

Slika 2.4. Tipicni primjeri troSenja u strojarstvu [6]

Trenje je vrlo slozen i jedan od najstarijih fizikalnih fenomena koji se znanstveno istrazuju. Jo$ od
davnih vremena, ljudi su prepoznali vaznost trenja kao §to je koriStenje sile trenja za stvaranje
vatre, stvaranje kotaca, slikanje 1 tako dalje. Znanstvena istrazivanja o trenju provode se
stolje¢ima. U danasSnje vrijeme, s razvojem inZenjerstva naglaseni su sve veci zahtjevi za
udobnosc¢u 1 smanjenjem troSkova, kljucna uloga trenja u brojnim industrijskim primjenama, kao
Sto su proizvodna industrija, automobilska i zrakoplovna industrija. Prema prisutnosti/odsutnosti
sloja izmedu uzajamno pokretnih dijelova postoje vise vrsta trenja:

e Suho trenje

¢ Hidrodinamicko trenje

e Unutarnje trenje

Za veliku vec¢inu povrsina koje se susrecu u prirodi i koja se koriste u industriji, izvor suhog trenja
su nesavrSenosti povrSina. Ispostavilo se da ¢ak ni zrcalno sjajne povrSine zapravo nisu ravne,
barem na mikro i nano skalama, te sadrze nepravilnosti. Te se nesavrSenosti nazivaju povrsinska

hrapavost.



Na slici 2.5. je prikazana podjela trenja prema prisutnosti ili odsutnosti sloja, tj. maziva.
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\\\\ NN \ N\

S 7 "///;/ & / Z Y. L Ll
. ‘ . ,-
mikrododir mazivo

Slika 2.5. Usporedni prikaz suhog i trenja uz podmazivanje [7]

2.3. Suho trenje

Suho trenje odnosi se na trenje koje se javlja izmedu dviju ¢istih povrsina bez maziva. Ovisno o
pojedinostima situacije, suho trenje moze drzati predmet u ravnotezi ili uzrokovati njegovo
ubrzanje ili usporavanje. [8] Najcesce koristeni model za suho trenje je model Coulombovog
trenja. Coulombovo trenje temelji se na Kkoeficijentu trenja koji predstavlja konstantu
proporcionalnosti izmedu normalne sile i sile trenja. Koeficijent trenja je uvijek veci od 0 i obi¢no
manji od 1. Koeficijent trenja moze biti veéi od 1 za materijale koji pokazuju pozitivnu adheziju
jedan na drugi (poput silikonske gume ili lijepljenih povrSina).

Coulombovo trenje moze se dalje podijeliti na staticko trenje i kineti¢ko trenje. U statiCkom
slu¢aju, sila trenja je upravo onolika koliko je potrebno da se sprijeci gibanje izmedu povrSina to
jest uravnotezuje silu koja nastoji izazvati takvo gibanje. Sila trenja uvijek djeluje u smjeru koji se
suprotstavlja gibanju sto vrijedi za kineticko trenje ili potencijalnom gibanju (za staticko trenje)
izmedu dviju povrSina. Ove dvije vrste trenja prikazane su na slici 2.6. Kod modela kutije koja
stoji na nekoj povrsini, sila povlacenja djeluje paralelno s povr§inom i stalno se povecava. Na

kutiju takoder djeluju gravitacijska sila, normalna sila 1 sila trenja.
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m

Slika 2.6. Prikaz suhog trenja [9]
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Staticko trenje se javlja prije klizanja i pomicanja kutije. U tom ¢e podrucju sila trenja bit jednaka
po veli¢ini i suprotnog smjera samoj sili povlacenja. S povecanjem sile povlacenja raste i veli¢ina
sile trenja. Ako veli¢ina sile povlacenja nastavi rasti, kutija ¢e na kraju poceti kliziti. Kako kutija
pocinje kliziti, vrsta trenja koja se suprotstavlja kretanju kutije mijenja se iz statickog trenja u ono
Sto se naziva kineticko trenje. ToCka neposredno prije nego Sto kutija sklizne poznata je kao
nadolazece kretanje. Ovo se takoder moze smatrati maksimalnom mogucom statiCkom silom trenja
prije klizanja. Veli¢ina maksimalne sile statickog trenja jednaka je statickom koeficijentu trenja
pomnozenom s normalnom silom koja postoji izmedu kutije i povrsine. Ovaj koeficijent trenja je

svojstvo koje ovisi 0 materijalu oba tijela u kontaktu i obi¢no se moze pronaci u tablicama.

Kinetic¢ko trenje pojavljuje se u trenutku kada kutija pocinje klizati. Uz kineticko trenje, veli¢ina
sile trenja koja se suprotstavlja gibanju bit ¢e jednaka kineti¢kom koeficijentu trenja pomnoZenom
s normalnom silom izmedu kutije i povrSine. Kineticki koeficijent trenja takoder ovisi o

materijalima oba tijela u kontaktu, ali ¢e uvijek biti manji od statickog koeficijenta trenja.



3. VIBRACIJE

Vibracija se moze opisati kao kretanje mase oko polozaja tocke ravnoteze. [10] Kako god masa
oscilirala, uvijek ¢e se vratiti u tocku ravnoteze, jer je smjer sile koja djeluje na oscilator uvijek
usmjeren prema tocki ravnoteze. Samo kada je smjer sile (j. elasti¢ne sile U opruzi) suprotan
smjeru gibanja, vibracije ¢e se dogadati oko tocke ravnoteze. Dakle, vibracije su vrste gibanja

mase Cija su elasti¢na sila i pomak obrnutih smjerova.

U slucaju jednodimenzionalnog (1D) gibanja, elasti¢nu silu ozna¢avamo s F, a pomak gibanja

ozna¢avamo s U. Prema Hookeovom zakonu vrijedi:
F=—ku (3.2)
gdje k oznacava koeficijent elasti¢nosti, negativni predznak oznacava smjer sile Koji je suprotan

od pomaka. Oznacavajuéi masu oscilatora kao m, mozemo napisati jednadzbu koriste¢i Newtonov

drugi zakon kao:
d?t
mﬁ =—ku=F (32)

Postavljajuci kruznu frekvenciju kao w, uvrstiti ¢emo izraz (3.3) u jednadzbu (3.2)

2 _k
w* =— (3.3)
dzu 2 _
F + wu=0 (34)
Gornja jednadzba je jednadZzba vibracija bez prigusenja i njezina opce rjeSenje je:
u = Acos(wt + 0) (3.5)

gdje A oznacava amplitudu, a © fazu niskih vibracija. Vibracije pod utjecajem otporne sile
nazivaju se prigusne vibracije. Prigusenje dolazi od ograni¢enja okolnog medija i stvara otpor fr,

koji je proporcionalan brzini titranja kada brzina nije prevelika, a smjerovi su im suprotni.



Oznacimo li y kao proporcionalni koeficijent, slijedi:

fi=-vs (3.6)

Stoga se jednadzba (3.2) za slu¢aj djelovanje otporne sile moze napisati na sljede¢i nacin:
m—uz—ku—y—t=—F—y— (3.7

. k y o . . . C e
gdje je w? = — oznaCava kvadrat kutne frekvencije vibracija, a f = % je koeficijent priguSenja

vibracija. Diferencijalna jednadzba prigusenih vibracija moze se napisati kao:

d?u

2B wiu=0 (3.8)

Jednadzba (3.8) je obi¢na diferencijalna jednadZzba drugog reda. Ako je S < wo, opCe rjeSenje je:
— 2Bt
u=A4,"" cos(wt + 6y) (3.9

gdje su Ao i 6 integralne konstante (amplituda i fazni kut) koje se biraju prema po¢etnom stanju

vibracija. Kutna frekvencija w = /w,? — B? je povezana s koeficijentom prigusenja.
3.1. Modeliranje vibracijskih sustava

Tijekom slobodnog vibriranja mehanickog sustava potencijalna energija sustava djelomi¢no
prelazi u kineticku i obratno, pri ¢emu se jedan dio energije rasipa, §to smanjuje amplitudu, sve
dok nakon nekog vremena vibracije potpuno ne prestanu. Svaki realni vibracijski sustav sadrzi
povrative (elasti¢ne, restorativne), nepovrative (disipativne) i masene (inercijske) elemente. U

realnim sustavima jedan te isti fizikalni element moze imati sva tri svojstva.

Tako npr. opruga ima elasti¢no svojstvo, odnosno opruga koja moze akumulirati potencijalnu
energiju, moze stvarati povratnu ili restorativnu silu. Medutim, stvarna opruga ima i odredenu
masu. Osim toga, uslijed unutarnjeg trenja materijala oprugu moze karakterizirati i odredeno

strukturno prigusenje.



Sukladno tome, mozemo konstatirati da stvarna opruga ima sva tri karakteristicna svojstva:
SVojstvo elasti¢nosti, tromosti i prigusenja. Prevladava svojstvo elasti¢nosti, a druga su dva
svojstva zanemarivo malena. Pri modeliranju vibracijskih sustava upotrebljavaju se elementi koji

imaju samo po jedno od tih svojstava.
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Slika 3.1. Prikaz osnovnih elemenata vibracijskih modela [11]

Glavna zadaca elasti¢nog elementa je da sluzi kao akumulator ili pretvara¢ potencijalne energije
sustava. U praksi su to naj¢eS¢e razni elasticni elementi, uglavnom u obliku raznih opruga.
Elasti¢ni elementi mogu biti i polje centrifugalnih sila, ali i primjerice gravitacijsko polje te sl.
Takav se element uglavnom prikazuje pomocu opruge, te ukoliko nije druk¢ije definirano, smatra

se da opruga ima linearnu karakteristiku, odnosno da je sila opruge proporcionalna s produljenjem.

F = kx (3.10)

gdje je Fk sila u opruzi, k konstanta opruge (krutosti), a x produljenje opruge. Ranije prikazani
izraz (3.10) nazivamo i karakteristikom opruge. Karakteristika nelinearne opruge zadaje se
pomocu dijagrama, a prema porastu sile opruga moze biti tvrda ili mekana. Cesto je za male

pomake uvrijedeno da se takva opruga moZe smatrati linearnom.
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Slika 3.2. Prikaz karakteristika linearnih (a) i nelinearnih (b) opruga [11]
Poznato je da maseni ili inercijski element akumulira kineti¢ku energiju nekog sustava. Njega

prikazujemo pomocu utega mase m. Ukoliko imamo relevantno i rotacijsko gibanje, tada se

navedeno moze prikazati pomocu diska koji ima moment tromosti J.

Prigusnim elementom modelira se rasipanje, odnosno disipacija mehanic¢ke energije. Prigusenje
moze nastati zbog unutarnjeg ili vanjskog trenja, odnosno zbog otpora nekonzervativnih sila.
Unutarnje trenje nastaje prilikom medusobnog pomicanja Cestica materijala pri deformiranju.
Vanjsko trenje moze se klasificirati kao suho, viskozno ili opéenito otpor fluida. Poznato je da
viskozno trenje ovisi 0 prvoj potenciji relativne brzine %o, povrsina u dodiru. Otpor fluida ovisi o

drugoj potenciji relativne brzine. Opcenito, Silu prigus$enja mozemo izraziti kao:

F. = ci™ (3.11)
rel

gdje je c koeficijent prigusenja, a n neki eksponent. Vrijednosti ovog eksponenta se uzimaju u
ovisnosti o vrsti trenja te iznose:

e n =0 zasuho trenje

e n =1 zaviskozno trenje

e n =2 priotporu fluida

U realnim je vibracijskim sustavima n = 1, te se zbog pojednostavljenja matematicke analize,
uzima da je n = 1, odnosno pretpostavlja se da analiziramo slucaj gdje postoji viskozno trenje.
Simbolic¢ki se element takva trenja prikazuje pomocu viskoznog prigusivaca, a koji se sastoji od

Klipa i cilindra u kojem se nalazi ulje.
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Kao posljedica djelovanja uzbudnih sila na vibracijski model nastaju prisilne vibracije. Veoma su
Ceste 1 za analizu vrlo jednostavne tzv. harmonijske sile. Za harmonijske je sile karakteristi¢no da

se mijenjaju po zakonu sinusa ili kosinusa prema sljedecoj jednadzbi:

F(t) = Fycos (Qt — @) (3.12)

gdje je F, amplituda, Q uzbudna kruzna frekvencija, a ¢, pocetna faza. Ukoliko je uzbudna sila
periodi¢na ali ne i harmonijska, tada se ona moze razvojem u Fourierov red prikazati kao suma
svih harmonijskih sila. Uzrok te uzbude moze biti i podloga kao primjerice prilikom potresa ili
voznje automobila po hrapavoj cesti. To se naziva tzv. kinemati¢ka uzbuda. Kod rotirajucih
dijelova veoma cesta je i centrifugalna uzbuda. Uzbudu mozemo karakterizirati kao
deterministicku ukoliko je ona periodi¢na i unaprijed poznata, a stohasti¢ka ako je potpuno

proizvoljna i nije nam unaprijed poznata.
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4. MEHANIZMI NESTABILNOSTI IZAZVANI SAMOUZBUDNIM
VIBRACIJAMA SUHOG TRENJA

Tijekom proslog stoljeca razvijeno je nekoliko disciplina proucavanja vibracija izazvanih trenjem.
Velika koli¢ina istrazivanja je posvecena razlogu pojave vibracija izazvanih trenjem, $to je jedna
vazna grana Koja je dala znatan doprinos dosadasnjim istrazivanjima koja pokuSavaju rijesiti ovaj
problem.
Mehanizme nestabilnosti koji izazivaju samouzbudne vibracije suhog trenja mozemo podijeliti u
Cetiri kategorije:

e negativni nagib trenja i brzine

o efekt ljepljenje—klizanje (stick-slip efekt)

o efekt zaklinjenje—klizanje (sprag-slip efekt)

e nestabilnost mod-couplinga.

4.1. Negativni nagib trenja i brzine

U nekim slucajevima, ovisno o materijalima u kontaktu, koeficijent kineti¢kog trenja u odnosu na

brzinu klizanja pokazuje negativan nagib u odredenim podruc¢jima.

-

Brzina V

Slika 4.1. Prikaz negativnog prigusivanja [12]

Na slici 4.1 je prikazana vrsta trenja za slucaj kada trenje i relativna brzina imaju negativan nagib.
Ovaj prikaz sile trenja i relativne brzine moze se promatrati kao priguSenje. Ako je nagib
negativan, sustav je izloZen negativhom prigusenju. U ranijim istrazivanjima primijeceno je
postojanje podrucja negativnog nagiba za klizne povrsine koje prolaze kroz vibracije izazvane

trenjem. Zbog ovog negativnhog nagiba, klizanje u stacionarnom stanju postaje nestabilno
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izazivajuc¢i pritom samouzbudne vibracije. Medutim, opaZene su samouzbudne vibracije i pri
odsutnosti negativnog nagiba.

Sinclair i Manville [13] u svom istrazivanju skripe ko¢nica otkrili su da je koeficijent trenja kod
vecéine materijala koc¢ionih obloga zapravo nepromjenjiv s brzinom klizanja, osim $to je doslo do

malog smanjenja koeficijenta trenja s pove¢anjem temperature.

Slika 4.2. Sklop kocionog diska [14]

4.2. Efekt lijepljenje-klizanje (stick-slip efekt)

Stick-slip efekt nastaje u podru¢ju malih brzina klizanja, to jest u podru¢ju podmazivanja. Uzrok

tome je staticki koeficijent trenja koji je veé¢i od dinamickog koeficijenta.

-

kbrzina V

Slika 4.3. Graficki prikaz koeficijenata trenja kod stick-slip efekta [12]

Na slici 4.3 je prikazano gibanje kada je stick-slip efekt mogué, a uzrokovan je statickim

koeficijentom trenja ug koji je veci od dinamic¢kog pq.
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Tijekom faze lijepljenja (eng. stick), ne postoji relativna brzina izmedu povrsina, te se klizac i

podloga gibaju zajedno. Tijekom faze klizanja (eng. slip), energija se prazni gotovo trenutno.

Fymirovania

Z SR

sila F

vrijeme t

MIrovanje jyi:qnje

put klizanja

o

vrijeme t

Slika 4.4. Prikaz faza stick-slip efekta tijekom vremena [4]
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Slika 4.5. Djelovanje stick -slip efekta [4]

Kako se brzina klizanja povecava, postoji kriti¢na vrijednost brzine iznad koje nestaje stick-slip
efekt. Stick-slip efekt manifestira se podrhtavanjem, odnosno nejednolikim gibanje kliznog

elementa u odnosu na kliznu povrsinu.

14



Neki od nacina ublazavanja stick-slip efekta u strojarstvu su sljedeci:

povecavanje brzine klizanja
viskoznijim uljem

vec¢om nosivom povrSinom kliznog para
manjom masom kliznog elementa
uporabom polimernih dodataka ulju

oblaganjem kliznih povr$ina umjetnim masama (npr. epoksidne smole)

4.3. Efekt zaklinjenje-klizanje (sprag-slip efekt)

Nakon provedenih istrazivanja Skripa kocnica uoc¢eno je da stick-slip efekt nije jedini razlog za

Skripanje kocnica, te da se samouzbudne vibracije mogu proizvesti i u slucaju kada je koeficijent

trenje konstantan.

Prvi koji je predlozio mehanizam za vibracije izazvanim trenjem koji je nazvan sprag-slip bio je

Spurr. [15] Prema njegovoj teoriji, samouzbudne vibracije nastaju pod djelovanjem uranjanja

(eng. digging-in) klizaca u kliznu povrsinu. Sila trenja raste sve dok ne dosegne visoku vrijednost

koja prisiljava kliza¢ da se krec¢e s kliznom povrSinom bez relativne brzine (eng. sprag). Zbog

ovoga kretanja, mijenja se glavni polozaj oko kojeg se kliza¢ okreée i to rezultira u novom

efektivnom kutu nagiba. To uzrokuje smanjenje sile trenja koja dopusta relativno gibanje izmedu

klizaca i povrsine (klizanje).

Rigid rod pivoted at O

V By
«— = \ ]
Moving plate
Fy

Slika 4.6. Prikaz mehanizma sprag-slip [16]

Na slici 4.6 je prikazan polukruti podupira¢ koji je bio nagnut pod kutom © prema povrsini koja

se trlja i gurnut paraleno s povrsinom.
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4.4. Nestabilnost sprezanja modova

U mehanizmu sprezanja modova, dva moda vibracija geometrijski uskladena odnosno iste valne
duljine 1 bliske rezonancije mogu inducirati vise energije u sustav nego Sto Se moze rasprsiti.
Nestabilnost uslijed sprezanja modova ili zakljuCavanja moda zapravo predstavlja vrstu
geometrijski inducirane nestabilnosti, koja se opcenito smatra glavnim mehanizmom za Skripu
koc¢nica i privukla je mnogo paznje istrazivaca U podruc¢ju vibracija izazvano trenjem.

North [17] je prvi opisao da je Skripa kocnica bila posljedica sile trenja s konstantnim

koeficijentom trenja.

Bending mode
of brake pad

T

Out-of-plane mode
of brake rotor

Slika 4.7. Sprezanje modova izmedu komponenti kocnica [16]

Slika 4.7 prikazuje spoj izmedu kocionog rotora i nadin savijanja kocione ploice na istoj
frekvenciji. Sprezanje modova je Cesto ovisno o radnim uvjetima kao Sto su brzina, tlak i
temperatura i karakteristikama sucelja kao Sto su kontaktna krutost, hrapavost, adhezivna sila i
mnogi drugi. Postoje i drugi nazivi koji se koriste za definiranje ovog mehanizma, naime; binarno
leprsanje (eng. binary flutter), stacionarni mod (eng. mod lock-in) i nekonzervativne sile ovisne
0 pomaku (eng. non conservative displacement dependant forces). Modalno sprezanje
konstrukcije ukljucuje klizne dijelove, a spajanje rezultira promjenama sila trenja koje su
neophodne za samouzbudne vibracije. Medu ostalim pristupima, nestabilnost sprezanja modova
(eng. mode lock in) izmedu dvaju nacina rada sustava jedan je od najprihvacenijih, a analiza
slozenih vlastitim vrijednostima kocionog sustava popularan je numericki alat za predvidanje

nestabilnosti cviljenja.
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5. MATEMATICKI MODELI VIBRACIJA POBUDENIH SUHIM
TRENJEM

5.1. Matematic¢ki model negativnog prigusenja

Tijekom proteklih desetljeCa razvijene su razliCite vrste zakona trenja. Negativan gradijent
koeficijenta trenja u odnosu na relativnu brzinu zajednicka je znacajka vecine zakona trenja.
Koristi se model pomi¢nog remena mase s oprugom s jednim stupnjem slobode, prikazan na slici
5.1. Naslici 5.1. kliza¢ je diskretna masa, oznac¢ena kao m, X opisuje horizontalni pomak mase m,
k je krutost opruge, ¢ je prigusenje, Fn je normalna sila opterecenja, a Vo je brzina pokretne trake.
Izmedu mase i pokretne trake postoji kontakt trenjem. lako je ovaj model jednostavan, ukljucuje
trenje na interesantan nacin jer je trenje primarni faktor koji utjece na dinamiku sustava, §to je vrlo
pogodno za proucavanje mehanizma. Ovaj sustav je klasican model koji se moze koristiti za

proucavanje razlicitih problema vibracija izazvanih trenjem.

X Iy

m

Cz> Vo O

Slika 5.1. Sustav s jednim stupanjem slobode sustava masa-opruga-remen [18]

A NNNN

Prema drugom Newtonovom zakonu izraZena je jednadzba gibanja sustava kao:

mX + cX + kx = F.(vy) (5.1)
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u kojoj je Fr (vr) funkcija sile trenja od vr, a vr je relativna brzina izmedu mase i remena, definirana
jednadzbom (5.2):

V=X — 1 (5.2)

Pod pretpostavkom da je sila trenja Fr proporcionalna sili F, s koeficijentom p(v,) poznatim kao

koeficijent trenja, sila trenja se izrazava kao:

Fo=p(vr) (5.3)

Ovdje funkcija koeficijenta trenja pu(v,) koristi izraz dan jednadzbom (5.4):

pw(vr) = ps — pz| v (5.4)

gdje su ug i u, konstante. Tada se sila trenja izrazava sljede¢om jednadzbom:

k= .u(vr)Fn = (.us - li2|5C - UODFn (5-5)

Kako sila trenja mijenja smjer kada relativna brzina mijenja predznak, funkcija sile trenja dana je
jednadzbom (5.6):

E(n) = _[.uan — o Fy|x — Vo” sin(x —vp) (5.6)

JednadZbu mozemo isto napisati kao:

—usky + .uan(x - UO), X > vy

Fr(vr) = [_.uan' .uan]' X = Vg (5-7)
Usky + .uan(x - UO), x < Vg

Zamjenom jednadzbe (5.6) u jednadzbu (5.1), jednadzba gibanja poprima oblik (5.8):

mx + (¢ — Uy, Fy)x + kx = —ugF, sin(x — vy) + u, F,v, (5.8)
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U jednadzbi (5.8), moze se naci da, kada je ugkF, > c, prigusenje sustava postaje negativno, sto
rezultira divergentnim vibracijama. Dakle, negativan nagib koeficijenta trenja u odnosu na
relativnu brzinu moze uzrokovati negativno prigusenje u Sustava, $to je prepoznato kao jedan od

razloga za nestabilno trenje izazvano vibracija.
5.2. Matematic¢ki model lijepljenje-klizanje (stick-slip)
Model masa-opruga-remen s jednim stupnjem slobode prikazan na slici 5.2 koristi se za

proucavanje stick-slip vibracija. Kod ovog modela nije uklju¢eno prigusenje. Koristit ¢e se iste

oznake kao i u prethodnom potpoglavlju.

]
]
g
RO

Slika 5.2. Model masa-opruga-remen s jednim stupanjem slobode [18]

Masa m dozivljava sljedece faze gibanja: zalijepi se za remen i pomice se s njim, u pocetnoj fazi.
Istovremeno se opruga rasteze i sila opruge raste. Staticka sila trenja drzi masu zalijepljenu za
remen sve dok je sila opruge manja od sile trenja. Medutim, kada sila opruge premasi silu trenja,
kliza¢ pocinje kliziti u odnosu na remen. Istog trenutka rezim trenja se naglo mijenja iz statickog
u kineticki ¢1j1 je koeficijent trenja manji. Tako masa moZe dalje kliziti po traci. Kako je sila opruge
veca od sile kinetickog trenja, brzina klizanja prema naprijed (kliza¢ klizi u istom smjeru pokretne
trake) se smanjuje, a u tocki preokreta od brzine smjer klizanja kliza¢a mijenja se u smjer suprotan
smjeru pokretne trake (klizanje unatrag). Nakon nekog vremena, opruga se stisne i klizanje klizaca
unatrag se opire, zbog Cega kliza¢ mijenja smjer klizanja u klizanje prema naprijed. Onda kada
postigne istu brzinu s pokretnom trakom, a sila opruge je manja od statickog kapaciteta trenja,
masa se ponovno lijepi za pokretnu traku. Prethodno kretanje stick-slip ponavlja se tijekom rezima

vibracije sustava. Kako se stanja gibanja izmjenjuju, to je neglatki proces.
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Matematicka formulacije stick-slip vibracija prikazana su u nastavku. Za proces ljepljenja, pomak

I brzina mase dati su jednadzbom (5.9):

X = vot, X = v, (5.9

Za proces Klizanja, sila trenja F. = u¢F,, a njezin smjer odreden je relativnom brzinom izmedu

mase i pokretne trake. Jednadzba gibanja mase dana je jednadzbom (5.10):

mx + kx = —uF, sin(v,) (5.10)

Uvjet za prebacivanje iz "stick" moda u "slip" mod je:

lkx| > ugF, (5.11)

u kojoj je kx sila opruge, a ugF, kapacitet statickog trenja. S druge strane, uvjeti za prebacivanje s
slip na stick mod su:

X =1yl |kx| < ugF, (5.12)

5.3. Matemati¢ki model kaoti¢nih vibracija efekta lijepljenje-klizanje

Slick-slip vibracije mogu biti vrlo slozene i presudno ovise o parametrima sustava. U ovom

poglavlju predvidena je nestabilna vibracija stick-slip efekta.

u(r) I i Fy

‘.1
OO

Slika 5.3. Model masa-remen s jednim stupnjem slobode i s kinematickom pobudom [18]
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Slika 5.3 prikazuje model koji je slic¢an slici 5.2, ali s vanjskom pobudom. Koristi se isti zapis
definiran u potpoglavlju 5.2. 1zmedu klizaca i pokretne trake javlja se suho trenje, a sila trenja je

F.(vr). u(t) je pobuda pomaka, a zadana je u sljede¢em obliku:

u(t) = ug cos(Qt) (5.13)

u kojoj je Q frekvencija kinematicke uzbude, a u, amplituda. Jednadzba gibanja sustava, u

bezdimenzijskom obliku, dana je jednadzbom (5.14):

Fr(vr)
k

X1+ x = + uy cos(nt) — x (5.14)

Varijable i parametri u jednadzbi (5.14) preuredeni su u bezdimenzijski oblik pomocu:

Q Fr(=vr)

k
a)g=%,r]=W—0,xS=T,x1=x—xs,T=WOt (5.15)
Sila trenja F.(v,) izrazava se kao:
F(v) = —pu(w)F, sin(vy) (5.16)

5.4. Matemati¢ki model nestabilnosti uslijed sprezanja modova

U ovom potpoglavlju prikazan je model koji predstavlja osnovnu ideju nestabilnosti uslijed
sprezanje modova. Mehanicki model je prikazano na slici 5.4. U ovom modelu, ki, k2 i ks su
linearne opruge. Donji kraj opruge ks povezan je s klizacem zanemarive mase koji ima frikcijski
kontakt s donjim remenom koji se krece konstantnom brzinom Vo. Sila trenja je oznafena sa Fr, uz

konstantan koeficijent trenja u.
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Slika 5.4. Model sa dva stupnja slobode [18]

Kontaktna sila izmedu klizaca i remena je sila opruge kay, stoga se sila trenja podrazumijeva kao:
F. = pksy (5.17)

Jednadzbe gibanja mogu se prikazati matri¢nim sustavom jednadzbi:
m 0]z ki1 kiz —pks | (x\ _ (o
[ @)+ @) =0 (5.18)

u kojem je:

k, = k; cos? a,
ki, = kyy = kqsinaq cosay + k, sina, cos a, (5.19)
kzz = kl Sinz az + kz Sinz afz + k3

1z izraza 5.18 je vidljivo da matrica krutosti postaje asimetri¢na zbog ¢lana sile trenja uks;y.
U tom slucaju vlastite vrijednosti s=A+iw mogu se dobiti rjeSavanjem problema vlastitih

vrijednosti:

S12 = ij—z + /1 —% (5.20)
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5.5. Matematic¢ki model nestabilnosti zaklinjenje-klizanje (sprag-slip nestabilnosti)

Da bi se opisao sprag-slip proces, prikazan je savr§eno kruti model na slici 5.5. Na ovom modelu,
kruti Stap je nagnut prema pokretnoj traci na jednom kraju pod kutom O a zakrenut je na drugom
kraju. P je normalna sila koja komprimira Stap na remenu. Kao posljedica toga, otpor trenja djeluje

izmedu dvije relativno pokretne komponente.

|
I
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
I
|
|
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I
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|
|
|
|
|
|
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|
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Slika 5.5. Model krutog Stapa s pokretnim remenom [18]

Prema stanju ravnoteze Sila dobiva se odnos izmedu sile pritiska P i normalne sile F:

P=F,+F.tan6 (5.21)

Uz pretpostavku F. = uF,, sila trenja i kontaktna sila izvedene su kao:

upP

b= ane (5:22)
P
Fn = m (5.23)

Jednadzbe (5.22) i (5.23) pokazuju da sila trenja moze postati beskona¢no velika, kada se 1 —
u tan @ priblizava se nuli. Dakle, do ovog stanja se dolazi kada je Sipka zaklinjena (eng.spragged)

na remen.
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S druge strane, pod pretpostavkom da je Sipka djelomicno elasti¢na, pomicat ¢e se te ¢e se mijenjat
O. Prilikom pomicanja vrijednost 1 — u tan 6 postaje razli¢ita od nule i raste s porastom 6. Kao
posljedica toga, vrijednost F; pada. Istodobno raste elasti¢na energija elastiéne komponente sile.
U ovom trenutku, elasti¢na sila nadvladava silu trenja, Sto omogucuje da se elasti¢na Sipka otpusti
i vrati u prvobitni polozaj, a © ponovno postane manji. Nakon toga, kretanjem $tapa ponavlja se

ova petlja sprag-slip efekta.
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6. GRAFICKI PRIKAZI MATEMATICKIH MODELA VIBRACIJA
POBUDENIH SUHIM TRENJEM

6.1. Programski paketi koriSteni u prikazu podataka

Programski paketi koriSteni za izradu prikaza matemati¢kih modela vibracija pobudenih suhim
trenjem su Excel, VBA i Mathematica. VBA je kratica za Visual Basic for applications. VBA je
Microsoftov programski jezik za Excel i sve druge Microsoft Office programe, poput Worda i
PowerPointa. Svi programi paketa Office dijele zajednicki programski jezik. Za pokretanje VBA
prozoru, pritisne se Alt + F11 unutar bilo kojeg Office programa.

U prethodno spomenutim programskim paketima napravljen je programski kod pomocu jednadzbi
za modele vibracija pobudenih suhim trenjem koje su spomenute u ranijim poglavljima. Rjesenja

diferencijalnih jednadzbi modela dobiveni su pomoc¢u Runge-Kutta metode.

6.2. Model lijepljenje-klizanje (stick-slip)

Sljedeci primjer matemati¢kog modela lijepljenje-klizanje (stick-slip) koji su raCunalnim putem
obradeni u softveru Mathematica je preuzet iz literature [19]. Prikazani su fazni dijagram za
Coulombovo trenje prema jednadzbi:

i+x=F%) (6.1)

Na sljede¢im slikama prikazani su fazni dijagrami matematickih modela s razli¢itim pocetnim

uvjetima Xo.
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i)

-10

Slika 6.1. Fazni dijagram za xo=1,5

o)
dt

Slika 6.2. Fazni dijagram za xo=0
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dx(f)

dt

L L X(f)
Slika 6.3. Fazni dijagram za xo=3
dx(t)
dt
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Slika 6.4. Fazni dijagram za x0=2,05
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dx(t)

dt

()

Slika 6.5. Fazni dijagram ukupnih pocetnih uvjeta

6.3. Model lijepljenje-klizanje s konstantnom silom

Za graficki prikaz simulacije lijepljenja-klizanja s konstantnom silom moramo imati zadane

sljedece parametre:

pocetni poloZaj Xo

pocetnu brzinu vo

krajnje vrijeme simulacije t
broj koraka simulacije N
pocetno vrijeme to

brzinu gibanja trake vy
masu kliza¢a m

Krutost opruge ¢

Broj koraka h dobivamo dijeljenjem razlike krajnjeg i poCetnog vremena s brojem koraka N. Ako

je (y-vo) < 0 tada vrijedi:

y=(3)@4-cx) (6.2)
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U suprotnome vrijedi:

y = (%) (—2,4 —cx) (6.3)

Nakon $to smo definirali korak h i uvjete diferencijalne jednadzbe, putem Runge-Kutta metode
nalazimo aproksimaciju rjesenja pravcem unutar koraka h. Za dobivanje nove vrijednosti moramo
zbrojiti pocetne vrijednosti i promjene (prvu derivaciju) pomnozenu s korakom h. Kako bi dobili
prvu derivaciju, prethodno moramo izracunati nagib tangente.

Na sljede¢im slikama prikazani su grafi¢ki prikazi dobivenih rezultata za model lijepljenje-

klizanje s konstantnom silom.

Vremenska promjena pomaka x=f(t)

0
600
-1
-2
-3
Slika 6.6. Dijagram vremenske promjene pomaka x
Vremenska promjena brzine v=f(t)
1,5
1
0,5
0
0 100. 200 300 400 500 600
-0,5
-1

Slika 6.7. Dijagram vremenske promjene brzine v
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03 Vremenska promjena ubrzanja a=f(t)

600

-0,4
Slika 6.8. Dijagram vremenske promjene ubrzanja a
Poincareov graf v=f(x)
1,5
-2,5

3,5

-0,5

-1

Slika 6.9. Poincareov graf promjene brzine u ovisnosti o pomaku
6.4. Model lijepljenje-klizanje s promjenjivom silom

Za graficki prikaz simulacije lijepljenje-klizanje s promjenjivom silom moramo imati zadane
sljedece parametre:

e pocetni polozaj Xo
e pocetnu brzinu vo
e krajnje vrijeme simulacije t

e broj koraka simulacije N
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e pocetno vrijeme to
e brzina gibanje trake vi
e masa klizacam

e Kkrutost opruge c

Broj koraka h dobivamo dijeljenjem razlike krajnjeg i pocetnog vremena s brojem koraka N. Ako

je (y-vo) < 0 tada vrijedi:
y=(3) (60 -1 -cx) (6.4)
U suprotnome vrijedi:
y = (%) (—(1 + 1,4C05=1+02D gin(y — 1) — cx) (6.5)
Vremenska promjena pomaka x=f(t)
3,5
2,5
15

0,5

0 20 40 60 80 100 120

Slika 6.10. Dijagram vremenske promjene pomaka x
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Vremenska promjena brzine v=f(t)

1
0,5
0
-10 10 30 50 70 90 110
-0,5
-1
-1,5
Slika 6.11. Dijagram vremenske promjene brzine v
Poincareov graf v=f(x)
1
0,5
0
-1 0,5 0 3 3,5
-0,5
-1
-1,5

Slika 6.12. Poincareov graf promjene brzine u ovisnosti o pomaku
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Vremenska promjena ubrzanja a=f(t)
0,15

0,1

0,05

-0,05
-0,1

-0,15

Slika 6.13. Dijagram vremenske promjene ubrzanja a

6.5. Model kaoti¢nih vibracija efekta lijepljenje-klizanje

Kaoti¢ne vibracije efekta lijepljenje-klizanje su pod utjecajem vanjskih pobuda i koristi se razli¢ita
vrijednost varijable . Kada je stupanj slobode sustava ve¢i od dva, moze se dogoditi bogatije
dinamicko ponasanje nestabilne samouzbudne slick-slip vibracije. Na sljede¢im slikama prikazane

su kaoti¢ne vibracije s razli¢itim vrijednostima 2.

Poincareov dijagram v=f(x)
15

Slika 6.14. Poincareov dijagram za Q=1,65
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Poincareov dijagram v=f(x)

1,5

Slika 6.15. Poincareov dijagram za Q=1,22

Poincareov dijagram v=f(x)
15

Slika 6.16. Poincareov dijagram za Q=0,35
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Poincareov dijagram v=f(x)

1,5

3
2,5
Slika 6.17. Poincareov dijagram za Q=0
Vremenska promjena pomaka x=f(t)
40 8p 00 120

Slika 6.18. Dijagram vremenske promjene pomaka x
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Vremenska promjena brzine v=f(t)
15

0,5

-10 10 30 50 70 90 110

-0,5

-1,5

-2,5

Slika 6.19. Dijagram vremenske promjene brzine v

Poincareov dijagram v=f(x)
15

-2,5

Slika 6.20. Poincareov dijagram promjene brzine u ovisnosti 0 pomaku
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Vremenska promjena ubrzanja a=f(t)

0,015
0,01

0,005

-0,005 ||

-0,01

-0,015

Slika 6.21. Dijagram vremenske promjene ubrzanja a

6.6. Matematicki model nestabilnosti uslijed sprezanja modova

U potpoglavlju 5.4 opisan je model nestabilnosti uslijed sprezanje modova. Pokretna traka
konstantne brzine vg koju gura konstantna normalna sila Fn na blok je modeliran kao diskretna
masa m. Blok drze u polozaju dvije linearne opruge ki i k2 i postoji linearna opruga ks koja se moze
uzeti kao model za normalni kontakt krutost izmedu bloka 1 pokretne trake. Za uzimanje u obzir
trenje klizanja Coulombovog tipa pretpostavlja se da je sila trenja Fr s konstantnim koeficijentom
trenja u. U nastavku su prikazani dobiveni grafi¢ki prikazi modela nestabilnosti uslijed sprezanja
modova koji su rijeSeni pomocu softvera Mathematica. Rezultati ovog primjera pokazuju dobru

podudarnost s onima prikazanim u [20].
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VectorPlot[{-2#Xx-y, -Xx-2xVy}, {x, -10, 18}, {y, -18, 18}]
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Slika 6.22. Vektorska polja sile sustava

VectorPlot[{-2+X, -X -2 Y}, {X, -1@, 18}, {y, -1@, 18}]
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Slika 6.23. Vektorska polja sustava

Na slici 6.23 i 6.23 vektorska polja sile sustava ovisno o vrijednosti A. Kada trenje postaje znatno
bitno, tj. kada je A — 1, vektor polja se sve vise iskrivljuje te se ova dva pravca sve viSe
priblizavaju dok se kona¢no ne spoje u rubnoj tocki A=1. U nestabilnom rezimu gdje je A > 1,
dolazi do izobli¢enja vektorskog polja i ono doseZze toliku jacinu da niti jedan smjer pomaka nije
ostao gdje bi povratna sila vratila masu natrag u ishodiSte izvornog pomaka. Umjesto toga,
regulirajuce gibanje ¢e pokazivati spiralno ponasanje koje odgovara formalnom izgledu slozenih
nacina. Gibanje se sastoji od periodi¢ne izmjene energije izmedu gibanja u ravnini 1 gibanja izvan

ravnine i sustava trenja.
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0.2+
01+
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-01+}
-02+
Slika 6.24. Realni dio izraza
15} T
1.0
05¢}
0.2 04 0.6 0.8 1.0
-05¢}
-10}

Slika 6.25. Imaginarni dio izraza

Na slikama 6.26 i 6.27 prikazano je kako se vremenski niz faze pomaka prilagodava tijekom
vremena kako bi se omogucio odgovarajuci prijenos energije. Kada se energija mora prenijeti od
gibanja u ravnini do gibanja izvan ravnine, oscilacija u ravnini zaostaje za oscilacijom izvan

ravnine. Za slucaj kada se tok energije izokrene, tada se izokrene i fazni odnos.
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nps= Plot[Evaluate[{y[t], x[t]} /. ss], {t, @, 75}, PlotStyle » Automatic]

Oul[35]=
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Slika 6.26. Dijagram vremenske promjene pomaka
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niz4= Plot [Evaluate [{y[t], x[t], y'[t], x'[t], y""[t], x""[t]} /. ss],
{t, @, 75}, PlotStyle - Automatic]
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Slika 6.27. Dijagram promjene pomaka u vremenu
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Slika 6.28. Trodimenzionalni dijagram pomaka
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7. ZAKLJUCAK

Ideja ovog zavrSnog rada je bila detaljno analizirati i napraviti matematicke modele za
vibracija pobudenih suhim trenjem. S teoretskog aspekta detaljno je obraden fizikalni pojam trenja
I svi mehanizmi vezani za njegovo pojavljivanje u prirodi i tehni¢koj praksi. Nadalje opisani su
osnovni mehanizmi nestabilnosti koji izazivaju samouzbudne vibracije, kao i fizikalni modeli i
njihova matematicka formulacija. Za osnovne mehanizme nestabilnosti koji izazivaju
samouzbudne vibracije nadalje su razvijeni i izradeni matematic¢ki i numeri¢ki modeli pomoc¢u
programskih paketa Mathematica, Excel i VBA. Pomocu istih je izradeno nekoliko primjera koji
ilustrativno potkrepljuju opisane nelinearne dinamiCke efekte kao i njihove matematicke i
numeriCke modele. Izmedu tih primjera nalaze se 1 dva primjera koja potvrduju rezultate

matemati¢kih modela obradenih u relevantnoj svjetskoj literaturi.
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SAZETAK

U ovom zavrSnom radu obradeni su mehanizmi nestabilnosti koji izazivaju samouzbudne
vibracije. Za svaki je mehanizam detaljno opisana teoretska pozadina kao i matematicka
formulacija pojedinacnog mehanizma. U programskim paketima Excel, VBA i Mathematica
izradena su programska rjeSenja za svaki od matemati¢kih modela pobudnih mehanizama, te su na

posljetku analizirani graficki prikazi dobiveni kori$tenjem numeric¢kih metoda.

Kljuéne rijec¢i: vibracije, trenje, stick-slip efekt, suho trenje, mehanizmi izazvani trenjem
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ABSTRACT

In this final paper, the mechanisms of instability that cause self-induced vibrations are discussed.
For each mechanism, the theoretical background as well as the mathematical formulation of the
individual mechanism is described in detail. In the program packages Excel, VBA and
Mathematica, program solutions were created for each of the mathematical models of the
excitation mechanisms, and finally the graphical representations obtained using numerical

methods were analyzed.

Keywords: vibration, friction, stick-slip, sprag-slip, dry friction, friction-induced mechanisms
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