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1. Uvod

Vjerojatnost kao takva jedna je od najprimjenjenijih matematickih disciplina suvremenog svi-
jeta. Ona utjee na "velike", a i na "male" Zivotne odluke. Bilo da se radi o operaciji gdje mi kao
ljudi dajemo odredenu suglasnost ili dopustenje za izvodenje zahvata gdje se lijecnik ograduje ako
nesto Sto je lako "vjerojatno” pode po zlu ili da se radi o planiranju vikenda sa obitelji gdje je vrlo
"moguce" da padne koja kapljica kiSe ili ¢e ipak zasjati sunce. Vrlo bitan udio ima i u gospodarstvu
gdje zbog odredenih zbivanja na svjetskoj politickoj sceni moZe do¢i do pada ili rasta vrijednosti
odredenog proizvoda ili robe. Ne navodeci dalje primjere jer ih ima bezbroj vidimo da skoro svaki
dio nasih zivota je isprepleten odredenom vjerojatnoscu zbivanja dogadaja. U proslosti se odre-
dena vjerojatnost dogadaja morala utvrdivati ponavljanjem pokusa da bi se doslo do zakljucka, ali
danas uz pomo¢ suvremenih tehnologija taj segment je uvelike olaksan jer je moguce virtualno

simulirati odredene situacije te se puno lakSe prognoziraju odredeni ishodi

U ovome radu opisati ¢emo temeljne pojmove koje veZzemo uz teoriju vjerojatnosti, proucavati
diskretnu sluéajnu varijablu te sistematizaciju razdioba diskretne slucajne varijable. Odabrane
primjere iz podrucja teorije vjerojatnosti rijesiti cemo na dva nacina: standardno odnosno analiti¢ki

te uz pomo¢ racunalnog programa Phyton. Svaki od navedenih nacina ¢e biti detaljno opisani.
Rad se sastoji od Cetiri poglavlja.

U drugom poglavlju dan je uvod sa osnovnim pojmovima kojima se problematika teorije vje-

rojatnosti bavi te kratak povjesni pregled od nastanka do danas.

U tre¢em poglavlju definirali smo sluc¢ajnu varijablu. S obzirom na njezinu podjelu na slu¢ajnu
varijablu kontinuiranog tipa te varijablu diskretnog tipa objasnjene su temeljne razlike izmedu ove

dvije vrste te naposljetku i definirana diskretna slucajna varijabla.
U cetvrtom poglavlju analizirali smo vrste razdioba diskretne slucajne varijable.

U petom poglavlju opisali smo algoritme za simuliranje nekih slu¢ajnih varijabli te njihovu

implementaciju unuta programskog jezika Phyton.



2. Uvod u teoriju vjerojatnosti

Cardano i Galilei u 16 st. procavaju igre na srecu i tako postavljaju temelj teoriji vjerojatnosti
kojoj malo kasnije Pascal i Fermat postavljaju matematicku osnovu. Od toga trenutka vjerojatnost
kao teorija se razvija 1 tretira kao samostalna matematicka grana. Prve njezine primjene bile su
u igrama na srecu, dok se u industriji po€inje primjenjivati od kraja 19. stoljeca, a pocetkom 20.

stoljeca doZivljava primjenu u svim znanstvenim i proizvodnim granama [1].

Osnovni pojam teorije vjerojatnosti je dogadaj, a dogadaji za koje je neminovno da ¢e se do-
goditi nazivaju se sigurni dogadaji. Postoje i dogadaji koji se mogu, ali i ne moraju dogoditi. Pri
bacanju igrace kocke ona Ce sigurno pasti, ali hoce 1i pasti paran ili neparan broj ne moZemo znati.
Ova vrsta dogadaja naziva se sluc¢ajnim dogadajima. Dodagaji koji se nikada ne mogu dogoditi
nazivaju se nemogucim dogadajima. Tako je primjerice dogadaj da ¢e na igracoj kocki pasti broj

9 nemogu¢ dogadaj.

Upravo se na osnovu eksperimenata te slu¢ajevima koji proizlaze ponavljanjem eksperimenata
razmatra vjerojatnost nekog dogadaja. MoZemo reci da je vjerojatnost kvantifikacija Sanse da ce

se neki dogadaj dogoditi.

Kako bi mogli matematicki korektno definirati pojam vjerojatnosti prvo moramo uvesti pojam
jedne matematicke strukture koja se zove o-algebra. Tu strukturu koristimo kako bismo modelirali
dogadaje, drugim rije¢ima dogadaji ¢e biti skupovi koji ¢e imati strukturu o-algebre, a oni ¢e biti

podskupovi nekog skupa ishoda.

Definicija 2.1. Neka je U skup objekata koje u teoriji vjerojatnosti zovemo elementarnim dogada-

Jima. Skup S neka je neprazni skup podskupova U te neka S ima sljedeca svojstva:
1. U €S,
2. Akoje A€ S —A€ S, (Au A= U),

3. Akoje A, e S =) AieSzai=1,2,..

Takav skup S (neprazna familija podskupova skupa U), koji zadovoljava gore navedena svojstva

zove se o-algebra skupova ili Borelovo polje.

Sad moZemo definirati samu vjerojatnost.

Definicija 2.2. Neka je P funkcija definirana na o-algebri S podskupova skupa U. Tu éemo

Sfunkciju zvati vjerojatnost ako zadovoljava sljedece uvjete:



2. P(A)>0zasvaki A € S,

3. Ako su A; € Szai = 1,2,3,...., dogadaji koji se medusobno iskljucuju, tj. za koje je
A;NA; =0 ako i # j, za njih vrijedi

P (UAI) =) P(A). (2.1)

Uvjeti navedeni u prethodnoj definiciji zovu se aksiomi vjerojatnosti ili aksiomi Kolomogo-

rova. Tako vrijednost funkcije PP na skupu A € S zovmo vjerojatnost dogadaja A.

Cesto se koristi i sljede¢a definicija.

Definicija 2.3. Uredenu trojku (U, S, P) koja se sastoji od skupa ishoda U, c-algebre dogadaja S

i funkcije vierojatnosti P definirane na S zovemo prostor vjerojatnosti.

Prikazimo sada na jednom primjeru definiciju vjerojatnosti koja se vrlo ¢esto koristi, a naziva

se klasi¢na definicija vjerojatnosti.

Primjer 2.1. Neka su A,. As. ..., A, jednako vjerojatni dogadaji, koji se medusobno iskljucuju i

¢ine potpuni sustav dogadaja, tako da vrijedi
U4=U. (2.2)
i=1

Ovime smo definirali jedan skup ishoda U. Ovaj skup se jos nazivam i skupom elementarnih
dogadaja. Jasno je da vrijedi
P(4) ==, 2.3)

Skup dogadaja S, odnosno o-algebra dogadaja S sastojati ¢e se od dogadaja A koji se mogu

prikazati kao unija od m elementarnih dogadaja iz skupa S.

Prema zadnjem aksiomu vjerojatnosti, vjerojatnost unije od m jednakovjerojatnih dogadaja
vjerojatnosti % je:

P(A) =

m
n

; (2.4)

cime je definirana klasi¢na definicija vjerojatnosti.

Prema terminologiji klasi¢ne teorije vjerojatnosti, elementarni dogadaji koji definiraju doga-
daj A nazivaju se "povoljni ishodi" za dogadaj A, pa prema toj terminologiji klasi¢nu definiciju

vjerojatnosti obrazlazemo na sljedeci nacin:

Vierojatnost ostvarenja nekog dogadaja A jednaka je kvocijentu broja povoljnih ishoda m i

svih mogucih ishoda n.



Primijetimo da je za klasi¢nu definiciju vjerojatnosti bilo nuzno imati konacan skup jednako-

vjerojatnih ishoda $to ponekad moze biti znac¢ajno ogranicenje.

Sada je jasno da ¢e dogadaj opisan kao unija veceg broja elementarnih dogadaja imati vecu
vjerojatnost. Ako niti jedan elementarni dogadaj ne opisuje dogadaj A, tj. ako je m(A) = 0, biti

¢ei P(A) = 0. To znaci da dogadaju koji je nemogu¢ pripada i vjerojatnost jednaka 0.

Ako je m(A) = n tj. ako svaki ishod realizira dogadaj A, biti ¢e P(A) = 1. Tako da sigurnom
dogadaju odgovara vjerojatnost jednaka 1. Za svaki drugi dogadaj je 0 < P(A) < 1.

Bududi se opisana vjerojatnost moZze izracunati bez izvodenja bilo kakvog pokusa na teme-
lju nekog modela, kazemo da je dobivena teoretska ili matemati¢ka vjerojatnost dogadaja A ili

vjerojatnost "a priori".

Cesto se definiranju vjerojatnosti pristupa na drugi nacin - eksperimentalno. U tom se slu¢aju
biljezi broj realizacija dogadaja A koji se oznaCava sa m, a broj izvrSenih pokusa s n. Tada je omjer
2 zapravo relativna frekvencija dogadaja A, poznata kao vjerojatnost "a posteriori" ili statisticka

vjerojatnost.

Kada broj promatranja raste, vjerojatnost "a priori" i "a posteriori" se sve manje razlikuju. J.
Bernoulli formulirao je tu ¢injenicu u obliku svog zakona "Velikih brojeva". On kaze da: "Kad

broj pokusa raste, apsolutna razlika izmedu relativne frekvencije i vjerojatnosti opada."
Navedene definicije i teze prema [1]

Navedimo sada nekoliko primjera koriStenja klasi¢ne definicije vjerojatnosti.

Primjer 2.2. Promotrimo problem bacanja igrace kocke i odredimo kolika je vjerojatnost pada

parnog broj te broja djeljivog s 3.

Jasno je da ¢e skup ishoda u tom slucaju biti
U=1{1,2,3,4,5,6}. (2:5)
Dogadaj A "pao je paran broj" moZe se opisati sljedecim skupom ishoda:
A ={2,4,6}, (2.6)

dok se dogadaj B "pao je broj djelji s 3 opisuje skupom

B = {3,6}. 2.7)
Sada je jasno da vrijedi
s 1
P(A) ===, 2.8

(2.9)



Primjer 2.3. Iz hrpe od 52 karte izvlaci se na srecu po jedna karta. Skup ishoda u tom slucaju ce
biti sve karte, tj. unija cetiri skupa po 13 karata, odnosno skupova pika, kare, herca i trefa; $to

nam daje sve ukupno 52 karte.

a) Odredimo vjerojatnost dogadaja A koji znaci da smo izvukli asa. On je definiran skupom
koji ¢ine 4 povoljna dogadaja. Imamo 4 skupine simbola u Spilu (tref, herc, karo, pik) i svaki
skup simbola sadrZi po jednog asa te sukladno tome moZemo reci da imamo 4 povoljna

ishoda, a 52 moguéa ishoda.

Sada je jasno da vrijedi
4 1
P(A)=—=—.
(4) 52 13

b) Odredimo vjerojatnost dogadaja B koji znaci da smo izvukli pika. On je definiran skupom

(2.10)

od 13 karata u $pilu u simbolu pika. Tako imamo 13 povoljnih ishoda, a 52 moguca ishoda.

Sada je jasno da vrijedi
13 1
P(A)=—=-. i)
c) Odredimo vjerojatnost dogadaja C' koji znaci da smo izvukli pika asa. Definiran je skupom
koji ¢ini jedan ishod, odnosno u spilu postoji samo jedan pik as. Znaciimamo jedan povoljan
ishod, a 52 moguca ishoda. Sada je jasno da vrijedi
|

= —. 212
52 ( )

P(A)

Pokazimo sada na jednom primjeru koriStenje statisticke definicije vjerojatnosti.

Primjer 2.4. U oZujku 1953. u Monte Carlu izvrSena su 4894 pokusa u kojima je kuglica pala na
crno 2396 puta, na crveno 2360 puta, a na bijelo 138 puta. Iz tih podataka zakljucujemo da prema

statistickoj definiciji vjerojatnosti vrijedi

2396
— — =

Pono = 1891 0.48958, (2.13)

2360
crveno — — = (.4822, 2.14
4894 048 (2.14)

139
Pbijclo = @ = 0282 (215)

Odredimo sada ove vjerojatnosti koristenjem klasicne definicije vjerojatnosti. Polje ruleta podije-
ljeno je na 18 crvenih, 18 crnih i 1 bijelo polje. Vjerojatnost a priori da ce kuglica pasti na crveno,

odnosno crno polje jednaka je
18

— = (.486, 2.16

37 ’ (2-16)
a za bijelo

1

— ={), 027. 2.17

37 ' (17)

Ovime smo i demonstrirali zakon velikih brojeva pokazavsi da se vjerojatnost dobivena a priori i

a posteriori vrlo malo razlikuje ako je broj ponavijanja eksperimenta veci.



Pokazimo sada primjenu vjerojatnosti na jednom primjeru iz inZenjerske struke.

Primjer 2.5. Pri montaZi se upotrebljavaju vijci nabavljeni od dva proizvodaca. Prema deklara-
cijama prvi je izradio 3 posto nestandardnih, a drugi 5 posto nestandardnih elemenata. Od prvog
dobavljaca je nabavljeno 1000, a od drugog 8000 komada. Odredimo vjerojatnost da ce slucajno

upotrijebljeni vijak biti nestandardan.

Primjetimo najprije da je ukupan broj vijaka, odnosno ishoda jednak n = 10000 + 8000 =
18000.

S druge strane, broj nestandardnih vijaka, odnoso povoljnih ishoda je m = 0.3 - 10000+ 0.05 -
8000 = 700.

Sada moZemo izracunati vierojatnost da je sluc¢ajno odabrani vijak nestandardan:

700 .
P(A) = Joo05 = 0.39 = 39%. (2.18)

Analiticki primjeri rijeSeni u radu napravljeni su prema [1].



3. Slucajne varijable

Svaki dogadaj A iz S je ishod promatranja ili eksperimenta i moZze biti okarakteriziran realnim
brojem z. Na taj nac¢in moguce je preci iz algebre dogadaja u algebru podskupova od R, ali pritom

se prenosi i sama vjerojatnost. Takvu vrstu preslikavanja nazivamo slu¢ajnom varijablom.

Kako bi sluc¢ajna varijabla bila odredena potrebno je odrediti skupove vrijednosti koje ona
mozZe poprimiti te potrebno je odrediti i vjerojatnosti povezane sa vrijednostima koje poprima.

Broj vrijednosti koje ona moZe primiti moZe biti prebrojiv ili neprebrojiv. Razmatrajuci pre-
brojiv broj vrijednosti slucajne varijable govorimo o diskretnoj slu¢ajnoj varijabli ili varijabli
diskretnog tipa. Neki od primjera iz svakodnevnog Zivota su npr. broj padova Sestice pri ponov-

ljenom bacanju kocke, broj putnika u autobusu itd.

Slucajna varijabla je kontinuiranog tipa ako s pozitivnom vrijedno$cu prima vrijednosti odre-
denog intervala realnih brojeva. Npr. potros$nja goriva na 100 km prijedenog puta, trajanje radne

opreacije itd.

3.1. Diskretna slucajna varijabla
Neka je (12, F, P) diskretan prostor vjerojatnosti, §to znaci da je prostor ishoda
Q:{wl,wg,...,wk,...} (31)

diskretan (konacan ili prebrojiv). S wj. oznacili smo elementarne dogadaje, odnosno ishode pro-
matranog sluc¢ajnog pokusa.
Diskretna slucajna varijabla je preslikavanje X : 2 — R koje svakom elementarnom dogadaju

w € (2 pridruZi realan broj xg, tj. vrijedi
Xitd) = ity 32)

Dogadaje {w € €2 : X (w) = x} poistovjetit éemo s izrazom (X = x;), dok éemo pripadajuce
vjerojatnosti oznacavati s
pr = P(X = xy). (3.3)

Skup vrijednosti R(X) = {x1, xs,..., 2, ...} C R diskretne sluéajne varijable X je diskretan

(konacan ili prebrojiv). Za proizvoljan podskup R, C R(X) uvedimo oznaku:

(X€eR,)={we: X(w) €eR,} (3.4)

Jasno je da je (X € R,) podskup prostora dogadaja {2 za koje vrijednosti slucajne varijable

pripadaju skupu R, te je (X € R, ) dogadaj koji pripada algebri dogadaja F.

8



Zakon razdiobe diskretne slu¢ajne varijable X uobicajeno piSemo u sljede¢em obliku:

J"l 1‘2 P _’Ek PR
X ~ , (3.5)
prop2 o Peoc
pri ¢emu u prvom retku navodimo vrijednosti koje sluc¢ajna varijabla moZe poprimiti, a u drugom

retku pripadajuce vjerojatnosti. Pritom mora vrijediti:

k=1

Za slucajnu varijablu zadanu razdiobom (3.5), funkciju f za koju vrijedi
f(zr) = P(X = z) = px

nazivamo funkcija gustoce sluc¢ajne varijable ili funkcija vjerojatnosti.

Funkcija gustoce kod diskretnih sluCajnih varijabli naj¢eSce se prikazuje histogramom ili toc¢-

kastim dijagramom kako je prikazano na sljedecoj slici.

0.3 ] ] 0.3 L] L

e = o !

—6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 —6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6
T T
(a) Histogramski prikaz (b) Prikaz tockastim dijagramom

Slika 3.1. Funkcija gustoce slucajne varijable X.

Primjer 3.1. Racunalo generira tri binarne znamenke. Neka je X slucajna varijabla koja opisuje

broj generiranih jedinica, a Y sluc¢ajna varijabla koja opisuje poziciju prve generirane jedinice.

Odpredite prostor ishoda te za svaki ishod odredite vrijednosti slucajnih varijabli X i Y i zapi-

Site njihove zakone razdioba.

Prostor ishoda je 2 = {000,001,010,011,100,101,110,111}. U tablici su dane vrijednosti

koje poprimaju slucajne varijable X i Y za svaki od ishoda.
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ishod | X(wy) | Y(wr)
wy = 000 0 0
wy = 001 1 3
wy =010 | 1 3
we=011| 2 2
ws = 100 1 1
we = 101 2 1
wr = 110 2 1
ws =111 3 I

Iz tablice vidimo da slucajna varijabla X poprima vrijednosti iz skupa R(X) = {0,1,2, 3}, pri
Cemuje (X = 0) = {w1}, (X =1) = {wa,ws, w5}, (X =2) = {wy, ws, w7} te (X =3) = {ws}.
S obzirom da su svi ishodi jednako vjerojatni, vidimo da vrijedi P(X = 0) = %, P(X'=1)= %,
P(X=2)=2iP(X=3)= % Stoga je zakon razdiobe slucajne varijable X

01 2 3
X ~ ( 13 3 1 ) ) (3.6)
8 8 8 8
Slicno dobivamo
01 2 3
Y ~ ( 104 2 1 ) ; (3.7)
8 8 8 8

3.2. Neprekidna slu¢ajna varijabla

Promatrajmo pokus u kojem tocku slucajno biramo s intervala duljine L. Udaljenost tocke
do ruba intervala je sluCajna veli¢ina. S obzirom da ta udaljenost moze biti jednaka bilo kojoj
vrijednosti s intervala [O, %] , o¢ito je da prostor dogadaja {2 nije prebrojiv. Slijedi da diskretna
slucajna varijabla uvedena u prethodnom poglavlju, koja se odnosila samo na diskretan prostor
vjerojatnosti, u ovom slu¢aju ne moZe biti primjenjiva. Stoga u nastavku uvodimo pojam slu¢ajne

varijable za proizvoljan prostor vjerojatnosti.

Neka je (€2, F, P) prostor vjerojatnosti. Preslikavanje X : 2 — R je slucajna varijabla ako
za svaki r € R vrijedi da je podskup prostora dogadaja dan s

X<z)={wel: X(w) <=z} (3.8)
dogadaj, tj. element o-algebre dogadaja F.

Funkcija distribucije ili funkcija razdiobe slu¢ajne varijable X je funkcija F' : R — [0, 1]
definirana s

Flz) = P(X < 2). (3.9

Intuitivno, za odabrani realan broj x, vrijednost funkcije distribucije F'(x) predstavlja vjerojatnost

da je vrijednost slucajne varijable X manja od x. F'(x) nazivamo jo§ i kumulativna funkcija

distribucije (eng. cumulative distribution function, CDF).
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Neka je F funkcija distribucije slucajne varijable X. X je neprekidna slu¢ajna varijabla
ako postoji nenegativna funkcija f : R — R takva da vrijedi

F(z) = / f(t)dt. (3.10)

Funkcija f(x) nije nuzno neprekinuta, no u tockama neprekinutosti vrijedi
fem) = F'(z): (3.11)

Funkciju f(z) nazivamo funkcija gustoce ili funkcija vjerojatnosti.

Funkcija distribucije je neprekinuta pa vrijedi P(X = z) = F(x + 0) — F(z) = 0 za svaki
z € R. Stoga su dogadaji (r; < X < x2), (11 < X <a3), (11 < X <) i (2 < X < x9) svi

jednako vjerojatni.

Primjer 3.2. Na autocesti se tehnicka i druga pomo¢ moZe zatraZiti putem SOS telefona uz auto-
cestu. SOS telefoni medusobno su udaljeni 2 kilometra duz autoceste. Pod pretpostavkom da se
prilikom voznje autocestom auto pokvari na sluc¢ajnom mjestu, odredimo funkciju koja ée opisati
vjerojatnost da je udaljenost do najbliZeg SOS telefona manja od odabrane vrijednosti, a zatim

izracunajmo vjerojatnost da je ta udaljenost manja od 200 metara.

Uocimo najprije da je analizu dovoljno ograniciti na dionicu autoceste na kojoj se pokvario
auto, a koja se nalazi izmedu dvaju najblizih SOS telefona. Prema postavkama zadatka duljina te
dionice je 2 kilometra, pa je moZemo poistovjetiti s intervalom [0, 2]. Pritom toc¢ka x = 0 odgovara
poziciji SOS telefona kojeg je auto prosao prije kvara, a x = 2 poziciji sljedeceg SOS telefona do
kojeg nije uspio sti¢i. Udaljenost do najblizeg SOS telefona slucajna je velicina koju éemo oznaciti
s X. Slucajna varijabla X zapravo predstavija udaljenost slucajne pozicije na kojoj se je dogodio
kvar do (bliZeg) ruba intervala [0,2]. Vrijednosti koje sluc¢ajna varijabla X moZe poprimiti leZe

na intervalu [0, 1], a za proizvoljan x € [0, 1], za dogadaj
(X < ) = "udaljenost do najblizeg SOS telefona manja je od x”

vrijedi da je njegova vjerojatnost proporcionalna duljini unije podintervala G, = [0,z) U (2 —
x,2|. Skup G, obuhvaéa tocke udaljene od ruba za manje od x. U skladu s definicijom funkcije
distribucije slijedi
2z
F(z) = P(X < z) = é‘" —2, z€l01] (3.12)
Za v < Ovrijedit e P(X < x) =0,azax > 1, P(X < z) = 1 (udaljenost od najblizeg SOS

telefona je sigurno manja od x za x > 1), pa je funkcija distribucije slucajne varijable X jednaka

0, z <0
Ploy=<% w. €<l « (3.13)
1, T3 1
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Vrijednost funkcije distribucije F(x) predstavlja vjerojatnost da je udaljenost do najblizeg SOS
telefona manja od x (kilometara). Vjerojatnost da je udaljenost manja od 200 metara jednaka je

F(0.2) = 0.2.

Napomenimo da ¢emo se u ovom radu koncentrirati na diskretne sluCajne varijable te da je

poglavlje uglavnom obradeno prema izvorima [1], [2] i [3].



4. Diskretne razdiobe slu¢ajne varijable

U ovom se poglavlju detaljnije bavimo diskretnim slu¢ajnim varijablama, odnosno nekim te-
orijskim modelima povezanim sa diskretnim sluc¢ajnim varijablama. Ovo je poglavlje uglavnom

obradeno prema izvoru [6].

4.1. Uniformna razdioba

Kod uniformne je razdiobe svaki od ishoda jednako vjerojatan, pa je uniformna razdioba s n

vrijednosti definirana sljedecim zakonom:

L Tg2 ... Zp
Xm(l y 1)' 4.1)

Primjer 4.1. Bacanjem kockice slucajni dogadaj bi bio pad na jedan od brojeva od 1 do 6. Svaki
taj broj moZemo shvatiti kao vrijednost koju varijabla moZe poprimiti, a toj vrijednosti pripada
i vjerojatnost p = —. Tako odredena varijabla je diskretna i ocito ima uniformnu razdiobu sa

sljedec¢im zakonom:

1 23 45 6
X”(;lllll)' (4.2)
6 6 6 6 6 6
Analiticki izraZen zakon vjerojatnosti prikazujemo ovako:
1
p(@) =g (4.3)

z=1,23,4,5,6.

4.2. Bernoullijeva razdioba

Neka je A odabrani dogadaj i neka je vjerojatnost njegove realizacije p = P(A). Bernoullijev

pokus je pokus s dva moguca ishoda:
"dogadaj A se je realizirao" i "dogadaj A se nije realizirao".

Pridruzimo i prvom ishodu vrijednost 1, a drugom ishodu vrijednost 0, definirat ¢emo Bernoulli-

Jjevu (indikatorsku) sluc¢ajnu varijablu. Njezina je razdioba jednaka

X~(1 L ) (4.4)
p 1—p

13

Uobicajeno pisemo X ~ Ber(p).



14

Primjer 4.2. Novcic se pri bacanju moZe okrenuti ili na pismo ili na glavu. Ako je novcic koji
bacamo pravilan , ti su ishodi jednako vjerojatni. Ako ishod "okrenula se glava" proglasimo
uspjehom i oznacimo ga s 1, a ishod "okrenulo se pismo" proglasimo s neuspjehom i oznacimo ga

s 0, primjecujemo da ishod njegova bacanja opisujemo slucajnom varijablom X s Bernoullijevom

) : (4.5)

razdiobom s parametrom p = 3 i tablicom razdiobe

o

o= O
T

4.3. Binomna razdioba

Neka je A odabrani dogadaj i neka je vjerojatnost njegove realizacije p = P(A). Pretpostavimo
da je promatrani slucajni pokus ponovljiv te da su ishodi pokusa u svakom ponavljanju medusobno
nezavisni. Pretpostavimo da pokus ponavljamo n puta. Slu¢ajna varijabla X neka predstavlja broj
realizacija dogadaja A u n ponavljanja pokusa. Tako definirana slucajna varijabla poprima
vrijednosti iz skupa {0, 1, ..., n}. Pritom (X = k) predstavlja dogadaj da se je promatrani dogadaj

A realizirao k puta u n ponavljanja pokusa. Pripadajuée vjerojatnosti jednake su:

P(X=k)= (Z)pkq"k, k=0T ¢ o1 (4.6)

pri ¢emu je ¢ = 1 — p. Slucajna varijabla X ravna se po binomnej razdiobi. Uobicajeno piSemo
X ~ B(n,p).

Vrijednosti n € IN1 0 < p < 1 su parametri binomne razdiobe.

Akosu X;, 1 =1,..., n Bernoullijeve slucajne varijable koje prate realizaciju dogadaja A u

i-tom ponavljanju pokusa, tada je njihov zbroj
X=X1+Xs+...+ X, 4.7)

binomna slucajna varijabla s razdiobom B(n, p).

Binomna razdioba je jedna od najvaZnijih diskretnih razdioba te ju Cesto susre¢emo u primje-

nama kao $to je primjerice kontrola pomocu uzoraka.

Primjer 4.3. Vjerojatnost da tijekom jednog sata zakaZe element nekog sklopa je 0.01. Sklop se

sastoji od 100 elemenata. Odredimo:

a) vjerojatnost da ce tijekom jednog sata otkazati tocno jedan element,
b) vjerojatnost da ce tijekom jednog sata otkazati najvise jedan element,

c) vjerojatnost da ce tijekom jednog sata otkazati barem jedan element.
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Ako je X broj elemenata koji otkaZu, vrijedi X ~ B(100,0.01). Za proizvoljan k = 0, ..., 100,
dogadaj (X = k) odgovara ishodu u kojem je tocno k elemenata sklopa otkazalo. Koristeci

svojstva binomne razdiobe imamo:

a)
P(X =1)=100-0.01-0.99" = 0.36973, (4.8)
b)
P(X <1)=P(X=0)+P(X =1)=0.99" 4100 - 0.01 - 0.99% (49)
= 0.36603 + 0.36973 = 0.73576,
c)

P(X>1)=1-P(X <1)=1-P(X =0)=1-0.36603 =0.63397.  (4.10)

Primjer 4.4. Vjerojatnost ispravnog rada nekog uredaja je svega 0.54. Kako bi se osigurala pro-
tocnost proizvodnje tvornica uvijek ima na raspolaganju cetiri takva uredaja. Pritom za ispravno

Junkcioniranje proizvodnje tvornica mora imati barem jedan ispravan uredaj. Odredimo:
a) S kojom je vjerojatnoscéu trenutno zadovoljena protocnost proizvodnje?
b) Koliko bi uredaja tvornica trebala imati na raspolaganju ako protoc¢nost proizvodnje mora

biti zadovoljena s vjerojatnoséu od barem 99.5%7?

Pretpostavimo li da je X broj ispravnih uredaja, X je slucajna varijabla koja se ravna po

binomnoj razdiobi.
a) Ako tvornica raspolaze s Cetiri uredaja, slijedi X ~ B(4,0.54). Buduci da za protoénost
proizvodnje barem jedan uredaj mora biti ispravan, traZimo vjerojatnost dogadaja (X > 1):
PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X =0)=1-0.46*= 0.9552. 4.11)
b) S obzirom da traZimo broj uredaja koji bi tvornica trebala imati da bi se s dovoljno velikom

vjerojatno$éu osigurala protoc¢nost proizvodnje, sada vrijedi X ~ B(n,0.54). TraZimo

najmanji n za koji vrijedi

P(X >1) > 0.995. (4.12)
Dobivamo:
PX>1)=1-P(X=0)=1-0.46" > 0.995 4.13)
0.46™ < 0.005 4.14)
In 0.005
i In0.46 0-8 (4.15)

Zakljucujemo da je za osiguranje traZene protocnosti potrebno imati barem 7 uredaja.

Funkcija gustoce binome razdiobe prikazana je na sljedecoh slici.
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Slika 4.1. Funkcija gustoce binome razdiobe B(40, p) za razlitite vrijednosti parametra p

4.4. Poissonova razdioba

Neka je A > 0 intenzitet pojavljivanja nekog dogadaja u odredenom vremenskom intervalu
ili na odredenoj prostornoj domeni. Slucajna varijabla X neka predstavlja broj realizacija tog
dogadaja u promatranoj domeni (vremenskoj ili prostornoj). X poprima vrijednosti iz skupa
{0,1,2,...}, te su pripadajuce vjerojatnosti jednake:
AR
mxzkﬁ:yftkzaLz”” (4.16)
Sluéajna varijabla X ravna se po Poissonovoj razdiobi. Uobi¢ajeno pisemo X ~ P()), gdje je

A > 0 parametar Poissonove razdiobe.

Primjeri situacija koje se mogu modelirati Poissonovom razdiobom su sljedeci: broj pristiglih
telefonskih poziva, broj nesreca, broj ljudi koji ¢ekaju u redu za odredene usluge, broj pukotina u

materijalu i sl.

Poissonova razdioba zapravo je granic¢ni sluc¢aj binomne kada tezi u beskonacnost, ali mora
bit zadovoljen uvijet, a to je da je umnozak np konstantan. To je dakle slucaj kada je vjerojatnost

dogadaja vrlo mala, a veli¢ina skupa "beskonacna".

Zakon vjerojatnosti pri binomnoj razdiobi je :

N o e R — L)(R—2]  cal—0 1)
P(ﬂf)=<$>p'q 2w = I l), ( )p'q : (4.17)

Uvedemo li np = m tj. p = = slijedi.

_1 _ 2 _z 1 m—z
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azan — o0

.1 n %
p(z) = lim P(x) =m® - = lim (1 - T) =T em (4.19)
n—00 Tln—oo n z!
stoga slijedi: )
P(z)=—¢™, (4.20)
e

Sto smo vec definirali uzevsi da je m = A.

Razdiobu je otkrio Poisson 1837. godine, ali i Bortkewitsch ponovno 1898. godine daje zako-

nitosti ponaSanja rijetkih dogadaja pod nazivom "zakon malih brojeva".

Primjer 4.5. Kod organizacije rada Salterske sluzbe biljeZi se broj klijenata koji dolaze u banku.

Utvrdeno je da u prosjeku tijekom deset minuta dolazi troje klijenata. Odredimo

a) Kolika je vjerojatnost da ¢e u prvih deset minuta nakon otvaranja u banku doci tocno dva

klijenta?

b) Kolika je vjerojatnost da ¢e u prvih deset minuta nakon otvaranja u banku doci najvise dva

klijenta?

c) Pod pretpostavkom da radi samo jedan Salter te da sluZbenica na Salteru za svakog klijenta

utrosi pet minuta, kolika je vjerojatnost da ce klijent trebati pricekati na pruZanje usluge.

Oznacimo li s X broj klijenata koji dodu u banku u periodu od deset minuta, moZemo pret-
postaviti da se taj broj ravna po Poissonovoj razdiobi P (). Buduci da u promatranom periodu u

prosjeku dolazi troje klijenata, vrijedi E(X) = A = 3, odnosno X ~ P(3).

a)

2

mxz2y:;aﬁ:QEM4 4.21)

b)

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+ P(X =2)

_ 32 (4.22)
:64(1+&+§):04%m.

c) Broj klijenata koji udu u banku tijekom pet minuta takoder je slucajna varijabla koja se
ravna po Poissonovoj razdiobi. Oznacimo li je s Y vrijedi Y ~ P(1.5). Vjerojatnost da ce
klijent trebati pricekati na pruZanje usluge odgovara vjerojatnosti da tijekom pet minuta u

banku udu barem dvije osobe, pa je traZena vjerojatnost jednaka

PY>2)=1-PY =0)-P(Y =1)=1-e1°(1+ 1.5) = 0.44217. (4.23)
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Primjer 4.6. Oneciscéenje Cesticama prasine predstavija problem kod proizvodnje memorijskih
ploca. Broj cestica koje se pojave na takvoj ploci je slucajan i ravna se po Poissonovoj razdiobi,
s prosjecnim brojem 0.02 &estica po kvadratnom centimetru ploce. Povrsina ploce je 100 cm®.

Odredimo kolika je vjerojatnost da ¢e se na ploci pojaviti vise od 3 Cestice?

Za sluc¢ajnu varijablu X koja predstavlja broj cestica na promatranoj plo&i vrijedi X ~ P(100-
0.02) = P(2). TraZena vjerojatnost jednaka je
2 3

. 2
J%X>3):1—fmx<3):1—e4(1+2+21+y):ommw. (4.24)

Funkcija gustoce Poissonove razdiobe prikazana je na sljedecoj slici.

s _ Ox=38
] | Ox=16
=32
0.1 PR
[ L 3
< | I il
A 0.05 |
11

Slika 4.2. Funkcija gustoce Poissonove razdiobe P(\) za razlicite vrijednosti parametra

4.5. Geometrijska razdioba

Neka je A odabrani dogadaj i neka je vjerojatnost njegove realizacije p = P(A). Pokus ponav-
ljamo do prve realizacije dogadaja A, pretpostavljajuéi pritom da su ishodi pojedinih ponavljanja
pokusa medusobno nezavisni. Slu¢ajna varijabla X neka predstavlja broj ponavljanja pokusa
do prve realizacije dogadaja A. Tako definirana sluc¢ajna varijabla poprima vrijednosti iz skupa
{1,2,...}. Pritom (X = k) predstavlja dogadaj da se je promatrani dogadaj A prvi put realizirao
u k-tom ponavljanju pokusa. Pripadajuce vjerojatnosti jednake su:

P(X=k)=pd* ' k=1,2,..., (4.25)

pri ¢emu je ¢ = 1 — p. Slucajna varijabla X ravna se po geometrijskoj razdiobi. Uobicajeno
pisemo X ~ G(p). Vrijednost 0 < p < 1 je parametar geometrijske razdiobe.
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Primjer 4.7. Tipkovnica na prijenosnom racunalu nekog proizvodaca sastoji se od 86 tipki. Pret-
postavimo da zatvorenih oc¢iju trebamo stisnuti tipku za slovo A. Buduéi da je vjerojatnost pogotka
bilo koje tipke jednaka % (pretpostavimo da pri svakom pokusaju pogodimo neku tipku, tj. da
nikada ne promasimo tipkovnicu), zakljucujemo da sluc¢ajna varijabla koja opisuje broj stisnutih
tipki do uspjesnog stiskanja tipke za slovo A ima geometrijsku razdiobu s parametrom p = 8_16'

Tako definirana slucajna varijabla prima vrijednosti iz skupa R (X) = {1,2,...} s pripadnim

vjerojatnostima:
1 1\
Po=P{X=k}t==[1—= . 4.26
a) Vjerojatnost da je tipka za slovo A stisnuta u petnaestom pokusaju je:
1 1\ M
PiX=15}=—1—— = 0.00987. 4.27
(x=15) = 5 (1- ) @27)
b) Vjerojatnost da je tipka za slovo A stisnuta u manje od 5 pokusaja je :
1 1\ *1
PX<h|=P{X <4} = —1—-= = 0.0157. 4.28
[X < 3] {};86( 86) 5 (4.28)
c) Vjerojatnost da nizi nakon 20 pokusaja jos nismo uspijeli stisnuti tipku za slovo A:
04 1\ *1
P{X>20=1-P{X<10;=1-— sl Lese—s = (.7914. 4.29
O =1-pix <10y =1-3 g1 g) @29)
Funkcija gustoce geometrijske razdiobe prikazana je na sljedecoj slici.
0.2 - Op=0.1
Op=0.2
0.15| |[[]
01 ul
0.05
0

0 o> 10 15 20 25 30

Slika 4.3. Funkcija gustoce geometrijske razdiobe G(p) za razlicite vrijednosti parametra p

4.6. Hipergeometrijska razdioba

Za "neiscrpive” ili nonekshaustivne skupove vrijedi zakon binomne razdiobe. Medutim, u
praksi susre¢emo Cesto "iscrpive" ili ekshaustivne skupove kod kojih se kad uzmemo jedan element

iz promatranog skupa mijenja se vjerojatnost preostalih elemenata u skupu.
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Zakon hipergeometrijske razdiobe vrijedi za takve ekshaustivne ili "iscrpive" skupove.

Pretpostavimo da imamo skup od N elemenata od kojih A elemenata ima neko promatrano
obiljezje, dok preostalih N — M elemenata nema promatrano obiljeZje. Iz promatranog skupa

biramo uzorak od n elemenata.

Slucajna varijabla X neka predstavlja broj izabranih elemenata s promatranim obiljeZjem.

Vrijednosti koje slucajna varijabla X poprima su iz skupa {0, 1,..., min{n, M}}, te su pripada-

MY (N-M

Slu¢ajna varijabla X ravna se po hipergeometrijskoj razdiobi. Uobicajeno pisemo X ~ H(n, M, N).

juce vjerojatnosti jednake:

P(X =k) =

Ovdje su M, N in parametri promatrane razdiobe.

D

Slika 4.4. Skup elemenata kod hipergeometrijske razdiobe

Primjer 4.8. U skladistu se nalazi 20 leZajeva (N = 20) i to 8 losih (M = 8), a 12 ispravnih
(N — M = 12). LeZajevi se uzimaju jedan za drugim, dok ih se ne uzme 5 komada (n = 5).

Odredimo kolika je vjerojatnost da od uzetih 5 komada bude 0.1,2, ..., 5 losih?

12! 15! 33

P(0) = = 22 —0.051 431
0= or@o—s =5y ~6a6 ~ " 3D
8.5
P (1) = 0.051 - —> = 0.255, (4.32)
7-4

P (2) = 0.255 - 2~ = 0.255 - 0.555 = 0.3077, (4.33)

6-3 . f
P(3) = 0.8077 - == = 03977 0.6 = 0.23862, (4.34)
P (4) = 0.23862 - 7 = 0.23862 - 0.254 = 0.0542, (4.35)

4-1

P (5) = 0.0542 - 5 = 0.0542 - 0.06 = 0.0036. (4.36)

5.



5. Algoritimi za simuliranje diskretnih slu¢ajnih varijabli

U ovom se poglavlju bavimo algoritmima za simuliranje diskretnih slu¢ajnih varijabli. Naime,
generatori slu¢ajnuh brojeva u racunalu pretpostavljaju da su brojevi uniformno distribuirani, $to
je vrlo rijetko slucaj. Upravo stoga potrebno je odrediti algoritme kojima moZemo simulirati i
brojeve koji imaju neku drugu razdiobu. Ovo poglavlje obradeno je prema izvorima [10], [11] 1
[12].

5.1. Inverzna metoda

U ovom poglavlju bavimo se jednom od najjednostavnijih metoda za simuliranje slucajnih
varijabli koja se temelji na inverzu funkcije razdiobe. Stoga najprije moramo i definirati funkciju

razdiobe diskrente slucajne varijable.

Definicija 5.1. Neka je slucajna varijabla X zadana zakonom razdiobe

1 T2 ... Tp
X o . (5.1
P1 P2 --- Dn
Funkcija razdiobe slucajne varijable X je tada funkcija F : R — [0, 1] zadana sa

{
D,T<$1

P, T < x < Ty
+ P2, T2 ST < I
F)=P(X<z)=4 ' 2% : . (5.2)

P =0 + - Praty Bi S8 < B

\1’ T > T,

Jedan primjer funkcije F' za n = 5 vidimo na sljedecoj slici.

Sada je jasno da se moZze definirati funkcija F* : [0, 1] — {x1, 29, ..., x,} nanacin

'

x1, u < F(z4)

T9, F(x1) <u < F(x3)

N x3, F(x9) < u < F(x3)

Fruy=¢ 7 77 ’ . (5.3)
Ln—1, F(-’-En—Q) <Z S F(:l:n—l)

T, F(:En—l) <z S 1
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F(z4) =p1+p2+Dp3s+pa —
F(x3) = p1+p2 +ps —o
F(xg) = p1 + po ——o0

F(x,) =p1 | e=—0

Slika 5.1. Graficki prikaz funkcije razdiobe

Dakle, ako smo u moguénosti dobiti realizaciju uniformno distribuirane slu¢ajne varijable na
intervalu [0, 1] (koju éemo u nastavku zvati slu¢ajnim brojem i oznacavati sa u), funkcijom F*
tu ¢emo realizaciju preslikati u realizaciju promatrane slucajne varijable X. U praksi realizacija
broja u ne predstavlja neki veliki problem buduci je generator slucajnih brojeva dio gotovo svakog

programskog jezika.
Pokazimo sada kako se opisani algoritam Koristi unutar programskog jezika Phyton

U programskom jeziku Python za dobivanje slu¢ajnog broja najprije moramo uvesti paket za

znanstveno racunanje, Sto radimo naredbom
import numpy as np
pri ¢emu smo samom paketu dodijelili alias np.
Slucajni broj sada dobivamo pomocu naredbe
np.random.rand ()
Sada moZemo formirati algoritam za simuliranje slucajne varijable X.

Pretpostavimo da je zakon razdiobe slucajne varijable X zadan dvodimenzionalnim poljem X.
Najprije ¢emo formirati polje S u koje ¢emo spremati kumulativne vjerojatnosti slucajne varijable

X, tj. u polju S nalazit ¢e se vrijednosti F'(x;). To u sustavu Python postizemo naredbom
np.cumsum(x[1,:])

Prema navedenom funkcija GenerirajX (A) koja bi davala jednu realizaciju slucajne vari-

jable X u sustavu Python moze izgledati ovako:

def GenerirajX (X):
S=np.cumsum(X[1])
i=()
ulaz_u_petlju=1

u=np.random.rand ()
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while ulaz_u_petlju:
if u<=S[i]:
broj=X[0][1]
ulaz_u_petlju=0
else:
i=i+l
return broj

Kako bi provjerili to¢nost algoritma moZemo generirati veci broj podataka i prikazati ih histo-

gramom. To moZemo uciniti na sljedeci nacin:

X=[[1,2,3:4,5):[0.1,0.3,0.2,0.15,0.25]]

podaci=np.zeros (100)

for i in range(100):
podaci[i]=GenerirajX (X)

plt. hist(podaci)

plt.show ()

U navedenom kodu generirali smo 100 brojeva i histogram iz tog slu¢aja prikazan je na sljede-
¢oj slici.

30 A

25 +
20
15 9
10 A
| ]
0- T T T
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5 5.0

Slika 5.2. Simulacija 100 slucajnih brojeva

MozZzemo vidjeti da je razdioba vrlo sli¢na zadanoj razdobi

1 2 3 4 5
X ~ . (5.4)
0.1 0.3 0.2 0.15 0.25
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Ako Zelimo precizniji rezultat, potrebno je generirati viSe slucajnih brojeva. Kod za 10000

slucajnih brojeva izgledao bi ovako:

X=[[T 3243 4 ;5] s[0:1 ;0.3 ,0.2,0.15 ,0.25T]

podaci=np.zeros (10000)

for i in range(10000):
podaci[i]=GenerirajX (X)

plt.hist(podaci)

plt.show ()

dok je pripadni histogram prikazan na sljedecoj slici.

3000 -+

2500 A
2000 -
1500 ~
1000 A
) ]
0- T T T T
1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Slika 5.3. Simulacija 10000 slucajnih brojeva

Napomenimo samo da je za koriStenje naredbe hist nuzno uvesti paket za crtanje $to radimo

naredbom
import matplotlib.pyplot as plt
pri cemu smo samom paketu dodijelili alias p1t.

Ako je skup vrijednosti slucajne varijable relativno malen. Njenu realizaciju moZemo napraviti
i jednostavnije, bez koriStenja petlje while. Pogledajmo kako bi u tom slucaju izgledao kod.

Generiramo realizaciju slu¢ajne varijable

ey Lo (5.5)
P11 P2 P3

Pripadna funkcija GenerirajX1 (x1, x2, x3,pl, p2,p3) izgledati ¢e ovako
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def GenerirajX1(x1,x2,x3,pl.p2,p3):

u=np.random.rand ()

if u<=pl:
broj=xlI
elif u<=pl+p2:
broj=x2
else:
broj=x3

return broj
Pokazimo sada na nekoliko primjera implementaciju opisanih algoritama.

Primjer 5.1. Na nekoj nagradnoj igri moZe se dobiti 100 kn s vjerojatnoséu od 20%, 200 kn s
vjerojatnoséu od 10%, a ne dobiti nista s vierojatnoséu od 70%. Igru igra 500 igraca. Simulirajmo
5 realizacija igre tako da odredimo zaradu organizatora ako svaki igrac¢ u igru ulaze 50 kn. Zaradu

po realizacijama prikaZimo graficki.

Uoc¢imo najprije da je temelj ovog zadatka simulacija slucajne varijable
100 200 0
X ~ ; (5.6)
0.2 0.1 0.7
Ovu varijablu moZemo simulirati tako Sto cemo koristiti ve¢ definiranu funkciju
GenerirajX (X)
Samu varijablu zadati ¢emo matricom

X=T 100,200, 0] , T0.2, 0.1, B.7] ]

Ovdje treba uociti da nas zanima nova slucajna varijbla koja predstavlja zaradu i da ona
predstavlja sumu zarada u svakoj realizaciji. Takoder je bitno napomenuti da se pod zaradom

smatra zarada organizatora, a ne igraca. Drugim rijecima od ukupne zarade u svakoj iteraciji
oduzimamo dobitak igraca.

Kao rezultat simulacije najpogodniji je graficki prikaz u vidu stupcastog dijagrama.
Graficki prikaz podataka radimo koristenjem naredbe bar. Kod rjesSenja dan je u nastavku:

X=({[100,200,0],[0.2,0.1,0.7]]
zarada=np . zeros (5);
for i in range(5):
for j in range(500):
zaradal[i]=zarada[i]+50-GenerirajX (X)
plt.bar(range(5), zarada)
plt.show()
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Rezultat simulacije prikazan je na sljedecoj slici.

7000 -

6000 -

5000 A

4000 A

3000 A

2000 A

1000 A

Slika 5.4. Rezultat simulacije

Primjer 5.2. Kupac u trgovini kupuje pisac. Na raspolaganju ima 5 modela, oznacimo ih redom
1, 2, 3, 4i 5. Vjerotnosti prodaje svakog od njih su respektivno 0.2, 0.1, 0.15, 0.25 i 0.3.

Model 1 i model 2 prodaju se po cijeni od 480 kn, model 3 po cijeni od 620 kn, model 4 po
cijeni od 950 kn, a model 5 po cijeni od 450 kn.

Broj kupaca koji kupe printer u tijeku jednog dana krece se izmedu 5 i 12, tako da je svaki broj

kupaca u tom rasponu jednakovjerojatan.

Simulirajmo prodaju printera i prikaZimo graficki prosjecnu dnevau zaradu za svaki mjesec (uz

pretpostavku da mjesec u prosjeku ima 30 dana) tijekom perioda od 12 mjeseci.

U ovom slucaju promatramo dvije slucajne varijable. Varijablu P koja predstavlja pisac za
koji se musterija odlucila, odnosno njegovu cjenu te varijablu B koja predstavlja broj musterija

koji su usli u trgovinu tijekom dana.

Najprije cemo generirati broj musterija i za dobiveni broj generirati odgovarajuci broj reali-

zacija cijena.
Za izracunavanje aritmeticke sredine koristimo naredbu mean.

Nakon toga izracunavamo ukupnu zaradu tijekom dana. Kod rjesenja dan je u nastavku:

P=[{480,480,620,950,450],[0.2,0,1,0.15,0.25,Q,3]]
B[00 §: 9 : 1054 T . 1245
[0.125,0.125,0.125,0.125,0.125,0.125,0.125,0.125]]
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zarada=np . zeros((12,30));
prosjeci=np.zeros(12);
for [ in range(12):
for j in range(30):
n=GenerirajX(B)
for k in range(n):
zaradal[i ][ j]=zarada[i][]j]+GenerirajX(P);
prosjeci[i]=np.mean(zaradalil]);
plt.bar(range(12), prosjeci);
plt.show ()

5000 -+

4000 -

3000 A

2000 +

1000 A

Slika 5.5. Rezultat simulacije

Objasnimo ukratko ovaj programski kod. Najprije smo poljima P i B zadali parametre spo-
menutih slucajnih varijabli. Zatim definiramo polje zarada i polje prosjeci. Polje zarada je dvo-
dimenzionalno polje u koje ¢e se spremati dnevna zarada za svaki od 30 dana kroz 12 mjeseci u

godini. Polje prosjeci ima 12 unosa u koje ¢e se spremati mjesecni dnevni prosjeci zarade.

Petlja s iteratorom i odnosi se na mjesece, dok se petlja s iteratorom j odnosi na dane unutar
pojedinog mjeseca. Zatim generiramo broj musterija koji je dan slucajnoj varijablom B i taj broj
spremamo u varijablu n. Tada unutar petlje s iteratorom k za svaku musteriju generiramo iznos
koji ¢e potrositi, odnosno pisac koji ¢e kupiti. Svi se ti iznosi zbrajaju po danima. Kada se zavrsi
generiranje svih dana u mjesecu izracuna se prosjek dnevne zarade koji se sprema u odgovarajuce

mjesto polja prosjeci. Nakon toga krece se na simuliranje iduceg mjeseca. Na kraju se stupcastim
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grafikonom prikazuje rezultat polja prosjeci sto je u biti i bio zadatak ove simulacije. Taj je graficki

prikaz dan na slici.

Napomenimo, da bi program radio, nuzno je prije njega imati ukljucene odgovarajuce bibli-

oteke i definiraju funkciju GenerirajX.

Primjer 5.3. Zadana je slucajna varijabla

X —20 0 10 50 100
0.3 02 01 02 02/
Generirat cemo uzorke slucajnih brojeva (koji imaju zadanu razdiobu) velic¢ine 10, 100, 1000

i 10000. Za svaki uzorak prikazat éemo graficki apsolutno odstupanje aritmeticke sredine od

matematickog ocekivanja slucajne varijable X.

Objasnimo najprije pojam matematickog ocekivanja. Matematicko ocekivanje diskretne slu-

cajne varijable racuna se po formuli
E(X) =) zpx, (5.7)
k=1

ako navedena suma postoji. Cesto se koristi oznaka: p = FE(X). Matematicko ocekivanje mjera

Je centralne tendencije slucajne varijable.

Ako je slucajna varijabla X u programskom jeziku reprezentirana dvodimenzionalnim poljem,
tj. matricom X kod koje su u prvom retku vrijednosti, a u drugom vjerojatnosti tada se matema-

ticko ocekivanje moZe izracunati naredbom
np.dot (x,y)

buduci se matematicko ocekivanje moZe shvatiti kao skalarni produkt prvog i drugog retka

matrice.
Kod rjesenja dan je u nastavku:

X={ —-20,0,10,50,100],[0.3,0.2,0.1,0.2,0.2]]
ocekivanje=np.dot(X[0],X[1])
n=[10,100,1000,10000]
greske=np.zeros (4)
for k in range(4):
podaci=np. zeros(n[k])
for j in range(nf[k]):
podaci[j]=GenerirajX(X)
greske [k]=np.abs(ocekivanje —np.mean(podaci))
plt.bar(range(4), greske ),
plt.show()
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Rezultat simulacije prikazan je na sljedecoj slici.

2.0 2.5 3.0 3.5

Slika 5.6. Rezultat simulacije

Sa slike moZemo vidjeti da se greska smanjuje povecavanjem uzorka, drugim rijecima Sto je
uzorak veci aritmeticka sredina biti ¢e bliZa svojoj teorijskog vrijednosti, odnosno matematickom

ocekivanju.

5.2. Simulacija binomne slucajne varijable

Kao $to smo ve¢ rekli, za slucajnu varijablu sa zakonom razdiobe

X~(1 O) (5.8)
p l—p

kaZzemo da ima Bernoullijevu razdiobu i oznacavamo je s X ~ Ber(p). Na osnovu opisanog
algoritma za simuliranje opéenite diskretne sluc¢ajne varijable lako dolazimo da funkcije kojom

¢emo dobiti jednu realizaciju slucajne varijable sa Bernoullijevom razdiobom sa parametrom p:

def GenerirajBernoulliX (p):
u=np.random.rand ()
if u<=p:

broj=1
else:

broj=0
return broj
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Takoder smo vec rekli da za slucajnu varijablu kojoj je skup vrijednosti iz skupa X € {0,1,... ,n},
n € IN 1 za koju vrijedi
ny\ ek
P =k = ()t - (59)

kaZzemo da ima binomnu B(n, p) razdiobu. Algoritam za simulaciju binomno distribuirane slu-

¢ajne varijable temelji se na sljedecem svojstvu binomne razdiobe.

Teorem 5.1. Neka su X;, i = 1,...,n slucajne varijable sa Bernoullijevom Ber(p) razdiobom.

Tada slucajna varijabla
Z=) X
i=1

ima binomnu B(n, p) razdiobu.

Prema tome, funkcija kojom ¢emo dobiti jednu realizaciju binomno distribuirane slucajne va-

rijable moZe izgledati ovako:

def GenerirajBinomnuX (n,p):
broj=0
for i in range(n):
broj=broj+GenerirajBernoulliX (p)

return broj

Primjer 5.4. U nekom razredu ima 20 ucenika. Vjerojatnost da ucenik dobije odlicnu ocjenu je

15%. Simulirajmo broj odlicnih ocjena u 10 razreda. Rezultate simulacije prikaZimo graficki.

Uocimo najprije da ¢e slucajna varijabla "broj odli¢nih" biti binomno distribuirana s para-
metrima n = 20 i p = 0.15. Slucajne brojeve spremati ¢emo u polje velicine 10, gdje svaki unos

predstavlja jedan razred. Pripadni kod izgledao bi ovako:

ocjene=np.zeros (10);

for i in range(10):
ocjene[i]=GenerirajBinomnuX (20,0.15)

plt.bar(range(10), ocjene );

plt.show ()

Napomenimo da funkcije koje smo prethodno objasnili takoder moraju biti definirane prije navo-
denja ovog koda. Rezultat simulacije moZemo vidjeti na sljedecoj slici.

Spomenuti algoritam moZemo testirati na sljedeci nacin. Matematicko ocekivanje binomno

distribuirane slucajne varijable s parametrima n i p dano je izrazom
E(X) = np, (5.10)

a u ovom slucaju je E(X) = 20 - 0.15 = 3 §to znaci da bi se u veéini simulacija dobiveni broj

trebao kretati oko 3, $to na ovoj slici zbog malog broja simulacija i ne moZemo precizno vidjeti.
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Slika 5.7. Rezultat simulacije

Kako bi bili sigurni u tocnost simulacije, provesti cemo simulaciju iz zadnjeg primjera u pret-
hodnom poglavlju, odnosno pogledati cemo koliko se aritmeticka sredina generiranog uzorka raz-

likuje od testiranog matematickog ocekivanja.

Rezultat te simulacije prikazan je na sljedecoj slici.

0.30 A

0.25 A

0.20

0.15 A

0.10

0.05 -

0.00 -

Slika 5.8. Rezultat simulacije
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Sa slike moZemo vidjeti da se kod veceg uzorka aritmeticka sredina pribliZava matematickom

ocekivanju. Pripadni kod dan je u nastavku.

n=[10,100,1000,10000]
greske=np.zeros (4)
for k in range(4):
podaci=np. zeros(n[k])
for j in range(n[k]):
podaci[j]=GenerirajBinomnuX (20,0.15)
greske [k]=np.abs(3—np.mean(podaci))
plt.bar(range(4), greske );
plt.show()

Kod algoritma za generiranje binomne razdiobe na znacajno velikom uzorku moze se uociti i
odredena sporost algoritma, Sto se i navodi u literaturi. Problem s binomom razdiobom je bio u
tome Sto nije postojala eksplicitna funkcija gustoce iz koje bi se mogao naci inverz, pa tako nije
bilo moguce koristiti opéenitu inverzu metodu. Upravo nam to govori o velikom problemu sa ovim
tipom algoritama, odnosno veéina razdioba zahtjevati ¢e zasebne algoritme, buduci opéi algoritmi

nece biti primjenjivi ili ée pak postojati problem brzine izvr§avanja.



6. Zakljucak

U ovom radu uveden je pojam vjerojatnosti s posebnim naglaskom na pojam slucajne varijable.
Pokazali smo da je sluCajna varijabla jedan od vaZznijih koncepata kako teorije vjerojatnosti tako i

inZenjerstva.

Kada govorimo o slu¢ajnom broju obi¢no mislimo na broj koji dolazi iz uniformne razdiobe,
no ovim radom pokazali smo da sluajni broj moZe imati i neku drugu razdiobu. Primjerice,
ako Zelimo simulirati broj intervencija nekog servisa unutar jednog sata koristit ¢emo Poissovovu
razdiobu, a ako pak Zelimo simulirati broj ispravnih brojeva u nekom skladi§tu prirodno je koristiti
bionmnu razdiobu. Drugim rje¢ima, simuliranje razli¢itih poslovnih i inZenjerskih procesa nuzno

je znati simulirati slu¢ajne brojeve koji imaju odredenu razdiobu.

Ovim radom demonstrirali smo neke algoritame za generiranje slucajnih brojeva s definiranim
razdiobama. Pokazalo se da su obradeni algoritmi teorijski relativno jednostavni. Medutim, pri-
likom opseZnijih simulacija bio je ocit problem vremena izvrSavanja algoritma Sto otvara potrebu

za razvojem specificnih algoritama vezanih uz svaku pojedinu razdiobu.

Za simulacije unutar ovog rada koristen je programski jezik Phyton koji se pokazao optimalnim
prije svega jer se radi o besplatnom alatu ¢ija je sintaksa prili¢no jednostavna. Drugim rijeima,
za simuliranje osnovnih inZenjerskih problema povezanih sa slu¢ajnim varijablama Phyton moZe
biti dobar izbor.
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Sazetak i kljucne rijeci

U ovome radu ukratko je opisana teorija vjerojatnosti. Definirali smo slu¢ajnu varijablu i njeno
zadavanje putem zakona razdiobe. Temeljitije smo se bavili diskretnom slu¢ajnom varijablom i
sistematizacijom njezinih razdioba (unifromna, Benoullijeva, binomna, Poissonova, geometrijska,
hipergeometrijska). Uz svaku vrstu razdiobe navedeni su primjeri od kojih su neki povezani in-
zenjerskom strukom. U zadnjem dijelu rada bavili smo se algoritmima za simuliranje slucajnih
varijabli zadanih zakonima razdiobe. Objasnili smo inverznu metodu kao i neke specifi¢ne me-
tode povezane sa konkretnim razdiobama. Opisani algoritmi realizirani su u programskom jeziku

Phyton pri ¢emu je napravljen veci broj simulacija.

Kljucne rijec¢i: vjerojatnost, slu¢ajna varijabla, simulacija, algoritam simulacije, Phyton
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Summary and key words

In this paper, we briefly describe the theory of probability. We have defined a random variable
and its assignment by the distributive law. We have dealt in more detail with the discrete random
variable and the systematization of its distributions (uniform, Benoulli, binomial, Poisson, geome-
tric, hypergeometric). Examples are given for each type of distribution, some of which are related
to the engineering profession. In the last part of the paper we dealt with algorithms for simulation
of random variables given by distribution laws. We explained the inverse method as well as some
specific methods related to particular distributions. The described algorithms were implemented

in the Python programming language, and a large number of simulations were performed.

Keywords: probability, random variable, simulation, simulation algorithm, Python
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