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1. Uvod

Gledano kroz kontekst primjene u elektrotehnici, polinomna interpolacija jedna je od najvaz-
nijih matematickih tehnika. Kroz nekoliko razli¢itih metoda, polinomna interpolacija omogucuje
aproksimiranje nepoznatih funkcija na temelju ogranic¢ene koli¢ine poznatih podataka. Elektroteh-
nicke discipline su brojne i raznolike, ali u sustini sve iziskuju tocnost i preciznost pri podeSavanju,
prikupljanju, 1 analizi podataka i mjernih veli€ina, gdje metode polinomne interpolacije igraju ve-
liku ulogu. Od mjerenja fizikalnih veli¢ina elektri¢nih strojeva i konstruiranja karakteristika koje
opisuju medusobne odnose spomenutih, do rekonstrukcije otipkanih analognih signala u teleko-

munikacijskim mreZama.

Cilj ovog zavrS$nog rada je ustanoviti kljucne koncepte i pojmove vezane za interpolaciju, te
prouciti problematiku koja se javlja pri istoj. Biti ¢e prouceni problemi aproksimacije, te utvr-
deni tipovi greSaka koje se mogu pojaviti pri aproksimaciji. Takoder, ustanoviti ¢e se normirane
aproksimacije. Kroz odvojena poglavlja ovog rada biti ¢e analizirana svojstva razlicitih oblika in-
terpolacijskih polinoma, izvedeni njihovi osnovni oblici, te prikazani nacini kako izbjeci neZeljene

pojave numericke nestabilnosti i nepoZeljnih oscilacija.

Elektrotehnika je podrucje inZenjerskih znanosti koje se uvelike oslanja na matemati¢ke mo-
dele i metode interpolacije kako bi analizirala i sintetizirala elektri¢ne mreZe i sustave. Kroz
prakti¢ne primjere biti ¢e prikazana primjena pojedinih oblika interpolacijskih polinoma u elek-
trotehnici, te preispitana njihova prakti¢nost i moguénost racunalne implementacije za rjeSavanje

stvarnih problema s kojima se susreCemo u struci.



2. Problem aproksimacije

Interpolacija, koja dolazi od latinskog inter (izmedu), i polos (0s), u sustini predstavlja svaki
izracun nove tocke ili podatka izmedu dvije ili viSe postojecih to¢aka/podataka. Interpolacija ima
Siroku primjenu u svim granama znanosti, kako prirodnim, tako i formalnim i druStvenim znanos-
tima. PoboljSava preglednost prikupljenih podataka, omogucuje i olakSava opisivanje postojecih
trendova, te moze pomoci u predvidanju moguéih ishoda na osnovi poznatih uvjeta (ekstrapola-
cija). U ovom radu definirati éemo interpolaciju, te uz nju vezane osnovne pojmove. Takoder,
promotriti ¢emo vise razliCitih metoda interpolacije, te ih usporediti kroz vidike prakti¢nosti i in-

Zenjerske iskoristivosti.

Poznate su informacije o nekoj funkciji f, definiranoj na nekom skupu X C R. Na osnovi tih
informacija funkciju f Zelimo zamijeniti nekom drugom funkcijom ¢ na istom skupu X, s ciljem
da su f i ¢ u nekom smislu pribliZne ili bliske. Problem se javlja u dva slu¢aja. U prvom slucaju
poznata je funkcija f, ali njen oblik je prekompliciran za u¢inkovito, odnosno smisleno racunanje.
Tada odabiremo klju¢ne informacije o f i po Zeljenim kriterijima odredujemo aproksimacijsku
funkciju ¢. PoSto nam je originalna funkcija poznata, lako odredujemo gresku dobivene aproksi-
macije. U drugom slucaju, funkcija f nije nam poznata, ali poznajemo njenu vrijednost u nekoliko
tocaka: o < x; < ... < z,. Aproksimacijska funkcija ¢ odreduje se iz poznatih vrijednosti,
koje poZeljno sadrzavaju i oCekivani oblik ponaSanja funkcije ¢. OCito, za ovaj slucaj nije moguce
odrediti greSku aproksimacije bez dodatnih informacija o originalnoj funkciji f [2]. U podrucju
poznatih podataka [z, x,,], potrebno je funkciju f aproksimirati jednostavnijom funkcijom ¢ tako

da vrijedi:

pri ¢emu su z;,% = 0,1,...,n vrijednosti unutar skupa X na kojima su poznate vrijednosti

funkcije f.

2.1. Greske

U praksi je Cesto potrebno, radi pojednostavljivanja ili pak ograni¢enja racunalne memorije,
koristiti pribliZznu vrijednost umjesto stvarne veli¢ine. Sukladno tome, u teoriji ceS¢e promatramo
idealan slucaj, oduzet od svih stvarnih nesavrSenosti. Stoga je potrebno razumjeti vrste greSaka 1

jos bitnije, kako doti¢ne greske utjeCu na racun i konacan rezultat.



2.2. Apsolutna i relativna greska

Neka je x stvarna vrijednost neke poznate veliCine, a x, njena pribliZna vrijednost, odnosno,
recimo da je x,, aproksimacija z. Razliku izmedu stvarne veli¢ine i njene aproksimacije Az nazi-
vamo greska aproksimacije. Uobi¢ajeno je danu vrijednost izraziti kao apsolutnu vrijednost, te je

tada zovemo apsolutna greska aproksimacije

Az = |z — x| (2.2)

U praksi se Cesto dogodi da nam toCna vrijednost = nije poznata [3], ali poznato je da se

vrijednost nalazi u intervalu [—e, €], za € > (. Stoga moZemo pisati

—e <z —1x, <k, (2.3)
odnosno

T,—e<xw<x,+e (2.4)

Doti¢nu veli¢inu € nazivamo granica greSke aproksimacije, te je taj pojam u praksi Cesto
istoznaCan s apsolutnom greSkom aproksimacije Az. x,, — € najmanja, a x,, + € najveca vrijednost

koju aproksimacija veliine x moZe poprimiti, stoga u praksi ¢esto piSemo
T =1x,Le€, (2.5)

odnosno, stvarna veliina x je aproksimirana brojem z,, te pri tome apsolutna greSka aproksimacije

nije veca od e.

U sljede¢em ¢emo primjeru promotriti pojam relativne i apsolutne greske kroz prakti¢an pro-

blem procesa proizvodnje elektrotehnickih koaksijalnih kablova.

Primjer 2.1. Odradena su mjerenja Sirina d i duljina | nove proizvodne serije koaksijalnih ka-

blova, te su rezultati izraZeni u centimetrima i dani u tablici.

Mjerenje 1 2 3 4
Duljina [ | 150,032 | 149,996 | 150,004 | 149,968
Sirina d 2,03 1,98 1,99 2,01

Odredimo aritmeticku sredinu mjerenja duljine i Sirine:

. 150, 032 + 149,996 + 150, 004 + 149, 968
‘o 4

= 150, (2.6)

2,03+ 1,97+ 1,99+ 2,01

d, 1

2. (2.7)



Aritmeticke sredine l, i d, moguce su aproksimacije stvarnih duljina i Sirina, a uzimanjem granic-
nih vrijednosti iz tablice dobivamo granicu aproksimacije duljine ¢, = 0,03 i granicu aproksima-
cije Sirine €4 = 0,032. U struci bi Cesto pronasli zapis izraZen kao prosjecnu duljinu i dopustenu
toleranciju, npr. | = 150+ 0,032 cmid =2 40,03 cm.

U prethodnom su primjeru apsolutne granice greSke duljine i Sirine skoro iste (0,032 i 0,03),
ali ne nose istu vrijednost u smislu tolerancije zato sto je Sirina d znatno manja od duljine l. Stoga

je potrebno razumjeti relativnu gresku.

or =—-, (2.8)

gdje je Ax apsolutna greska aproksimacije, a |x| apsolutna vrijednost aproksimirane veliine.
Relativna greska nije definirana za vrijednost 0, te se u struci se Cesto izraZava u postocima ili
promilima [2]. U kontekstu ovog primjera, relativna greska duljine dl i relativna greska Sirine dd

su

0,032
dl = ———-100 = 0,021
150 0 ,0213%,

0,03
0d = —5 100 = 1, 5%.
Iz ovih proracuna vidimo da, makar su apsolutne greske aproksimacije skoro iste, odstupanje

izraZeno relativnom greskom je preko 70 puta vece.

2.3. Greske metode

GreSke metode pojavljuju se kada beskonacni proces pokuSamo zamjeniti, odnosno opisati ko-
nacnim. Isto tako, pojavljuju se kod racunanja s veli¢inama definiranim limesom, poput integrala
i derivacija, ili kod veli¢ina definiranim limesima konvergentnih nizova [1]. Greske koje nastaju

ovakvom suptitucijom beskonacnog s konacnim dijelimo u dvije kategorije.

2.3.1. Greske diskretizacije

Greske diskretizacije javljaju se pri diskretizaciji, odnosno zamjeni kontinuirane funkcije ne-
kim konac¢nim, diskretnim skupom vrijednosti, odnosno to¢aka. Takoder, ovako definiramo gre-
Ske pri zamjeni vrijednosti koja konvergira prema 0 s nekim konkretnim malim brojem (npr.
lii% [x] = 0,0001). Isto tako definiramo greske koje nastaju pri zamjeni derivacija podijeljenom
razlikom, integrala nekom kvadraturnom formulom itd. Posto je tipi€an primjer ove greske aprok-
simacija funkcije f na nekom intervalu [a, b] vrijednostima te funkcije na odredenim to¢kama

unutar danog intervala, problematika greSke diskretizacije Ce biti detaljnije opisana u ovom radu.



2.3.2. Greske odbacivanja

Greske odbacivanja javljaju se pri zamjeni beskona¢nog niza, reda ili produkta kona¢nim ni-
zon, redom ili produktom. Odnosno, greske koje se javljaju kad ograni¢imo beskonacni skup
podataka tako da "odbacimo" ostatak koji smatramo nepotrebnim za racunanje, skladiStenje u me-

moriji itd.

2.3.3. Funkcija greske

Funkcija greske e(z ) je razlika izmedu neke funkcije f(x) i njene aproksimacije ¢(z). Pri tome

se aproksimacijska funkcija ¢ bira po uvjetu da funkcije greske e(z) $to manja. Za to koristimo

normirane aproksimacije, koje ¢emo detaljnije obraditi u iduéem poglavlju.



3. Interpolacija
3.1. Definiranje interpolacije

Pretpostavimo da je funkcija f : [a, b] — R neprekidna i da je njena vrijednost poznatau n + 1

toCaka (takozvani ¢vorovi interpolacije) [1]

a<zog<T1<.. <2,<0D, (3.1)

gdje su a i b granice intervala na kojem promatramo funkciju, a [zg, x1, ..., z,] toke u kojima

funkcija zaprima vrijednosti

vi = f(x;),i=0,1,...,n. (3.2)

Interpolacija je proces rekonstrukcije funkcije f iskljucivo preko poznatih ¢vorova interpola-
cije, odnosno pronalazak nove funkcije ¢ : [a,b] — R, tako da vrijedi ¢(z;) = y;. Pri tom se
greska aproksimacije standardno izrazava ili preko Ls-norme, odnosno srednjekvadratne aproksi-

macije, ili L,,-norme, odnosno minmaks aproksimacije. [2]

3.2. Normiranje aproksimacija

Kao $to je ranije spomenuto, greSke aproksimacije se izraZzavaju preko dvije standardne norme,
Ly 1 L., norme. Obje norme imaju zasebne oblike ovisno o tome jesu li uvjeti po kojima se funkcije

f 1 ¢ moraju podudarati zadani diskretno ili kontinuirano.

Za kontinuirane sluCajeve izrazi su

b

I£ =6l =, | [ (7(a) = o) 3.3
i
I = 6l = max | (@) = 0(@)], (3.4)
dok su za diskretne slucajeve
1f =l = | D (f(wn) — d(x))2d, (3.5)
k=1
te
1 = Blloo = max |f(ax) = bl (3.6)

.....



gdje su f(x) vrijednosti stvarne zadane funkcije, a ¢(z) vrijednosti rekonstruirane funkcije na

rasponu [a, b], odnosno na skupu tocaka k = 0, 1, ..., n.

3.3. Oblici interpolacijskog polinoma

Za lakSe razumijevanje, postavimo prvo problem linearne interpolacije.
To je najjednostavniji primjer interpolacije, odnosno nalazenje jednadzbe pravca p koji prolazi
kroz neke dvije tocke (xg, o) 1 (r1,y1). Jednadzba pravca standardno se izrazava kao p(x) =
ap+a;x. Preko uvjeta interpolacije, odnosno Vandermondeove matrice, dobivamo linearni sustav

za koeficijente pravca ag i a;

p(xo) = yo = ap + a1y, 3.7)
p(x1) = y1 = ap + ayry, (3.8)

odnosno, ako izlu¢imo koeficijente ag 1 a;

YoT1 — Y1Zo
g = )
Tr1 — X
Y1 — Yo
ay = )
r1 — X

te na kraju, uvrstimo te koeficijente u standardnu jednadzbu pravca

YoxX1 — Y170 Y1 — Yo
= + x.
T — Xy Tr1 — X

p(z) (3.9)

Ovaj raspisani oblik se mozda naizgled doima kompliciranijim od 3.7, ali daje pregledan izraz
za jednostavnu linearnu interpolaciju.

Pravac p(x) moze se zapisati i kao teZinska sredina funkcijskih vrijednosti fy i f;

p(x) = folo(x) + fili(x),

gdje su ly(z) i [1(x) neke funkcije koje moramo izraunati. Iz opéeg uvjeta interpolacije dobiti
¢emo jednadzbe

p(x0) = folo(zo) + fili(wo) = fo,
p(z1) = folo(z1) + fili(x1) = fi.
Bez nekakvih zadanih pretpostavki ili uvjeta, ne mozemo odrediti funkcije ly(x) i [ (z). Stoga,

pretpostavimo da su polinomi prvog stupnja, ali takvog oblika da ovaj dosad linearni sustav postane

dijagonala. Tako za dijagonalne elemente dobivamo
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lo(zo) = 1,01 (z1) =1,

a za ostale, odnosno izvandijagonale elemente dobivamo

l1<£[}0) = O, lo($1) =0.

Primjetimo da su funkcije kg i k; rjeSenja

lz(xn) = 6in)i7 n = 07 ]-7

odnosno, /; u svim ¢vorovima osim ¢-tog mora biti jednak 0, a u i-tom ¢voru mora biti jednak 1.

Iz tih uvjeta znamo sve nultocke /;. Stoga funkcije [y 1 [; moZemo zapisati kao

r—x
lo(ﬂf): ! l1:

fﬂo—l'l’ .Tl—x(]‘

T — 2o

Uvrstavajudi te izraze nazad u jednadzbu pravca dobivamo

r — T r — Xy
+

p(x) = fo (3.10)

1 .
To — X1 T1 — Xo

Ovaj izraz je osnova Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma.



4. Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma, odnosno Lagrangeova interpolacija, je takav
oblik interpolacije gdje traZzena funkcija (odnosno polinom) mora interpolirati samo funkcijske
vrijednosti zadane funkcije [1].

Recimo da moramo pronadi polinom L(x) stupnja n, te da taj polinom mora presijecati os x u n

tocCaka, te u nekoj tocki ¢ dostici vrijednost 1, odnosno:

Liz) =4 7 i j=0,1,.m. @.1)
0,7 #1

Posto polinom L; mora imati vrijednost 0 u to¢kama g, z1, ...x; — 1, x; + 1, ..., z,,, raspisujemo

gdje je C; konstanta koju izvodimo iz uvjeta da polinom L; mora biti 1 u tocki x;, odnosno

1
C; = . (4.3)
(L??i — $o)($i — .Cl,’l)(l’z — xi,1)<l’i — xiJrl...(:UfL' — .I‘n)
Uvrstavajuéi 4.3 u 4.2 dobijemo
Li(x) = (x —x0)...(z — xim1)(x — xigq)...(x — ) 7 @4)

Sto je traZeni polinom.

Ovaj polinom ¢e u tocki x; imati vrijednost 1, a u svim ostalim tockama vrijednost 0. Ali §to
ako Zelimo da poprimi neku drugu vrijednost? Onda polinom p; pomnoZimo s Zeljenom vrijed-
nosti. Ako te vrijednosti predo¢imo kao y koordinate nekog skupa od n toCaka, polinom moZemo

zapisati kao

N (@ —z)(r —mi) (@ — @) (T — @)
P, = ;yZ (z; — x0).(my — 1) (2 — Tigr) (i — ) 4.5)

odnosno

Py(z) =Y yili(x). (4.6)

Polinom P, zovemo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma. Isti polinom moze se

napisati na jo$ jedan praktican nacin. Definirajmo

11
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w(x) =[x - =), 4.7)

i=0
gdje je w(x) produkt svih ¢lanova (z — x;) na rasponu od 0 do n. Stoga izraz 4.4 mozemo skratiti

1 zapisati kao

Li(z) = % (4.8)
Uvrstavanjem 4.8 u 4.6 dobivamo
Po(z) = w(z) o= xy)w o (4.9)
i=0 v
Bitno je uociti da
wi(z;) = W'(xy), (4.10)

i primjetiti kako nam ova jednakost skracuje izracun, jer za svaki novi x moramo izracunati samo
w(z)i(x — ), aw;(z;) = w'(z;) izraCunamo samo jednom, jer ne ovisi o . Uzimajuéi u obzir

4.10, puni izraz moZe se zapisati kao

3

Yi
P, (z) =w(z) Y —F—F—. 4.11)
— (v — @) (2;)
Ova se forma moze koristiti za racunanje vrijednosti polinoma u to¢cki z # z;i = 0,...,n.
Ukupan broj potrebnih izra¢una je proporcionalan s n?, a za racunanje u svakom novom z-u, tre-

bamo joS reda veliCine n operacija. Ipak, u praksi se ne koristi Lagrangeov oblik, ve¢ malo prak-

.....

v vz

poglavlju. Lagrangeov oblik ¢eSce se koristi u teoretske svrhe. [3]
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Primjer 4.1. Odredimo interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi sljedecim tockama:

10 - |
8 1
> 6 %K =
*
4_ =4
2 ¥ 2
*

O 1

0 2 4 6 8 10 12

Slika 4.1. Zadane tocke

T | (1,2)
T | (3)9)
T, | 41
T3 | (7,6)
T, | (10,10)

Prema (4.6) raspisujemo sve ¢vorove interpolacije, odnosno dane tocke grafa

~(z=3)(x—4)(z - T)(z — 10) (x —1)(x —4)(x — 7)(z — 10)
b@) = A e sy ona-10) 2 T Bo)E BB -10)"
(x — 1)(x = 3)(z — 7)(x — 10) (x —1)(z — 3)(z — 4)(x — 10)
U DA—s)@—nE—10) T F-nr-nr-ar-10)°  “2
n (@ -D-3)@-4)-7 .,
(10 — 1)(10 — 3)(10 — 4)(10—7)

nakon sredivanja dobivamo

_ 4 379 . 31357 ,18799 70853 500

_ 22 4.1
n =3 T 76 Y 1s12 T Y2268 o7 (4.13)
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Izracunati Lagrangeov polinom P, u ovisnosti o x prikazan je na slici 4.2

Pn(x)

Slika 4.2. Polinom P, i pripadni ¢vorovi interpolacije

Vidimo sa slike 4.2 da je Lagrangeov polinom koji smo izracunali u ranijem koraku uvrsta-
vajuci zadane cvorove interpolacije glatko i neprekidno povezao sve tocke grafa. DOdavanjem,
odnosto uvrstavanjem dodatnih tocki u skup ¢vorova T,, morali bismo nanovo racunati cijeli La-
grangeov interpolacijski polinom. U slijedecem primjeru promotriti cemo proces dodavanja no-
voizmjerenih podataka i doticnih komplikacija pri racunanju polinoma nanovo za svaki dodatan

&vor.
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Primjer 4.2. Pri interpoliranju, za dobivanje sto tocnije rekonstrukcije pocetne funkcije bitno je,

uz to koju metodu koristimo, koliko imamo poznatih podataka odnosno ¢vorova interpolacije. Za

ovaj primjer uzeti ¢emo funkciju sin(x), te je pokusati rekonsturirati pomocu Lagrangeovog poli-

noma s progresivno vise poznatih ¢vorova.

! ! *
*
>0 > 0 *
x
1 - 1 %
Slika 4.3. Sin(x) Slika 4.4. Cvorovi uzorkovani s periodom 5
Na slici 4.3 vidimo funkciju sin(x) ograni¢enu na interval x = [—10,10]. Za dobivanje ¢vo-

rova interpolacije moZemo periodicno uzorkovati danu funkciju, recimo po cijelom intervalu s

periodom od 5, odnosno uzmamo &vorove interpolacije na x = [—10, —5,0, 5, 10], vidljive na slici

Za interpoliranje odabranih ¢vorova koristiti cemo Lagrangeov polinom iz 4.6. Kao y vrijed-

nosti uvrstiti cemo sin(x) vrijednosti za © = [—10,—5,0, 5, 10]
1028
P E L e A g 1831z° — 0.2 4.14
1 yil 7097 4327:E 0.0018312> — 0.237578. ( )

PrikaZimo izracunati polinom na grafu u ovisnosni o x
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Slika 4.5. Polinom Py, i pripadnih 5 ¢vorova

Polinom prolazi kroz sve ¢vorove, ali usporedbom sa slikom 4.3,ako zanemarimo periodicnost
funkcije sin(x), vidimo da graf sa slike 4.5 ne li¢i na pocetnu zadanu funkciju. Polinom moZemo

pribliZiti pocetnoj funkciji povecanjem broja ¢vorova.

Uzmimo sad ¢vor interpolacije svakih x = 2, odnosno x = [—10, —8, -6, —4, 2,0, 2,4, 6, 8, 10].
Svakim dodavanjem novih podataka, odnosno ¢vorova interpolacije, zanemarujemo ranije izracu-
nat polinom i racunamo novi polinom viseg stupnja. Uvrstavanjem tocaka koje odgovaraju skupu

T, =[xy, sin(x,)] u izraz 4.6 dobivamo:

Py(r) =3.14-107"2% +4.24-107%2% - 6.98 - 10°2" — 5.42 - 10~ %2°

(4.15)
+0.005062° +1.73- 107 ®¥2* — 0.1332% — 6.94 - 10722 + 0.91z.

Pogledajmo graficki prikaz interpolirane funkcije iscrtane preko ¢vorova:
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Slika 4.6. Polinom P, i pripadnih 11 ¢vorova

Usporedimo dva izracunata polinoma. U odnosu na prvi polinom, polinom P, je preciznije
replicirao funkciju na intervalu x = [—5,5|; npr. uspjesno je prikazao da se jedna perioda sin(x)
funkcije izvrsi na intervalu od |0, 27, za razliku od polinoma P,;, koji je periodu udvostrucio.
Ali, zbog potrebe za prolaskom kroz veci broj ¢vorova, u granicnim podrucjima intervala funkcija
postaje vrlo nepregledna i odlazi u ekstreme. Izvan ¢vorova interpolacije funkcija postaje gotovo
vertikalna, ali uzimajuci u kontekst da Lagrangeova interpolacija nema nikakav sustav za predvi-
danje vrijednosti izvan intervala, odnosno nema sustav za ekstrapolaciju, ne moZemo ocekivati

toc¢nost izvan zadanih tocaka.
Iz prijasnjeg primjera vidljivo je da poveéanjem broja ¢vorova moZemo preciznije rekonstru-
irati pocetnu funkciju. Zadatak inZenjera u ovom slucaju, je odrediti broj ¢vorova (odnosno inter-

vale uzorkovanja) kako bi omjer koristene racunalne memorije i kvalitete rekonstrukcije signala

bio zadovoljavajuci.



5. Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma, kao §to smo prikazali u primjerima prethodnog
poglavlja, nepogodan je kada Zelimo povecati stupanj interpolacijskog polinoma jer pri dodavanju
svakog ¢vora polinom moramo racunati nanovo. To stvara nepoZeljnu koli¢inu posla kada Ze-
limo dodavati samo par ¢vorova kako bi smo poboljsali aproksimaciju, ili kada Zelimo izuzeti par
¢vorova kako bi smo pojednostavili polinom. Ti procesi su bitno pojednostavljeni pri koriStenju
Newtonovog oblika interpolacijskog polinoma.

Recimo da je p,_; polinom koji interpolira neku funkciju f u tockama x;,7 = 0,...,n — 1. Uz
taj polinom, recimo da je p,, polinom koji istu funkciju f interpolira jo$ i u tocki x,,. Taj polinom

mozemo zapisati na sljedeci nacin:

pn(x) = Pn-1 —|—C($), (51)

gdje c(z) predstavlja korekciju izmedu dva stupnja interpolacijskog polinoma. Za tu korekciju

mora vrijediti

Vidljivo je da su z; nultocke, odnosno razumijemo da u poznatim ¢vorovima nema potrebe za

korekcijom. Stoga izraz moZemo zapisati kao

c(x) = ap(x — x)...(x — xH1). (5.2)
UvrStavajuéi 5.2 nazad u 5.1, te postivajuci uvjet interpolacije f(x,) = p,(x,) dobivamo

f(@n) = pu(n) = Pn1(20) + an(@n — 20). (T — Tn1), (5.3)

te iz tog izraza lako ratunamo koeficijent a,, polinoma c(x)

Pn($n> - pnfl(mn)
(X — 20) (T — Tp1)

(5.4)

Qp =

Koeficijent a,, je funkcija zadanih ¢vorova xy, ..., x,, 1 u literaturi se naziva n-ta podijeljena

razlika [1]. U literaturi se oznacuje s

an = flxo, @ ..., 2],

te ¢emo je u tom obliku zapisati u izrazu 5.3

18
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Po(Tn) = Pon1(Tn) + flzo, @ .oy ) (T — o) ... (@T0, — Tp1). (5.5)

Izraz iznad je rekurzivna formula za dobivanje interpolacijskog polinoma za stupanj veéeg od
prethodnog [1]. Kako bi bolje opisali koeficijent a,,, podsjetimo se Lagrangea. Promotrimo ranije

spomenutu relaciju 4.11. Uo&imo da se a,, nalazi uz vodecu potenciju 2.

an = flzo, @ ..., x| = fj/(::)) (5.6)

Iz formule 5.6 moZemo izvuci svojstva podijeljenih razlika. Primjetimo da, za razliku od
Lagrangea, poredak ¢vorova u doti¢noj jednakosti nije bitan. Druga korisna formula je formula za

rekurzivno raCunanje podijeljenih razlika [3]

flz1, ooy zn] — flzo, ..\ 0]
Ty — To ’

flzos o wn] = (5.7)

Izvedimo gornju formulu. Vrijedi

flzt, o xn] :Z f(x)

(x; — x1).(y — wiq) (T — Tigr) e (g — xp)

f(@i) (@i — 20) (5.8)
Z (x; — x0). (T — wim1) (T — Tigr)en (g — xp)
f (@) (20 — 20)

(T — 20) (T — Tpq)’

+

odnosno

f[l'o,...,:lj'nfl] = Z (xl)

(@i = @o)-..(2; — wi—1) (s
f(@) (@ — @) (5.9)
T — x0) . (T — Ti1) (T — Tigr)e (g — xy)

f(xo) (2 — o)

_(xo —x1)...(To — Tn)

i—0 — $Z+1)<LL’Z — 'Tn—l)
n—

1

=1

Oduzimanjem 5.8 od 5.9 dobivamo
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S f (@) (w0 — )
flons s wn] = flwos s wn] ; Oy — x)..(x; — xi—1)(x; — @igq) ... (T — xp)
L S@@a=z)  f@)a=m) s

(X — x0). (T — Tpo1) (o — x1)...(T0 — Tp)

= (2, — xo) Z; U{/((Z]j) = (2 — o) f[T0, -, Tn),

¢ime smo dokazali danu formulu. Ova rekurzivna formula se ¢esto koristi kao definicija podije-

ljenih razlika. [3]

Promotrimo kako rekurzija po€inje kod podijeljenih razlika. Ako znamo da neka konstanta k
prolazi nekom tockom 7" = (zg, f(zo)), tu konstantu moZemo definirati kao polinom stupnja 0.
To znadi da je koeficijent ag = f[xo] = f(zo). Uzimajudi to u obzir, dobivamo konacan oblik

Newtonovog interpolacijskog polinoma

pn(x) = flo] + (¥ — 20) 0, 21] + (¥ — 20) (T — 1) f[W0, T1, TR + ...

i+ (x —x0)...(x — Tp1) flTo, T1,s vy Ty

(5.11)
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Primjer 5.1. Odredimo Newtonov interpolacijski polinom koji prolazi sljedecim tockama:

Pn(x)

Slika 5.1. Zadane tocke

Ty | (1,2)
T, | (3,7)
15 | (5,3)
15 | (7.4)

Koristeéi izraz 5.11, uvrstimo &vorove zadane u tablici. Clan f[xg] je samo P,(x) vrijednost

prvog ¢vora, odnosno tocke I\. Preostale podijeljene razlike potrebno je izracunati.

-2 37 4-3 1
f[x()wrl] = 3 _1 §,f[$1,£lj'2] — E —= —2’f[1'27x3] — m I 57
5 1
—47 35 9 >+2 5
flzo, @1, 2] 5 _ 12 = —g,f[xl,xmx?)] = ;_3 =3 (5.12)
5.9
s+ 3 7
_8"8__
Flto, ozs) = 8 =

Raspisimo izracunate clanove u polinom
5 9 7
pn(x) =2+ (z — 1)5 + (z—1)(x — 3)(—5) + (z—1)(x —3)(x — 7)ﬂ’ (5.13)

odnosno, nakon sredivanja

7, 13, 3%
= L2 222~ 10. 14
pn() 24x 3 +x°+ 24x 0 (5.14)
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Pn(x)

Slika 5.2. Newtonov interpolacijski polinom p,, i pripadni ¢vorovi

Ispitajmo ranije spomenutu prednost Newtonovog interpolacijskog polinoma - bitno pojednos-
tavljenu racunicu pri dodavanju novih ¢vorova. Dodajmo jos dva ¢vora nakon prethodno zadanih
-Ty = (10,5) i Ty = (12,10)

Dodavanjem dva ¢vora sveukupno imamo Sest cvorova interpolacije, pa ¢e novi polinom p,,(x)
biti polinom 5-tog stupnja. Kako su dva nova polinoma niZe na osi apscisa, moZemo iskoristiti

prijasnji polinom, te samo izracunati i nadodati nove podijeljenje razlike.

Ponavljanjem postupka 5.12, nove podijeljene razlike su

3

f[(]?o, ...71'4] = —%
17

f[ZL’(), ...,[E5] = m

Po izrazu 5.11, nove podijeljene razlike samo nadodamo na ranije izracunati polinom, te ih

pomnozimo s (x — xg)...(x — T,_2), odnosno (v — xg)...(x — x,_1).

Raspisimo novi polinom

Pal@) =2+ (2= 1) + (@ = e = 3)(~ )+ (7~ Dz~ 3)(z ~ Ty
o —T) (@ —5) @ — 3) (@ — 1)(—%) + (@ —10)(@ - T)(z — 5)(z — 3)(z — 1)%.

Vidimo da je novi polinom do ¢lana f(xy, ..., x4) jednak prijasnjem. Nakon sredivanja dobi-

vamo
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17 . 41 , 21577 , 20257 , 72869 204

_ _ _ s 5.15
Pol®) = 300" ~ 220" T o2a0% T Tma0® T w0 T 1 -15)
14|
12 +
10 ¥
= s
& ¥
Al
e
4 >k
>
2 K
L |
0 2 4 6 8 10 12 14

Slika 5.3. Novi Newtonov interpolacijski polinom p,, i dodatni pripadni ¢vorovi

Raniji primjeri su ispitivali ponasanje Newtonovog interpolacijskog polinoma na arbitrarnim
primjerima nasumic¢no zadanih to¢aka, bez poznavanja povezuje li doti¢ne tocke neka stvarna re-
lacija izmedu varijable = i veli¢ine P,(x). U sljedeéem primjeru promotriti éemo ponasanje i
Lagrangeovog i Newtonovog interpolacijskog polinoma na primjeru rekonstrukcije amplitudno-
frekvencijske karakteristike elektri¢nog filtra.
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Primjer 5.2. Usporedimo Lagrangeov i Newtonov interpolacijski polinom na primjeru iz struke.
Imamo elektricnu mreZu, odnosno filtar, kao na slici 5.4. Moramo odrediti amplitudno-frekvencijsku
karakteristiku spoja, tj. vrijednost prijenosne funkcije koja predstavlja odnos amplitude napona
na izlaznom prikljucku 2 u odnosu na amplitudu napona na prikljucku 1 pri promjeni frekvencije
ulaznog napona. Voltmetrom smo ocitali vrijednosti prijenosne funkcije pri 5 razlicitih frekvencija,

prikazanih u tablici.

Ry
O I +
2
1 C
§ L —
R,
—
(I
o] (o]
-

Slika 5.4. Zadana shema

w | |T(Gw)]
1072 1
10" | 1,005

10° | 1,16
10" | 0,004
10° 0

Tablica 5.1. Odnosi frekvencije i amplitude prijenosne funkcije

Kako bi smo imali izraz za referencu raspisati cemo mrezZu po drugom Kirchhoffovom zakonu,
koji glasi da je algebarski zbroj svih napona u nekoj zatvorenoj elektricnoj petlji jednak nuli. Pret-
postavimo da su vrijednosti elemenata u mreZi normirane na takav nacin da, nakon prebacivanja u
frekvencijsku domenu preko Laplaceove transformacije, dobijemo sljedeci izraz kao odnos napona

Uy na prikljucku 1 i napona U, na izlaznom prikljucku 2

T(Gw)| === : (5.16)
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04— =

02 =

Slika 5.5. Prikaz izracunate prijenosne funkcije u frekvencijskoj domeni

Na slici iznad vidimo odnos apsolutne vrijednosti omjera napona na izlazu i ulazu sklopa u
ovisnosti o frekvenciji ulaznog napona. Normiranjem frekvencije, odnosno linearizacijom ovis-
nosti napona o frekvenciji, moZemo i uzorkovati amplitudu napona, te onda parove frekvencije i
omjera amplituda uvrstavamo u Lagrangeov interpolacijski polinom. Nakon izracuna dobivamo

izraz

|T(jw)| = —0,1398w" + 1,5217w* — 5, 7984w® + 8,835312% — 4, 41383w + 1. (5.17)

05— —

Slika 5.6. Lagrangeov interpolacijski polinom uzorkovane amplitudno-frekvencijske karakteristike

Ucinimo isto s Newtonovim interpolacijskim polinomom

IT(jw)| = —0,1398w° + 1,5217w* — 5, 7984w® + 8,835312% — 4,41383w + 1. (5.18)
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[TGw)l

05— —

Slika 5.7. Newtonov interpolacijski polinom uzorkovane amplitudno-frekvencijske karakteristike

Vidimo iz izraza 5.17 i 5.18, kao i iz slika 5.6 1 5.7, da su konac¢na dva polinoma ista. Gle-
dajuéi slike moZemo zakljuciti da, neovisno o tome §to prolaze kroz sve uzorkovane, odnosno
zadane Cvorove interpolacije, krivulje ne predstavljaju stvarnu A-f karakteristiku na adekvatan na-
¢in. Odnosno, prikazuju vrijednost amplitude samo u konkretnim vrijednostima frekvencije, te ne
prikazuju ponasanje amplitude pri odredenom pojasu frekvencija, kao Sto je znatno bolje prikazano

na slici 5.5.

Ne bi li smo "poboljsali" karakteristiku, odnosno pribliZili je originalnoj izracunatoj krivulji,
moramo dodati jo§ podataka. To najbolje mozemo posti¢i uklju¢ivanjem jo§ ¢vorova u polinome,

Sto je bitnije pojednostavljeno s Newtonovim interpolacijskim polinomom.



6. Spline interpolacija

U prijasnjim poglavljima definirali smo dvije metode polinomne interpolacije, odnosno dva
interpolacijska polinoma - Lagrangeov i Newtonov interpolacijski polinom. Kroz primjere smo
vidjeli da obje metode kroz razli¢it postupak u konacnici omoguéuju racunanje glatkih polinoma
koji prolaze kroz sve zadane ¢vorove. Medutim, pri suoavanju s realnim inZenjerskim proble-
mima, moze se dogoditi da se kroz mjerenja ili uzorkovanja susreemo s podacima koji su na
odredenom skupu gusto ili neprakticno rasporedeni. U takvoj situaciji raCunanje s ranije spo-
menutim interpolacijskim polinomima moZe izazvati oscilacije u interpoliranoj funkciji. Uz to,
interpolacija velikog broja ¢vorova polinomom visokog stupnja moze biti raCunalno zahtjevna, pa

s te strane i inzenjerski neprakti¢na.

Kako bi rijesili ovu problematiku prekomjerenih oscilacija i prevelikog broja gusto zbijenih
podataka, koristiti ¢emo spline interpolaciju. Takav tip interpolacije upotrebljava glatke polinome
niskog stupnja koji su prispojeni tako da se minimiziraju oscilacije. Odnosno, mozemo to zamisliti

.....

polinomom.

6.1. Linerani spline

Recimo da je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, te da su nam poznate njene vrijednosti
Yo, Y15 --» Yn U (n 4 1) Evorova. Recimo da su ¢vorovi na skupu [a, b] rasporedeni tako da vrijedi
a=1x9<2 <..<2Ty1 <, =0>. Funkciju f ¢emo interpolirati po dijelovima s linearnom

funkcijom ¢ : [a, b], tako da je neprekidna po cijelom skupu. Za i = 1, ..., n definirajmo

¢i(x) = yi1 + M@ — Zi1),% € [T, 7). (6.1)
T — Ti—1
Posto je
¢z(il?) =Y = ¢z’+1($i),i =1,.,n—1, (6.2)

funkcija ¢ neprekidna je na intervalu [a, b], a linearna na svakom podintervalu izmedu dva ¢vora
(i1, 7).

Pogledajmo kako bi linearna spline interpolacija izgledala na podacima iz primjera 5.2. Za
potrebu ove usporedbe moZemo pretpostaviti da je odnos izmedu frekvencija na grafu linearan.
Odnosno, zamjenimo frekvencije w = [107!,10°] s w = [1,2]. UvrStavajuéi parove ¢vorova

dobivamo jednadzbu pravca koja opisuje funkciju izmedu ta dva ¢vora, odnosno jedan spline

27
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1,16 — 1,005

d(w) = 1,005 + = 51 (x —1) =0,155w + 0,85, w € [107*,10°]. (6.3)

Ponavljajuéi taj postupak za sve parove &vorova na rasponu [1072,10?] dobivamo sljedecu

karakteristiku

[TGw)l
s
3

1

Slika 6.1. Prikaz linearnog interpolacijskog splinea (plavo) preko Newtonovog i Lagrangeovog
interpolacijskog polinoma (Zuto) iz primjera 5.2.

Vidimo da je linearni spline povezao sve ¢vorove interpolacije, te usporedujuci ga s izraCuna-
tom karakteristikom filtra na slici 5.5, vidimo da realnije prikazuje ponaSanje filtra pri razli¢itim
frekvencijama. No ipak, spline interpolacijom dobivamo familiju pravaca koji dijele jednu zajed-
nicku tocku (¢vor) sa susjednim pravcem. Kao takve, te funkcije su linearne po svakom podinter-
valu, $to znaci da ako je originalna funkcija krivulja da linearni spline nikako ne opisuje kretanje
funkcije u podrucju oko ¢vora. Takoder, linearne spline funkcije su nederivabilne u ¢vorovima.
Zbog toga nisu pretjerano pogodne za danje raCunanje. Kako bi dobili funkcije koje zadrzavaju
podijeljenu prirodu linearnog splinea, ali su glatke po cijeloj duzini, u idu¢em potpoglavlju prouciti

¢emo pojam kubicnog splinea.

6.2. Kubicni spline

Kubicni spline je metoda interpolacije koja se koristi za stvaranje glatkih interpolacijskih funk-
cija, odnosno glatko povezivanje podataka. Osnova ideja kubi¢nog splinea je da se poznati podaci,
odnosno ¢vorovi, povezu sli¢no kao i u prijasnjem slucaju s linearnim splineovima. Ali umjesto
funkcija pravaca, funkcija se na manjim segmentima izmedu pojedinih ¢vorova aproksimira ku-
bi¢nim polinomima, odnosno polinomima treceg reda. Kubic¢ni splineovi omoguéavaju glatko
povezivanje susjednih segmenata, Ciji je rezultat funkcija koja je kontinuirana, glatka i derivabilna

u svim tockama.
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Recimodaje f : [a,b] — R neprekidna funkcija, te da poznajemo njene vrijednosti yo, y1, ..., Yn

u (n + 1) &vorova. Cvorovi su na skupu [a, b] rasporedeni na na¢in daje a = zy < 2; < ... <

Zp_1 < T, = b. Funkciju f éemo aproksimirati funkcijom K : [a,b] — R, tako da vrijedi

gdje su K;,7 =

K(z) = Ki(z),z € [xim1, 2,1 =1,...,m, (6.4)

1, ..., n, polinomi treeg reda koje uobicajeno piSemo kao

Ki(z) = Co,k+C1,k(I—$z‘—1)+C2,k(I—Ik—1)2+C3,k($—$k—1)371‘ € [zim1,zi),1=1,...,n, (6.5)

gdje su cy_3 i, koeficijenti koje moramo odrediti tako da zadovoljavaju sljedece uvjete

() Ki(zi1) = yi1,i = 1,15

(10) Ki(x;) = yi,i = 1, ..., n;

(i19) K[ (x;) = KI{H(%),Z' =1,..,n—1; 6.6
(iv)Ka(a)" = f'(a), Ky(b) = f'(b);

(V) K] (z;) = K} 1 (@), i=1,...,n—1;

(

vi)K{ (x9) = K (z,) = 0.

Uvjeti (i) — (i7) navedeni u 6.6 su potpuni rubni uvjeti i osiguravaju interpolacijske uvjete i

neprekidnost funkcije, te se za splineove koji ispunjavaju te uvjete tradicionalno koristi naziv pot-

puni splineovi. Dok su uvjeti (i7i) — (vi) prirodni rubni uvjeti koji osiguravaju derivabilnosti u

¢vorovima interpolacije, a i samim time i glatkost funckije u svim to¢kama ukljucujuci i ¢vorove.

Splineovi koji ispunjavaju te uvjete nazivaju se prirodnim splineovima. Funkcije koje zadovolja-

vaju sve uvjete (i) —

Y1

(vi) zovemo prirodni kubi¢ni interpolacijski spline [2].

Ki

Y2

X1

2 Xo 4 Xn 6 Xn+1 8 10
hy hn

Slika 6.2. Kubicni interpolacijski spline
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Algoritam za konstruiranje interpolacijskog kubi¢nog splajna moZemo izvesti na dva nacina.
Prvi naCin, gdje za nepoznate parametre koje trebamo odrediti uzimamo vrijednosti prve derivacije
splinea u ¢vorovima. U literaturi je najée$Ce koritena oznaka za te parametre m; := K/(z;),i =
0, ...,n. Drugi naCin, u kojem uzimamo vrijednosti druge derivacije splinea u ¢vorovima kao ne-
poznate parametre, koristeci globalnu neprekidnost K;(z;), uz oznaku M; := K/ (z;),i =0, ..., n.
Ovdje je bitno napomenuti da se ta dva algoritma dosta ravnopravno koriste u praksi, a za ocjenu

greSke moramo Koristiti i oba, pa ¢emo izvesti i prvi i drugi nacin.

Prvi algoritam izvodimo pomoc¢u Hermiteove interpolacije, ali u ovom slucaju ne zadajemo
derivacije, ve¢ nepoznate derivacije m; uzimamo kao parametre koje trebamo odrediti tako da
postignemo globalnu pripadnost splinea klasi C?[a, b] [1]. Odnosno, postavljamo K;(z;) tako da
polinom zadovoljava uvjete K;(x;) = y;, i = 1,...,n, K/(z;) = m;,i = 1,...,n, gdje su y; zadane
vrijednosti, a m; nepoznate vrijednosti koje moramo odrediti. Polinom K; na svakom podintervalu

mozemo zapisati kao

gdiejet = 5" zax € [T, xi1], @ hy = 241 — 24,0 = 0,...,n — 1. Parametre m;, m;

trebamo odrediti da dvostruka derivacija K (x) bude neprekidna u ¢vorovima. RaspiSemo li tu

derivaciju kao

Mg = Jil — Vi Miop Mit1
K ) = P = 120) o+ Bt - )+

(6t — 2), (6.8)

iz Cega slijedi

K{/(% + 0) _ 6yi+1 Y 4@ _ 2mi+17

h? h; h;
K!'(z; +0) = —6= = 4— 92—
H@ir0) By ey hi
Koriste¢i oznake
h;_
Ui:ﬁ>/\i:1_0-i>
i-1 1 (6.10)

Yi+1 — Yi Yi — Yi—1
i = 30— + AT,
a=slo =t AT

moZemo uvjete neprekidnosti K’ (x;),7 = 1,...,n — 1 zapisati kao

/\imi_1+2mi+aim,~+1 :Ci,i: 1,...,n— 1. (611)
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Ovime dobivamo n — 1 jednadZbi s n 4+ 1 nepoznanica m;. To znaCi da nam nedostaju dvije
JjednadZzbe. Njih moZemo dobiti iz uvjeta raspisanih u 6.6, te uz te uvjete mozemo raspisati linearni

sustav jednadZzbi oblika

2mg + 09 * m; = co*,
)\imi_1+2mi+aimi+1 :Ci7i: 1,...771—1, (612)

AnMp—1 + 2m,, = ¢, * .

gdje su og*, co*, A * 1 ¢, x koeficijenti koje odredujemo zavisno o rubnim uvjetima raspisanim u

6.6. Za uvjete (vi) uvazavamo jednakosti

oo = A\px = 0, co* = 2y, Cox = 24, (6.13)

gdje su yo i y,, vrijednosti funkcije f na granicama intervala |a, b], odnosno u to¢kama =y = a i

x, = b. Dok za uvjete (v) vrijedi

yl—yo_@
ho 2

Yn — Yn—1 hy, —1 1"
o + 5 i (x).

f”(xo),

0% = Apx = 1, cox = 3

(6.14)

Cpx = 3

Za slucaj kad je funkcija f periodicka, vrijedi da je yo = y,, te da je mg = m,, radi periodic-
kog uvjeta na prvu derivaciju (7i7). Kako bismo lakSe izrazili periodi¢nost pri drugoj derivaciji,
mozemo produljiti funkciju, tj. povecati broj ¢vorova dodavanjem ¢vora x,.1, uz uvjet da je
Tpi1 — Tp = T1 = Xg, odnosno da je hy = h,,. S obzirom na pretpostavku periodi¢nosti, trebamo
uvjetovati y,+1 = y1 1 m,+1 = my. UvaZavajuéi tu pretpostavku, uvjet periodicnosti druge deri-
vacije postaje istovjetan uvjetu kontinuiteta druge derivacije u tocki x,,, odnosno jednadzbi 6.11

kada je + = n. Uvazavajuéi pretpostavke

Yo = Yns Yn+1 = Y1, Mo = My, M1 = Mp1, hO = hny (615)

mozemo raspisati sustav s n brojem jednadzbi

2mi+aimi+1+mi+1)\i :Cl,i: 1,...,n— 1, (616)

2m, + o,my + Mp_1 Ay, = Cp.

Raspisani sustav za svaku vrijednost c,, moZemo uvrstiti nazad u izraz 6.5.
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Drugi algoritam raspisujemo na svakom pojedina¢nom podintervalu [z;, z;11] koji pripada
skupu f : [a, b], isto kao i kod prvog algoritma, ali umjesto koeficijenta m;, moramo izraCunati
koeficijente M; = K/ (x;),i = 0,...,n. Polinom K; odreduje se na temelju uvjeta interpolacije

funkcije (7) i (i), te iz uvjeta druge derivacije u rubovima funkcije

Kz(%) = Yi, Ki+1($i+1) = Yi+1,

, , (6.17)
K () = My, K}y 1 (vi41) = Miya,

Polinom K takoder moZemo raspisati kao linearnu interpolaciju za poznate vrijednosti funkcije
s nadodanom korekcijom koja ukljucuje koeficijente druge derivacije M; i M,

2
K(@) =gl = 0) 4 gt~ 1o (L= DL = )+ M (1 0), (619

gdje su t i h; iste vrijednosti kao i u prijasnjem zapisu 6.7. Derivacijom izraza 6.18 dobivamo

i+1 — Yi hz‘
K'(z) = % = 5 (M3 — 61 +2) + My (1 - 3¢%),
K’”(%) _ _Mi :L’ Mi+l‘

Interpoliranje druge derivacije u zadanim ¢vorovima samo po sebi ne osigurava i neprekidnost
prve derivacije, te je taj uvjet potrebno konkretno zahtijevati. Analogno izrazu 6.9 za neprekidnost

druge derivacije, moZemo raspisati

i+1 — Yi 2M; + M;
K (s +0) = Li g, 200 i
i 0 (6.20)
i Yi— 2M; + M;_ :
Ky —0) = Y Yt gy 2t M
hifl 6

Sto uvjetuje neprekidnost prve derivacije polinom K'(z). Za racunanje kubi¢nog integracij-
skog polinoma (splinea) potrebno je znati derivacije u svakom integracijskom ¢voru zato §to nam
vrijednost izraza derivacije, odnosno tangenta u tocki interpolacijskog ¢vora, govori o trajektoriji
funkcije. Kao takva nam omogucava bolje opisivanje kretnje funkcije, odnosno preciznije rekons-
truiranje krivulje originalne funkcije u odnosu na linearni spline (koji nema nikakve krivulje). Isto
tako poznavanje derivacije funckije u tocki interpolacije omoguéava bolju rekonstrukciju u odnosu
na Newtonov ili Lagrangeov interpolacijski polinom, koji ne uzimaju u obzir neposrednu okolinu
¢vora na nikakav nacin, pa kao takvi samo povezuju ¢vorove interpolacije i pri tom Cesto imaju

velike oscilacije i fluktuacije.



7. Hermiteova interpolacija

Kao u prijasnjim primjerima razliCitih tipova interpolacije zahtjevanje da metoda interpola-
cije, odnosno tip interpolacijskog polinoma interpolira vrijednosti neke funkcije y(x) u odredenim
¢vorovima z;, mozemo zahtijevati i interpolaciju i derivacije funkcije 3/ (x) u istim ¢vorovima z;.

Odnosno, trazimo polinom koji ispunjava uvjete

p(x;) = y(x), 0 (x;) = ' (), =0,1,...,n.

Interpolacija koja ispunjava gore navedene uvjete zovemo Hermiteova interpolacija, a tocke
podataka x; nazivamo Hermiteovi ¢vorovi. Ova metoda interpolacije korisna je ako imamo infor-
macije o nagibu krivulje u odredenim tockama, te Zelimo kvalitetnije kontrolirati te karakteristike
u rekonstruiranoj funkciji. Izvedimo polinom za Hermiteovu interpolaciju preko uvjeta za interpo-
laciju 1 uvjeta za podudaranje u derivacijama. Ovaj polinom se u literaturi Cesto izraZava u obliku
Lagrangeove interpolacijske formule ili Newtonove interpolacijske formule. U ovom izvodu ko-

ristiti éemo Lagrangeov oblik. Pretpostavimo dva polinoma za koje vrijedi

Li=k |

Pro(rs) = Pro(ws) =0,i=0,1,...,n,
0,1 #k,

, 1,i=k .

Pla(Ti) = pra(z;) =0,i=0,1,...,n.
0,7 # k,

Polinom py, o koristiti ¢emo za interpolaciju funkcije, a pj 1 za interpolaciju njenih derivacija.

Ovi polinomi su 2n + 1 stupnja, te nakon §to ih izraCunamo preko njih moZemo izraziti trei

polinom
Pons1(x) =D (UkPro(x) + Yppia (). (7.1)
k=0
Derivacijom % dobivamo
Phnr(T) =D (UkPho(®) + Yiph 1 (), (7.2)
k=0

te iz toga mozemo vidjeti ispunjavanje ranije navedenih uvjeta za interpolaciju i uvjeta za interpo-

laciju prve derivacije funkcije
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n

Pons1(x) =D (WkPro(r) + Yipra () = yr,
k=0

n

Phnir(2) = D (el (2) + Yibhos (2)) = Y
k=0
Konstrukciju polinoma odraditi éemo preko Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma,

odnosno recimo da su

Preo() = [1 = 2(x — i) Ly, (2x) | L3 (2), (7.3)

pra = (v —xp)Li (), (7.4)

gdje je Li(z) polinom Lagrangeove baze stupnja n. Polinome pyo i pr1 se u literaturi Cesto
nazivaju funkcijama Hermiteove baze [1]. Poznavajuéi stupanj polinoma L (z) i znajuci da su
polinomi py, o 1 pi,1 stupnja najvise 2n + 1, moZemo zakljuciti da Ce i polinom py,, 1 biti najviSe

stupnja 2n + 1.

7.1. Greska Hermiteove interpolacije

Pogreska Hermiteovog interpolacijskog polinoma ps, () je razlika vrijednosti u odnosu na
funkciju y u ¢vorovima interpolacije x;,7 = 0,1, ...n. Osnovni uvjeti Hermiteove interpolacije

zahtijevaju jednakosti y(x) = po,11(x) 1 ¢/ (x) = pony1 stoga mozemo pretpostaviti

y(x) = pany1 () = Cn*(x),
gdje je C neka konstanta, a n(x) produkt svih ¢lanova (z — x;) na rasponu od 0 do n (n(z) =

[T (z — z;)) Ako definiramo neku funkciju G za koju vrijedi

G(z) = y() = paata(2) — CP(x), (7.5)
moZzemo primjetiti da funkcija G posjeduje nultocke u ¢vorovima interpolacije x;,7 = 0,1, ...n.
Odnosno, da je G(z;) = G'(z;) = 0. To je oCekivano jer svojstvo interpolacije zahtijeva podu-
daranje originalne funkcije i rekonsturirane funkcije u svim to¢kama interpolacije, tj. ¢vorovima.
No, ako odaberemo neku to¢ku z,41 € [a,b| koji ne pripada diskretnom skupu ¢vorova, onda
je moguce definirati konstantu C' tako da bude G(z,,4+1) = 0. Iz toga znamo da funkcija G(x)
trenutno ima minimalno n + 2 nultocke, dok njena derivacija G’(x) ima barem n + 1 nula ras-
poredene u to¢kama medu njima. Isto tako ima nule u tockama interpolacije x;, pa u konacnici
ima minimalno 2n + 2 nula. To znadi da dvostruko derivirana funkcija G”(z) ima jednu manje,

odnosno minimalno 2n + 1 nultocki, trostruko derivirana funkcija G" () ima 2n nultocki (itd. po
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Rolleovom teoremu). U konacnici, derivirana funkcija G*"*2) imati ée barem jednu nulto¢ku na
promatramu rasponu [a, b}, te tu nultocku ozna¢avamo s £. Derivacijom funkcije G(x) dobivamo

izraz

G2 = ¢t C(242n)! = 0. (7.6)

Iz te jednadZbe mozemo izracunati konstantu C'. UvrStavanjem tog rezultata u jednadzbu gre-

Ske dobivamo izraz

yEr(€)
(2+2n)!

gdje je G(x,11) ocijena greske funkcije, po, 11 Hermiteov interpolacijski polinom, te 7 produkt

G($n+1) —p2n+1(13) = 772(In+1>, (7.7)

svih ¢lanova (x — x;),7 = 0, 1, ...n. Ova jednadZba je raspisana za proizvoljne tocke x;+1, ali kako
vidimo da s obje strane jednakosti mora biti nula, gore navedeni izraz za greSke moZe se kKoristiti

za bilo koje tocke, ukljucujudi i ¢vorove interpolacije z;,7 = 0, 1, ...n.

7.2. Newtonova forma Hermiteove interpolacije

Uz ranije izvedenu Lagrangeovu formu Hermiteove interpolacije ()7.1), postoji i druga forma
Hermiteove interpolacije zasnivana na Newtonovom obliku interpolacijskog polinoma. Ova forma
koristi podijeljenje razlike s dvostrukim ¢vorovima [4]. Pretpostavimo dva Cvora x, 1 xp, gdje je
Tp = x4 + k,k — 0. Onda je

= f'(z4). (7.8)

uz uvjet da je funkcija f derivabilna u x,. Odnosno, vrijedi f[z,, zp] = flxae, za] = f/(24).

flZa, z] = llgr(l)[xa, T, + k] = llg% flao + k/i — f(za)

Pretpostavimo dalje da imamo dvoje dvostrukih ¢vorova, ¢vor x; i njegov srodan ¢vor x1,
te ¢vor x5 1 njemu srodan ¢vor x,., gdje je & — 0. Podijeljene razlike za Newtovomu formu

Hermiteove interpolacije za taj par dvostrukih ¢vorova ra¢unamo tabli¢no na sljede¢i nacin

X fla)l  flos, zia]  flos @i, @iga] @, Tigr, Tivo, Tigs)
X1 flz1]
f(z1)
vrek | fle o))
f[l'ly xz] f’[ﬂﬁle’[xsz]*?f[ﬂ?hﬂm]
T9 f[l’ﬂ f’(m)—kf[rwﬂ
f(z2)
Toyk | flrs]
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Newtonov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma je u tom slucaju jednak

pan+1(z) = flod] + floy, a1] - (2 —21)
+ floy, 21, 29] - (2 — 29)? (7.9)
+ floe, 21, 20, 2] - (7 — 21)* - (2 — 29),

uvazavajuci da su

f[ﬂfl,l"l] = f/(l"l),
fley, xo] = fley, o] flon, wo] — f'(21)

f[fl?1>331,$2] = L = 2 )
Flon, 2y, 2o, 2] = flay, wa, mo] — flwr, 1, w0] Losi dinm eew Jon
) ) ) Ty — ) L
[l + o] = 2f [y, o]
— P _

Oba oblika Hermiteovog interpolacijskog polinoma koriste dodatne informacije o derivacijama
interpolirane funkcije u ¢vorovima kako bi aproksimirali "glatkiju" funkciju. Oblici se razlikuju u
nacinu konstrukcije interpolacijskog polinoma. Lagrangeov oblik koristi istoimene Lagrangeove
interpolacijske polinome, detaljine obradene u poglavlju 4. Newtonov oblik Hermiteovog interpo-
lacijskog polinoma koristi podijeljene razlike. U konacnici, odabir izmedu ova dva oblika inter-
polacijskih polinoma ovisi o sloZenosti problema i zahtjevima implementacije podataka. Nakon
racunanja, obje metode konstruiraju valjale polinome, ali se mogu razlikovati u smislu stabilnosti

i numericke preciznosti ovisno o promatranom problemu.

Primjer 7.1. Pokusom simulacije procesa zaleta asinkronog motora dobivene su vrijednosti me-
hanickog momenta na osovini stroja u ovisnosti o kutnoj brzini rotora u zadanim trenucima tijekom

zaleta, prikazane u tablici. Izmjerene su vrijednosti momenta pri 3 razlicite brzine vrinje.

M [Nm] | w [rad/s] | 21
20 0 3
35 5 5
30 10 [-10

Tablica 7.1. Izmjerene vrijednosti momenta i brzine

Karakteristike koje opisuju moment u ovisnosti o brzini vrtnje u teoriji elektromotornih pogona
nazivaju se izlazne karakteristike. Karakteristicne tocke za izlazne karakteristike asinkronog stroja
su potezni moment (moment pri brzini 0), prekretni moment (maksimalna vrijednost momenta), te
brzina praznog hoda (brzina pri momentu jednakom M (w) = 0). Vrijednost poteznog momenta

imamo kao zadanu (M (0) = 20Nm), druge dvije moZemo odrediti nakog racunanja polinoma.

Uvrstavanjem izmjerenih vrijednosti u izraz za Newtonovu formu Hermiteovog interpolacij-

skog polinoma dobivamo
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17 67 2 7
Mw)=20+3w— —w’+ —uw’ — Zuw'+ —
() T Y T 100 T 25 T 2500 (7.10)

=20 + 3w — 1.7w? + 0.67w® — 0.08w* + 0.0028w°.

Graficki prikaz izracunatog polinoma moZemo vidjeti na slici 7.1.

50 — —

0 2 4 6 8 10 12 14

w [rad/s]

Slika 7.1. Polinom M (w) izracunat preko Hermiteovog interpolacijskog polinoma prikazan preko
¢vorova interpolacije

Sa slike je vidljivo da je polinom povezao sve tocke interpolacije glatkom funkcijom M (w).
Uvrstavanjem vrijednosti kutne brzine u izracunati polinom moZemo dobiti iznos mehanickog mo-
menta u bilo kojoj tocki karakteristike, sto nam olaksava predvidanje ponasSanja asinkronog mo-

tora u podrucjima van skupa interpolacijskih ¢vorova.



8. Gaussove formule

Gaussove formule su teZinske integracijske formule. Gaussova integracija omogucava precizne
rezultate pri numerickom raCunanju integrala, a time i olakSava proces rjeSavanja problema koji se

inace ne bi mogli analiticki izracunati.

Gaussove integracijske formule zapisuju se u obliku

b

n
/ w(z)y(x)de = wy(), 8.1)
o k=1
gdje je w tezinska funkcija koja je pozitivna na rasponu (a, b), y(z) funkcija ¢ije vrijednosti inter-
poliramo, a wy, su teZinski koeficijenti, u literaturi nazivane i teZine integracijskih formula. TeZine
integracijskih formula su matematicki faktori koji se koriste za odredivanje teZinske vrijednosti
odredenih ¢vorova pri izraCunu numerickog integrala. Svaki interpolacijski ¢vor ima svoj speci-
ficni teZinski koeficijent koji se mnoZi s vrijednoScu interpolacijske funkcije. TeZinski koefici-
jenti izabiru se kako bi minimizirali pogreSku interpolacije i osigurali to¢nost rijeSenog integrala.
Odredeni su na temelju poznatih ili odabranih ¢vorova, naj¢es¢e pomocu metoda ortagonalnosti

polinoma.

Postoje posebni slucajevi teZinskih funkcija koje se integriraju na specificnim intervalima, te

za njih postoje standarne teZine i ¢vorovi koje moZemo naci u literaturi [2]. Neki od primjera su

w interval Gauss-
1 [—1,1] | Legendreove
— 2 :
e (—00,00) | Hermiteove
S [~1,1] | Cebisevljeve
V1—z2

Ako Zelimo da formula za integraciju tono integrira polinome S$to je veceg stupnja moguce,
tada gledamo Cvorove integracije x; kao nultocke polinoma koji su ortogonalni na intervalu (a, b)

u odnosu na teZinsku funkciju w. TeZinske koeficijente eksplicitno ra¢unamo po formuli

b
Wy = /w(x)Lk(x)dx, k=1,..,n, (8.2)

gdje je Ly (x) polinom Lagrangeove baze stupnja n — 1 kojeg smo koristili i pri ratunanju Her-

miteovih baza interpolacijskog polinoma (7.3) i (7.4). Uzimajuci to u obzir, bitno je napomenuti
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da se formule za Gaussovu integraciju mogu izvesti integriranjem Hermiteovog interpolacijskog

polinoma [1]. RaspiSimo ponovno Lagrangeov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma,

n

Pans1 () = Z(?Jk»pk,o(ﬂf) + YpuPr (7))

=D ((1=2(w — w) Ly (o)) Li(@)yn + (2 — 21) L7 (2) .

S |l

Integriranjem tog izraza dobivamo

b n
[ @pas@de = Y (@ + G 83)

k=1

gdje su a1 [ koeficijenti

b
ap = /w(m)[l — 2(x — ap,) L (wp)] L2 () dz,

a

b

Br = /W(:c)(x — xp) Li(7)dz.

a

(8.4)

Bitno je spomenuti da odabir ispravnih teZinskih koeficijenata, odnosno teZina, znatno utjece
na to¢nost Gaussove integracijske formule. Zato se korektan izbor tezinskih koeficijenata provodi
uzimajuéi u obzir konkretna i individualna matematicka svojstva promatranog problema, i kad je

to moguce, pazljivim odabirom ¢vorova.



9. Zakljucak

U ovom radu obraduje se pojam aproksimacije i greSaka pri aproksimaciji, te viSe razliitih
nacina interpoliranja. Ustanovljeno je da se aproksimacija javlja u dva oblika. Prvi, kad nam je
poznata funkcija, ali Zelimo je zamjeniti nekom drugom, recimo jednostavnijom ili povoljnijom za
racunanje. Drugi, kad su nam poznate samo neke vrijednosti funkcije, te pokuSavamo "rekonstru-
irati" funkciju, odnosno pronaci funkciju koja najbolje opisuje sve poznate vrijednosti te omogu-
¢ava pregled vrijednosti izmedu ili izvan poznatih. Ovaj oblik je ¢e$¢i u praksi te je u ovom radu
objasnjen u nekoliko primjera kroz interpolaciju. Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma je
koristan u teoriji. Pogotovo u slucajevima kad moramo viSe puta interpolirati iste vrijednosti ili
aproksimirati funkciju u slucaju gdje znamo koliko je vrijednosti potrebno za adekvatnu aprok-
simaciju. S druge strane, ako otkrivamo, odnosno dodajemo nove vrijednosti, polinom moramo
svaki put nanovo racunati, §to povecava potrebno vrijeme i nepotrebno trosi ra¢unalnu memoriju.
S druge strane, Newtonov oblik interpolacijskog polinoma omoguéuje znatno brze dodavanje no-
vootkrivenih vrijednosti. Stoga je bolji u slucajevima gdje npr. ne znamo koliko je vrijednosti
potrebno da se neka zadana funkcija aproksimira sa zadovoljavaju¢om toc¢nosti, odnosno kada

moramo stupnjevito povecavati broj vrijednosti, to jest cvorova interpolacije.

Spline interpolacije obradene su u dva osnovna oblika, linearna spline interpolacija i kubi¢na
spline interpolacija. Spline interpolacija razdvaja funkciju na podintervale ograni¢ene jednim pa-
rom ¢vorova interpolacije, te opisuje funkciju zasebno na svakom podintervalu. Linearna spline
interpolacija to €ini linearnim pravcima, dok kubi¢na spline interpolacija to ¢ini polinomima tre-
¢eg stupnja, odnosno kubi¢nim polinomima. Kod kubiénih polinoma bitno je poznavati 1 vrijed-
nost derivacija funkcije u svakom ¢voru koja nam omogucava precizniju rekonstrukciju originalne
funkcije bez nekarakteristicnih oscilacija i fluktuacija interpolacijske funkcije. Spline interpolacije
su iznimno korisne u konsturiranju karakteristika koje opisuju promjene fizikalnih veli¢ina u me-
dusobnom odnosu, jer svojom konstrukcijom "prigusuju" nekarakteristiCne oscilacije koje bi inace

neadekvatno opisale odnose npr. okrente brzine rotora i mehani¢kog momenta elektri¢nog stroja.

Hermiteova interpolacija koristi ne samo funkcijske vrijednosti, ve¢ i vrijednosti derivacija
funkcije u interpolacijskim ¢vorovima. Ovaj oblik interpolacije je koristan pri rekonstrukciji neli-
nearnih signala. Proucene su dvije forme Hermiteovog interpolacijskog polinoma - Lagrangeova
forma i Newtonova forma. Lagrangeova forma Hermiteovog interpolacijskog polinoma koristi La-
grangeov polinom, koji se dobiva direktno iz definicije 1 uvjeta polinomne interpolacije. Newto-
vonga forma Hermiteovog interpolacijskog polinoma temelji se na Newtonovim diferencama, od-
nosno na podijeljenim razlikama. Ovaj oblik omoguduje uinkovitije raCunanje interpolacijskog
polinoma, te je pogodniji za raCunalnu implementaciju i numericke proracune. lako je Newtonova
forma efikasnija za raCunalnu implementaciju, Lagrangeova forma ime prednosti u tome $to je in-

tuitivnija za razumijevanje. Stoga, konacan izbor izmedu ove dvije forme ovisiti ¢e o tipu primjene
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Gaussove formule omoguéavaju efikasno numericko racunanje integrala. Ove formule se Cesto
primjenjuju u poljima poput ra¢unalnih simulacija ili elektronicke analize. Jedna od primjena Ga-
ussovih formula je u analizi elektromagnetskih polja. Elektromagnetska polja imaju prostorno ne-
Jjednaku raspodijelu naboja 1 gustocu, te koristeci Gaussove formule numericki se mogu izracunati
te vrijednosti. Sli¢na primjena je moguca pri projektiranju kondenzatora, odnosno kapacitivnih
elemenata gdje se integralom moZe opisati raspodjela naboja po kondenzatorskim plo¢icama. U
konacnici, Gaussove formule omogucuju efikasno rjeSavanje kompleksnih problema u elektroteh-

nici, i kao takve olakSavaju projektiranje, analizu i optimizaciju elekti¢nih mreZa i sustava.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U ovom zavrSnom radu opisuje se polinomna interpolacija i primjene razli¢itih metoda interpo-
lacije u elektrotehnici. ObrazloZuju se greske te navode tipovi greSaka koji su Cesti pri interpolaciji
i aproksimaciji. Proucavaju se razli¢ite metode interpolacije, odnosno oblici interpolacijskih poli-
noma - Lagrangeov, Newtonov, Hermiteov, te spline interpolacija. Prikazuju se izvodi formula za
pojedinacne oblike interpolacijskih polinoma, te se kroz prakti¢ne primjere opisuju i usporeduju u

kontekstu primjene u razli¢itim granama elektrotehnike.

Kljucne rijeci: Interpolacija, aproksimacija, greske, Lagrangeov oblik interpolacijskog poli-
noma, Newtonov oblik interpolacijskog polinoma, Spline interpolacija, Hermiteova interpolacija,

Gaussove formule.
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Summary and key words

This paper describes polynomial interpolation, that is, the calcuation of values between two
or more known points or values, as well as describing the calculated values using polynomial
functions. It explains errors and describes the types of errors which are common with interpolation.
It examines different types of interpolation polynomials - Lagrange, Newtons, spline and Hermites.
It shows the derivation of formulas for those types of interpolation polynomials and describes them

through examples, and compares them in the context of application within electrical engineering.

Keywords: Interpolation, approximation, errors, polynomials, Lagrange, Newton, spline inter-

polation, Hermite, Gauss.
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A Lista Octave kodova koriStenih za primjere

Primjer 4.1

pkg load symbolic;

syms X ¥ p pl p2 p3 pd p5s;
xn = [1 3 4 7 10]:

yn = [2 5 1 & 10];

®x = linspace (0, 12,50

pl = ((( 4
(e

X
x-1
= (((=x-1
®-1
®-1

[==TRE = MR O TS PV S I

[t=}
e Jiie]
w M

1]

-

(
(
(
(x-
(
4

[y
=}

L}
=

= (((
p5 = (((
p = pl+p2+p

=
[

x—

).
)-
).
)-
).
3_

iy
[3%]

p4+p5;

e
RS

plot (%, p, , r 3r ®n, yn, ’ PR
axis ([0 12 0 12])

grid on;

xlabel( . s 15

ylabel ( . . L15):

MR e
[==J Ve R~ = R |

[ae]
[y

Slika Al. Octave kod za primjer 4.1

Primjer 4.2

g = linspace(-10,10,100)

v = sin(x)

tplot (x,vy)

axis([-10 10 -2 2]1)

grid on

xlabel( . s 12)
ylabel ( . r 12}

L==JE B S R s R

9 sym p;
10 x1 = [-10 -5 0 5 10]
11 vl = [0.54402 0.958% 0 -0.958%2 -0.54402]

13 #plot(xl,yl, "*b', 'markersize',16)
14 axis([-10 10 -2 2])

15 grid on

16 =xlabel( , , 12)

17 ylabel( . , 12)

(((x+3) . *(x-0) .*(x-5) . *(x-10)) .*0.544
(((x+10) % (x=-0) % (x-3) . % (x=10) ) .*0. 2565
(((x+5) . *(®-0) . % (2-5) . % (x-10)) .*0) / ( (- 5) . 10-0
(((x+5) % (x=0) . % (x+10) . ¥ (2-10)) . * (-0.95852) ) / ({5+10
( (

x=0) . % (x=5) . ¥ (x+10)) . *(-0.54402)

53

o

o]

]
o n

x
%
%

25 p = pl+p2+p3+pd+p5;

27 plot(x,p, B . 3, %1, y1, . s lE);
28 axis([-10 10 -2 21);:

29 grid on;

30 xlabel( . . 15);

31 vylabel( B s 15);

Slika A2. Octave kod za prvi dio primjera 4.2
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x = linspace(-12,12,100)

Pl = (((x+8) % (X+6) % (x+4) . ¥ (x+2) % (x-0) . ¥ (%-2) . ¥ (x-4) . ¥ (X-6) . * (x-8) . % (x-10)) . * (0.54402) ) / ((=10+8) . * (=1046) . * (=1044) . * (=10+2) . * (=10-0) . * (=10-2) . * (=10-4) . * (=10-€) . * (=10-8) . * (-10-10))

@ o W

10

11 p3 = (((x+10).% (x+8) % (x+4) . F (x+2) ¥ (%-0) L% (2-2) . ¥ (x-4) . * (%-6) . * (-8) . % (x-10)) . * (0. 27
12

13 pd = (((xH10) % (x+8) % (X+6) . * (x+2) . (%-0) . ¥ (2-2) . ¥ (X-4) . * (%-6) . * (2-8) . ¥ (x-10)) . * (0.757
14

15 PS5 = (((xH10).% (x+8) % (2+6) . H (x+4) 5 (x=0) L% (2-2) L H (X=4) ¥ (%-6) % (2-8) . X (x=10) ) . % (=0

16

17 7 = (((xF10) % (x48) F (XH6) ¥ (XH4) L F (X42) F (X=0) ¥ (X=4) ¥ (X=6) ¥ (X=8) ¥ (x=10)) . *(0.909) ) / ((2410) L% (248) L% (246) L% (244) L% (242) L% (240) . * (2=4) .* (2=6) .* (2-8) .* (2-10))
18

19 P8 = (((x+10).% (x48) % (X46) ¥ (XH4) L H (X42) H (X=0) ¥ (X=2) ¥ (X=6) ¥ (X=8) ¥ (X=10)) ¥ (=0.757) ) / ((4+10) % (448) L% (448) L% (4+4) ¥ (4+2) % (4+0) L% (4=2) L% (4=6) . * (4=8) .* (4=10))
20

21 P9 = (((R+10).% (k+6) . (R+E) ¥ (x44) ¥ (k+2) ¥ (k=0) ¥ (R=2) . * (k=4) . * (x=8) . * (x=10)) . ¥ (=0.279) ) / ((E+10) .* (6+8) . ¥ (6+8) % (G+4) % (6+2) % (6+0) % (6=2) ¥ (6=4) % (6=E) .* (6-10))
22

23 P10 = (((x+10).% (k+8) % (R+6) ¥ (x+4) ¥ (x42) ¥ (x=0) . * (8=2) . * (k=4) . * (%=6) . * (x=10)) .* (0.989) ) / ((B+10) . * (8+8) . ¥ (8+8) % (B+4) ¥ (842) % (8+0) % (8-2) ¥ (8-4) ¥ (8-6) .* (2-10))
24

25 pll = (((x+10).%(x+8) % (R+6) ¥ (x44) ¥ (x+2) % (k=0) ¥ (k=2) . * (k=4) . * (%=6) . * (x=8) ) . * (=0.54402)) / ((10+10) .* (10+8) . * (10+6) % (10+4) % (10+2) % (10+0) % (10-2) % (10-4) . * (10-6) . * (10-8))
26

27 p = pl+p2+p3+pd+p5+p7+p8+po+pl0+pll;

28

29 plot(x,p, . .3, %1, vl . P 16);

30 axis([-10 10 -2 21);

31 grid on;

32 xlabel(":=", . 18);

33 ylabel( . , 15);

Slika A3. Octave kod za drugi dio primjera 4.2

Primjer 5.1
pkg load symbolic;

syms ¥ v p pl p2 p3 pd p5;
xn = [1 2 5 7];

yn = [2 7 3 4]1;

X = linspace(0,10,50)

0o =1 N o= W M

P = 2+ (x-1).%(5/2)+(x-1) . % (x-3) . % (-5/8)+(x-1) . % (x-3) . % (x-7) . % (7/24)

o

10 plotix,p, r ; 2y XN, yn, r PRREPY
11 axis([0 10 0 101}
12 grid on;

[
(5]

xlabel ( R r 15);
ylabel ( ; r 13);

— =
U=

Slika A4. Octave kod za prvi dio primjera 5.1

1 pkg load symbolic;

2

3 syms x ¥y p pl p2 p3 péd ps;

4 xn = [1357 10 12];

5 yn=[27 3 5 10

6 x = linspace(0,1

7

8 p= (17/3080)*(r.*x.*x.*x.*x) - (41/220)* (x.*x.*x.*x) + (2157 10y * (x.*x.%x) - (2 J)E(x.*xR) 10)*(x) - 204/11
9

10 plot(x,p., B r 3, Xn, yn, B P LEL)
11 axis([0 15 0 15])

12 grid on;

13 xlabel( . s 15);

14 ylabel( B . 15);

15

Slika AS. Octave kod za drugi dio primjera 5.1
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