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1. Uvod

U ovom radu razmatrani su sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi i1 njihova primjena u
elektrotehnici. Obi¢na diferencijalna jednadzba predstavlja jednadzbenu poveznicu funkcije y 1
njezinih derivacija 1 kao takva, predstavlja srZ matematicke analize. Upotreba sustava
diferencijalnih jednadZbi rasprostranjena je u prirodnim, tehnickim, fizikalnim znanostima kao i

u primijenjenoj znanosti elektrotehnike.

Prilikom razmatranja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi i pripadaju¢ih sustava, prioritet
ve¢inom nije na egzaktnom numerickom rjeSenju, radije na uvidu u ponasanje sustava kojeg
modeliramo sustavima diferencijalnih jednadzbi. Promatramo ponaSanje 1 ishode sustava
jednadzbi u odnosu na primijenjene uvjete ili dugoro¢no ponasanje medusobno zavisnih funkcija.
Rjesenja sustava diferencijalnih jednadzbi kreiraju podlogu za dublja razmatraju i visi nivo analize

promatranog sustava.

Mnogobrojni su nacini rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi, a ovim radom obuhvacene
su metode eliminacije, metoda svodenja na diferencijalnu jednadzbu viseg reda te Eulerova
metoda. Prioritet je usmjeren na ove metode jer iste najéesce pronalaze svoju primjenu na podrucju
elektrotehnike, u vidu analize elektricnih mreza, pogonske dinamike i razmatranja medusobnog
odnosa komponenti kao i njihovog utjecaja na okruzje modelirano sustavima diferencijalnih
jednadzbi. Kratko se mozemo osvrnuti na Runge-Kutta metodu rjeSavanja, koja predstavlja
numericku metodu. Cilj ove metode aproksimiranje je numericke vrijednosti sustava
diferencijalnih jednadzbi. Predstavlja kvalitetniju metodu rjeSavanja od Eulerove radi iznimno

male greSke u aproksimaciji egzaktnih rjeSenja.

Zadnjim poglavljem ovog rada, definirani su Kirchhoffovi zakoni i njihova osnovna nacela.
Same jednadzbe, u formi u kojoj se prvotno zapisuju, predstavljaju linearne algebarske jednadzbe.
Medutim, u primjeni na elektricnim mreZama, pretvaraju se u sustave diferencijalnih jednadzbi

utjecajem elemenata s memorijom.



2. Obi¢ne diferencijalne jednadzbe

U sklopu ovog poglavlja objasnjene su svi teorijski pojmovi i svojstva obic¢nih diferencijalnih
jednadzbi nuznih za daljnje analiziranje i razmatranje sustava diferencijalnih jednadzbi. Pojmovi

1 svojstva definirana ovim poglavljem obradeni su koriste¢i reference [1], [2], [3] 1 [4]

2.1. Osnovni elementi i svojstva obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Diferencijalnom jednadzbom smatramo onu jednadzbu koja sadrzi derivaciju funkcije
nepoznate vrijednosti. Matematicki gledano, prikazuje brzinu promjene promatrane funkcije.
Integralom ili rjeSenjem diferencijalne jednadZzbe smatramo onu funkciju koja zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu.

2.2. Obic¢ne diferencijalne jednadZbe viSeg reda

Obicna diferencijalna jednadzba (dalje u tekstu: ODJ) prikazuje odnos izmedu neke funkcije
y — y(x) 1 nezavisnog argumenta x. Obi¢na diferencijalna jednadzba n-tog reda za funkciju y(x)

definirana je jednadzbom :

' () —
Fxyy,...)"™) =0, @.1)

gdje y(n) predstavlja derivaciju najviseg reda u jednadzbi.

Diferencijalna jednadzba moze se zapisati i u eksplicitnom obliku:

(n) = X, e, (I’l—]) B
W=y, ") 2.2)

gdje je n red diferencijalne jednadzbe, y zavisna funkcija, x- argument funkcije. Red
diferencijalne jednadzbe predstavlja najvisu derivaciju prisutni tokom rjesavanja diferencijalne

jednadzbe i pripadajucih sustava.



TEOREM 1.(Teorem egzistencije) Ako su funkcija f'1 njezine djelomi¢ne derivacije prvog reda, u
jednadzbi (2.2), neprekidne u otvorenom intervalu XY-ravnine i koje pri tome sadrze to¢ku To,tada

u tom intervalu postoji odredeno rjeSenje jednadzbe (2.2) koje zadovoljava uvjete:,

Y(X0)=Y oY (% =Y -y T D (x0)=y . (2.3.)

Uvjeti pod (2.3) se jo§ nazivaju i pocetni uvijeti.
Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe definira se funkcijom:
y(x;,C,C,...,C), (2.4)

gdje su C1,Cy,....,Cn proizvoljne konstante. Nadalje, y™ predstavlja n-tu derivaciju funkcije y i

definirana je zapisom:
)
ym) = ——, (2.5))

gdje je: d™ derivacija reda n, y zavisna funkcija i dx diferencijal nezavisne varijable x.

2.2. Linearnost obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Jedna od bitnih podjela diferencijalnih jednadzbi je ona na nelinearne i linearne diferencijalne
jednadzbe. Veéina nelinearnih pojava u prirodi opisuje se nelinearnim diferencijalnim
jednadzbama koje se svode na linearne diferencijalne jednadzbe radi jednostavnijeg rjeSavanja.
Obi¢na diferencijalna jednadzba (2.1.) bit ¢e linearna ukoliko vrijedi da je F' linearna funkcija
varijabli y,,...,y™. Odnosno, obi¢na linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda definirana je

1zrazom:
ao(®y™ + ar y"V+.. +any = g (1). 2.6.)
Sukladno tomu, obi¢na linearna diferencijalna jednadzba prvog reda oblika je:

A @)y +4; (=), 2.7.)

gdje su funkcije A(x), B(x) definirane unutar nekog intervala (a, §) 1 nazivamo ih koeficijentima

linearne jednadzbe.



Ukoliko za funkciju smatramo da je A(x)#0 na intervalu (a, ), dijeljenjem jednadzbe dobijemo:

y/+p(X)y=q(X), (2.8.)

_ Jx)
gdje je P@)= A() 1= (2.9.)

TEOREM 2. Za neprekidne funkcije p(x) i g(x) na [a,b] € [a,B], izraz (2.8.) ima jedinstveno

rjeSenje koje zadovoljava pocetni uvjet y(xg) = yo, za sve a < xo <b, -00 < yp < o0,

Dokaz. 1zraz (2.8.) moZemo izraziti kao y' = ¢g(x) - p(x)y. Desna strana jednakosti zadovoljava

uvjete neprekidnosti te je derivacija ogranic¢ena po y.

Primjer 2.1. Titranje matematickog njihala oko ravnoteznog polozaja.

,_
|
|
\
\
\\
“\\
\
\
\

Slika 2.1. Njihalo s gibanjem oko ravnoteznog polozaja [1]

Matematicko njihalo karakterizira materijalna to¢ka mase m pri¢vrséena na nit duljine L. Na
njihalo koje titra oko ravnoteznog polozaja, djeluje sila gravitacije G=mg. Kut 6 kojeg titrajuce

njihalo duljine L zatvara s vertikalnom osi ravnoteznog polozaja titranja zadovoljava jednadzbu:

?‘i‘ —s1n9 0.

Prisustvo sinf ¢ini ovu diferencijalnu jednadzbu nelinearnom. RjeSavanje nelinearnih
diferencijalnih jednadzbi zahtjeva slozenu matematicku analizu ¢ija su rjeSenja 1 metode

rjeSavanja manje precizna i elegantna nego ona kod linearnih.

Obzirom na to, vecinu nelinearnih jednadzbi mozemo aproksimirati linearnim jednadzbama.

Postupak svodenja nelinearne diferencijalne jednadzbe na linearnu zove se linearizacija.



2.3. Svojstva homogenosti obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Pojam homogenosti javlja se kod rjeSavanja i najjednostavnijih diferencijalnih jednadZzbi.

Promotrimo li opceniti zapis obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda:

d
d_y (). (2.10.)
X

Mozemo uociti da ne postoji opcenito rjesenje koje vrijedi za sve diferencijalne jednadzbe, veé

im se pristupa individualno. Razdvajanjem varijabli x 1y, sada ¢e vrijediti izraz:

dy g(®)

dx h(y)’

2.11)

Sada diferencijalnu jednadzbu mozemo jednostavno rijesiti integriranjem unakrsno pomnozenih

brojnika i1 nazivnika A(y)dy = g(x)dx:
J h@)dy= [ g(x)dx+C, (2.12)
Diferencijalna jednadzba opisana izrazom:

dy

- +a(t)y=0, (2.13)

predstavlja homogenu diferencijalnu jednadzbu prvog reda. Sukladno tomu, diferencijalna

jednadzba zadana izrazom:

dy

— Fa(Oy=b(, (2.14)

nehomogena je diferencijalna jednadzba prvog reda, ukoliko je ispunjen uvjet b — b # 0.
Opce rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe prvog reda definira se izrazom:
y(t)= Cye/ a®dt (2.15.)

gdje je Ci1 konstantni faktor integracije.



2.4. Metode rjeSavanja obicnih diferencijalnih jednadzbi

RjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda na intervalu /a,b/ definirano je
funkcijom y=¢(x) koja na intervalu [a,b] obuhvaca derivacije od i=1 do, ukljuc¢ivo, n-tog reda
diferencijalne jednadzbe. Obi¢ne diferencijalne jednadZzbe mogu imati nijedno, jedno ili

beskonacno mnogo rjesenja i graficki se prikazuju integralnim krivuljama.

2.4.1. Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija smatra se operatorskim racunom. TraZenoj funkciji x(t) realne
promjenjive t, pridruzuje se funkcija F(s) kompleksne promjenjive s na nacin da primjenom tog
operatora polazna diferencijalna jednadzba prelazi u obi¢nu. Pri rjeSavanju diferencijalnih

jednadzbi Laplaceovim transformacijama mogu se koristiti gotove tablice( Prilog A).
Definicija. Neka je funkcija f(t) realne promjenjive t definirana na t > 0 i neka ispunjava uvijete:
i.  f(t) je ili neprekidna ili ima konacan broj konacnih prekida;
ii.  postoje brojevi A,k > 0, tako da je |f(t)| < Aek , za svaki t od nula do beskonac¢no.
Funkciji f(t) pridruzuje se kompleksnog argumenta s=a+ib definirana kao:
F(s)= e 5 f(t)dt, (2.16.
gdje je F(s) slika funkcije f(t), a funkcija f(t) original. MozZe se zapisati i kao:

P{OY=F(s), L'{F(s)}=A0). (2.17.

TEOREM 3. Teorem jedinstvenosti: Ako dvije neprekidne funkcije f(t) i g(t) imaju istu sliku F(s) tada

su te funkcije jednake. Za funkciju:

0, t<0
Go= | 5 (2.18.)

poznata kao 1 Heavisideova funkcija, vrijedi da je slika:

o0

L{G,(0)}= e‘S’dtzé, Go(z)ﬁé. (2.19)

0



TEOREM 4. Svojstvo linearnosti: Laplaceova transformacija je linearna, tj ako su fi(?),i=1,2,...n
zadane funkcije promjenjive t, a Fi(s), i=1,2,....,n njihove slike tada vrijedi:

L cf = cal{f}=  CFi(s), (2.20)
i=1 i=1 i=1

gdje su Cj, i=1,2,...,n proizvoljne konstante.

TEOREM 5. Teorem slicnosti: Ako je funkcija F(s) slika funkcije f(t), tada je 1/0 F (s/w) slika

funkcije f(ot). Odnosno, vrijedi izraz:

F(s)—f(), éF—; —flwr). (2.21)

TEOREM 6. Teorem o derivaciji slike: Ako je F(s) slika funkcije f(t), tada je:

I

d
D) F ), (2.22)
slika funkcije #'/(2), tj vrijedi:

dn
(D) 25 F )~ 10, (2.23)



2.5. Primjena obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi u elektrotehnici

Prilikom rjeSavanja i proucavanja diferencijalnih jednadzbi i njezinih rjeSenja, manje je bitno
samo rjesenje diferencijalne jednadZbe i njenih sustava obzirom da nam rjeSenja nam pruzaju uvid
u odnos pojedinih elemenata prouc¢avanog. Tokom analize mnogih pojava i1 funkcionalnosti unutar

grane elektrotehnike, javlja se potreba za koriStenjem diferencijalnih jednadzbi.

Razlog tomu je pojava vremenski promjenjivih vrijednosti napona (u(t)), struje (i(t)), magnetskog
toka (@), naboja(Q(t)) ili neke druge vrijednosti, ovisno o svojstvima sustava kojim se bavimo.
Takve vrste elemenata, ¢ije su konacne vrijednosti u proizvoljnom vremenu t ovisne o
promjenjivoj veli¢ini, su kapaciteti (C) 1 induktiviteti (L). Ovi dvopoli imaju moguénost
skladiStenja energije i time predstavljaju krucijalne elemente mreze. Nazivamo ih jos i elementima

s memorijom. Ovo potpoglavlje obradeno je koriste¢i referencu [5] ,[6], [10] 1 [12].

2.5.1. Definicija elemenata s memorijom 1 pripadajuée diferencijalne jednadzbe

Kapacitet (C)

Ovaj se element u elektricnim krugovima crta kako prikazuje slika 2.2. Polaritet je oznacen po

medunarodnom dogovoru.

i 9
o—> 11 ®
+ u(t) -

Slika 2.2. Shematski prikaz kapaciteta C [5]

Vrijede strujne i naponske jednadzbe:

d u(?)
dt ’
t

u(f)= é i (7)dr, (2.25.)

i()=C (2.24.)

0

gdje je du(dt) derivacija napona na induktivitetu, a i(z)dr struja koja prolazi kroz kapacitet.
Odnosno, strujni odziv na kapacitetu proporcionalan je brzini promjene napona na kapacitetu, Sto

je opisano diferencijalom napona prvog reda.

10



Ukoliko je mreZa pobudena (naponskim ili strujnim signalom) u vremenu minus beskonacno, a
prethodno je bila bez energije, promjenu u promatranom sustavu oznacit ¢emo s nultim vremenom,
t — t=0. Kapacitet ¢e zadrzati zaprimljenu energiju i njome djelovati na elektri¢nu mrezu, nakon
trenutka promjene. Oznacava se kao uc(0).). Napon na kapacitetu sada ce biti:

t

uc()=uc(0)+ é i (7)dr. (2.26.)

Induktivitet L

Ovaj se element u elektricnim krugovima crta kako prikazuje slika 2.3. Polaritet je oznacen po

medunarodnom dogovoru.

ity _ L

= u(t) -

Slika 2.3. Shematski prikaz induktiviteta L [5]

Vrijede strujno-naponske jednadzbe:

di(1)
dt’
t

i(H)= % u(t)dr.

Ukoliko, kao 1 za kapacitet, uzmemo u obzir -f;ooéetna stanja na induktivitetu, strujna jednadzba

u()=L (2.27.)

.(2.28.)

zapisuje se kao:

t

i(0=ir (0)+ % u(o)dr.

-00

11



2.5.2. RLC krugovi opisani diferencijalnim jednadzbama

RLC (resistor-inductor-capacitor) krugovi temelj su vecine elektricnih mreZa danas. Ovisno
o nacinu 1 vrsti komponenta koje spajamo u krug, ponasaju se kao niskopropusni (NP),

visokopropusni (VP), pojasnopropusn (PP) filtri ili pojasne brane (PB).

Modeliranje serijskog RLC kruga

. U
B e
R L X cllx.

+
™
U
Slika 2.4. Shema serijskog RLC spoja [12]

Slika 2.4. prikazuje shemu serijskog RLC spoja s nazna¢enim pripadnim napona polariteta po
dogovoru. Uzimaju¢i u obzir izraze (2.26.) (2.28.), naponske jednadzbe strujnog kruga po II.

Kirchhoffovom zakonu definiraju se kao:
uptuctu; =U, (2.29.)
gdje je ur napon otpornika, uc napon na kapacitetu i ur napon na induktivitetu.

Homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda za naponske prilike u mrezi izraZena je

kao:

Fuct) Rduct) 1 )i
c()+ R uc()+ L1y
d° L dt LC LC (2.30.)

Homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda za strujne prilike u mrezi izrazena je

kao:

i) Ri) 1
+ ——+ —uc=0. DL
a2 T frete? 2.31)
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RjeSenje ove diferencijalne jednadzbe strujna je jednadzba i(t) koja zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu drugog reda. RjeSenje se trazi u eksplicitnom obliku, i(z) = ¢”, dok je op¢i oblik

rjeSenja:

i(t) = Aie"" + Az, 232)

Radi se o kvadratnoj jednadzbi ¢ija su rjesenja:
R R 1
= et — = _g+ i (2.33.)
"ot e p

Postoje tri opca rjesenja i(2).

Nadkritiéno prigusenje — aperiodski odziv

Ukoliko je izraz ispod korijena veci od nule, rjeSenje kvadratne jednadzbe je realno i stvara
aperiodski (bezoscilatorni) odziv RLC kruga, Funkcija struje na pocetku pojave ima nagli skok,

ali s porastom vremena ¢, aperiodski se smanjuje.

Koristenjem programskog paketa MATLAB, simuliran je aperiodski odziv struje za nadkriti¢no
priguSenje:

0k 10'6 Aperiodski odziv za nadkriticno prigusenje
I

35— =

y \ ! \ ! \
0 1 2 3 4 5 6

Slika 2.5. Graf aperiodskog strujnog odziva za podrucje nadkriticnog prigusenja[izradeno od

strane autora]
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): 0.01
ftad20."t."(exp(2.45.%Y));
plot(t,ft); grid;

xlabel("t’

Slika 2.6. Matlab kod koristen za dobivanje nadkriticnog prigusenja RLC kruga

[izradeno od strane autora]

Kritiéno priguSenje — aperiodski odziv

Ukoliko je izraz ispod korijena jednak nuli, rjeSenje kvadratne jednadzbe je realno i stvara
aperiodski (bezoscilatorni) odziv RLC kruga. Odziv struje je dakle aperiodski - nema oscilacija u
vremenu t. KoriStenjem programskog paketa MATLAB, simuliran je aperiodski odziv struje za
kriti¢no prigusenje:

72 10¢ Aperiodski odziv kritiénog prigusenja
I

0 | | L | |
v 6 5 4 3 < 1
t

Slika 2.7. Graf aperiodskog strujnog odziva za podrucje kriticnog prigusenja [izradeno od strane

autora]

t=0: 0.01: 6;
ft=420.%t.*(exp(2.45.%t));
plot(t,ft); grid;
xlabel(‘t');...
ylabel('i(t)'); title('Aperiodski odziv kriticnog prigusenja’)
xticklabels([1:10])|
set ( gca, 'xdir', ‘reverse’ )

Slika 2.8. Matlab kod koristen za dobivanje kriticnog prigusenja RLC kruga[izradeno od

strane autora]
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Ukoliko je izraz ispod korijena manji od nule, rjeSenje kvadratne jednadzbe je kompleksno i
stvara oscilatorni odziv RLC kruga. Odziv struje je oscilatorni (titrajni) u odnosu na vrijeme t —
pocetkom uzbude sinusnog je karaktera, medutim povecanjem vremena ¢, prigusuje se ka nuli.
Koristenjem programskog paketa MATLAB, simuliran je oscilatorni odziv struje za podkriti¢no
prigusenje:

5 «10* Oscilatorni odziv podkritiénog prigusenja
I I T

Slika 2.9. Graf oscilatornog strujnog odziva za podrucje podkriticnog prigusenja

=02 0.01: 10;
ft=210.*sqrt(2).*(exp(0.5.*t)).*sin(sqrt(2).*t);
plot(t,ft);
grid; xlabel('t');...
ylabel('i(t)'); title('Oscilatorni odziv podkriticnog prigusSenja')
xticklabels([1:10]) |
set ( gca, 'xdir', 'reverse' )

Slika 2.10. Matlab kod koristen za dobivanje kriticnog prigusenja RLC kruga
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Modeliranje serijskog RL kruga

R

+

Et) Q L2 u(t)

Slika 2.11. Serijska RL mreza [5]

Slika 2.11. prikazuje shemu serijskog RL spoja s nazna¢enim pripadnim napona polariteta po
dogovoru. Analizom kruga koriste¢i obi¢ne diferencijalne jednadzbe, dobiva se uvid u ponaSanje

mreZze i njezine prijelazne karakteristike.

Pobuda mreZe je istosmjerna, £. Homogena diferencijalna jednadzba za strujne prilike u mrezi
oblika je:

diy (t
Riy (6)+L ISE )_o. (2.34.)

Uvrstivsi pretpostavljeno rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe in=4:e":
L-A;-e™+R-A, -e"=0,

L-r+R=0.

Pretpostavljeno rjeSenje homogene diferencijalne jednadZzbe sada slijedi:

R
iy (= A,eT! (2.35.)

Rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe dobit ¢e se ukoliko se pretpostavljeno rjesenje
postavi u obliku pobude. UvrStavanjem i algebarskim rjeSavanjem, dobiju se iznosi konstanta A1

1A2

A F
R

E
A=
R
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Kona¢no, jednadzba struje u serijskog RL mrezi sada glasi:

E E R FE R
i (¢ ZE—EeT’:E[I—e'Z’] (2.36.)

Graficki prikazana rjeSenja za diferencijalne jednadzbe struje i napona na induktivitetu dana su na

slici 2.12.

ir(t)
E/R

ll],(l‘)A

»
» o
t

0
Slika 2.12. Odzivi napona i struje na serijskoj RL mrezi za istosmjernu pobudu [5]

Modeliranje paralelnog RC kruga

1T(> R C == uc(?)

Slika 2.13. Paralelna RC mreza (5]

Slika 2.13. prikazuje shemu paralelnog RC spoja s naznacenim pripadnim napona polariteta
po dogovoru. Analizom kruga, koriste¢i obi¢ne diferencijalne jednadzbe, dobivamo uvid u
ponasanje mreze 1 njezine prijelazne karakteristike. Mreza je pobudena istosmjernim strujnim

izvorom, /. Homogena diferencijalna jednadzba za naponske prilike u mrezi glasi:

duc(t) _
dt

éuc(z‘)—FC 0 (2.37.)
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RjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe dobit ¢e se ukoliko se pretpostavljeno rjesenje

postavi u obliku pobude. UvrStavanjem i algebarskim rjeSavanjem, dobiju se iznosi konstanta A1

1A2

Ay=-1-R

Konacno, jednadZba napona u paralelnoj RC mreZi sada glasi:
) 1
uc()=IR-IRe RC'=IR[1-e RT'] (2.38.)

Graficki prikazana rjeSenja za diferencijalne jednadzbe struje i napona na kapacitetu dana su na
slici 2.14.

>

ic(r)} tc(?)

Slika 2.14. Odzivi napona i struje na paralelnoj RC mreZi za istosmjernu pobudu [5]

Promatranjem RLC krugova i njihovih izvedenica, uvidamo vaznost u primjeni diferencijalnih
jednadzbi. Diferencijalne jednadzbe i1 pripadajuca rjeSenja istih, daju nam vrlo informativan 1
poucan uvid u ponaSanje sustava koji sadrze elemente s memorijom kao i medusoban odnos
pojedinih elemenata te njihov utjecaj na konacan odziv. Pri rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi,
samo numericko rjeSenje nije prioritetno, obzirom na to da op¢a homogena i nehomogena rjeSenja
opisuju ponasanje mreze za datu pobudu. Ova pojava omogucava modeliranje RLC krugova ka
zeljenom odzivu, odnosno, podeSavanje parametara kako bi RLC krug poprimio svojstva i

funkcionalnosti filtra potrebitog za sustav u kojem se upotrebljava.
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3. Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Mnoge su fizikalne pojave sacinjene od viSe medusobno povezanih elemenata koje
promatramo sveobuhvatno, kao slozeni sustav. Ovu karakteristiku, na primjer, imaju elektri¢ne
mreze, pojave unutar pogonske dinamike, mehanike i ostalih podruc¢ja. Sukladno navedenom,
odgovaraju¢i matematicki problemi za spomenute pojave, sastoje se od sustava dviju ili vise
diferencijalnih jednadzbi, koje se uvijek mogu zapisati kao obicne diferencijalne jednadzbe prvog
reda. Ovim poglavljem obuhvaceni su sustavi obi¢nih, linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog
reda s konstantnim koeficijentima. Reference koriStene za definiranje svojstava i metoda

rjeSavanja u sklopu poglavlja su [1], [2],[3],[4].[7], [8] 1 [10].
3.1. Op¢i pojmovi

Sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je skup diferencijalnih jednadzbi u kojima se javlja
jedna nezavisna, promjenjiva ¢ i odgovaraju¢e nepoznate funkcije xs(?), x2(t),... 1 njihove
derivacije. Kao §to je spomenuto u uvodu ovog poglavlja, svaki se sustav jednadzbi proizvoljnog,

n-tog reda moze svesti na sustav jednadzbi prvog reda.

U primjeni sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi, najéesSce nailazimo na kanonski ili normalni
sustav. Kanonski sustav onaj je sustav u kojem su nepoznate funkcije xi(z), x2(2),..., xa(t), a

povezane su na nacin:

dx]
E=f1(t,x1,x2,...,xn), (3.1)
dx
th:fz(t,x],xl...,xn), B (32)
odnosno,
dx,,
” =/ (11,3, ....X,) ) (3.3)
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3.1.1. Linearnost sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Ukoliko je svaka funkcija f7,....,f» izraza 3.1. linearna funkcija zavisne varijable xj,....,xn,

sustav diferencijalnih jednadzbi takoder je linearan. U protivnome, smatramo ga nelinearnim.

Sustav ODJ moZemo zapisati 1 kao:

dx _r
7 (tx.y)

dy _ (3.4.)
HZT G(t,x,y)’

gdje je t nezavisna varijabla, a x i y zavisne su varijable. 1zbor oznaka je proizvoljan.
Sukladno izrazu (3.1.), linearni sustav ODJ mozemo zapisati kao:

dx
pa Ox+b,;(Oy+f,(1)
D=y (Dx+by(Oy+,(1). (3.5.)

Za potrebe ovog rada, pretpostavit cemo da su funkcije ai(?), bi(?) i fi(?), gdje je i = 1,2, kontinuirane

na zatvorenom intervalu [a,b] na osi t.

3.1.2. Homogenost sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Za sustav opisan jednadzbama

dX]
= =f,(tx %0 00X,) 5 (3.6.)
dle 5 (37)
W = gz(t,X[,x2, "':xl’l):
odnosno za n-tu derivaciju funkcije:
an1
W:gn(t;xbxb---;xn)’ (3,8,)

vrijedi da, ako je svaka funkcija gi(?), ....,gx(?) nula unutar cijelog intervala /, onda se sustav smatra

homogenim, u protivhome je sustav nehomogen.
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3.1.3. Opca rjeSenja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Opce rjesenje jednadzbe dane izrazom (3.9.):

dx; dnxl
F t,xbz,...,w :0, (39)

zadovoljeno je nekom funkcijom x; unutar intervala I: o < ¢ < f, za koju vrijedi:
X1:¢1(Z‘,C1,C2,....,Cn). (310)

Tokom rjeSavanja i analize sustava, javlja se i pojam pocetnih uvjeta. Pocetni uvjeti definirani su

kao:

x1(tg)=xY, x5 (tg)=x5, ..., x,(t9)=x0, G.11)

gdje je to odredena vrijednost t unutar intervala I, a x , ....., x , odgovarajuci pripadni brojevi.

3.1.4. Istaknuti teoremi za sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
Ovim potpoglavljem obuhvaceni su istaknuti teoremi koji se primjenjuju prilikom
rjeSavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, predstavlja bitna svojstva i karakteristike

sustava ODIJ i pruzaju elegantniju matematicku analizu.

TEOREM 7. Ukoliko se to nalazi unutar intervala [a,b] 1 xo i yo definirani su kao brojevi, onda
izraz (3.12.) ima samo jedno rjesenje:

x=x(1)

=0, , (3.12)

valjano unutar intervala [a,b], tako da vrijedi x(#)) = xp, ¥(49) =y,

Uklanjanjem funkcija fi i f2 iz izraza (3.5.), sustav jednadzbi ODJ dan izrazom (3.5.) bit ¢e

zadovoljen trivijalnim rjeSenjem:

%zamz)xm(z)y (3.13)

%yf:az(t)wbz(t)y.
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3.2. Svojstva sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Homogeni linearni sustavi s konstantnim koeficijentima

Za jednostavni sustav diferencijalnih jednadzbi definiran u eksplicitnom obliku kao:

x=Aemt (3.14))
y=Ae™,

Realni korijeni. Vrijedi da za sve mi 1 mz koji su realni brojevi, opce rjeSenje za izraz(3.14.) moze

se definirati kao:
x=c;A4 ™ +c,4,em
y=c;B;e"'+c,B,em. (3.15)

Primjer 3.1. Za sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, odredit ¢emo parametre mi 1 m2 1

zapisati rjeSenja u eksplicitnom obliku.

—=x+
a Y

dt

Vrijedi linearni algebarski sustav:
(I-m)A-B=0,
4A+(-2-m)B=0.

RjeSavanjem kvadratne jednadzbe m + m — 6 = 0,dobivaju se vrijednosti m;=-3, m,=2.
Rjesavanjem jednadzbe za m = -3, dobivaju se vrijednosti A= 1 i B = -4. Eksplicitna rjeSenja sada

Su:

x=e3!

y=-4e3.

Rjesavanjem jednadzbe za m = 2:dobivaju se vrijednosti A = 1 1 B = 1. Eksplicitna rjeSenja sada

su:
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Vrijedi da je opce rjeSenje:
x=cje3i+ cye?t
y=-4c e+ cre.
Jednaki Kkorijeni. Ukoliko su vrijednosti mi 1 mz2, onda imamo samo jedno rjeSenje i ono glasi:

x=Ae™
y=Be™. (3.16.)
Sukladno tomu, opce rjesenje definirano je kao:

x=cjAe™+cy(A,+Ast)e™
x=ciBe™+cy(B,+Bst)e™, (3.17.)

3.3. Algebarska svojstva sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
Ovim potpoglavljem, ukratko su pokrivena osnovna algebarska svojstva koja se javljaju

tokom rjesavanja i proucavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Ukoliko je svaka funkcija f1, f,....,f» 1zraza (3.6.) linearna funkcija varijable x;, x2,....xn, onda se

sustav jednadzbi smatra linearnim. Sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi n-tog reda, ima op¢i

zapis:
dx
d—tlz an (Ox+....4am (Oxatg, (1), (3.18.)
dx,
STt (Ox1+... . Fanm (O, tg, (. (3.19.)
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4. Metode rjeSavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Mnogobrojne su metode i pristupi rjeSavanju sustava obic¢ni diferencijalnih jednadzbi i njihova
primjena ovisi o problematici kojom se bavimo. Poglavlje obuhvaca eliminacije (operatora),

Eulerovu metodu 1 metodu svodenja na jednu diferencijalnu jednadzbu viseg reda.

Valja spomenuti Runge-Kutta numeri¢ku metodu. Smatra se najpreciznijom metodom
aproksimacije rjeSenja sustava ODJ. Runge-Kutta metoda je od Cetiri stadija naprednog racunanja.
Nedostatak metode je mogucnost varijacije to€nosti unutar promatranog intervala. Za opis

svojstava, funkcionalnosti 1 metoda rjeSavanja sustava koriste se reference [1], [2], [3], [4] , [8],

[911[11]

4.1. Metoda eliminacije (operatora)

Teorijska nacela linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda takoder se mogu koristiti za
rjeSavanje sustava dviju diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Metoda sustavne eliminacije za
rjeSavanje sustava diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima zasniva se na
algebarskom principu eliminacije varijabli. Promotrimo prikazani sustav diferencijalnih jednadzbi

prvog reda.
. d
X'= 2 =a(0x+b(DyHD), .1)
y= %Zc(t)x+d(t)y+g(t). 4.2)

Princip metode zasniva se na eliminaciji varijabli, na primjer varijable y, gdje se onda pronalazi x

koji predstavlja rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda.

Primjer 4.1. Za sustav dani diferencijalnih jednadzbi, prikazano je rjesavanje metodom

eliminacije.
X =2x+y+t, 4.3)
y'=x+3y+1. 4.4,
Iz prve jednadZbe zapisat ¢emo izraz za y koji se potom derivira, pa vrijedi:
y=X -2X-t,

y=x"-2x-t.
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Uvrstivsi derivirani izraz za y u drugu jednadzbu, dobije se:
X -5x +5x=2-3t.

Jednadzba sada predstavlja linearnu jednadzbu drugog reda cije je rjesenje:
5t Vit Vst [-3t

(D=2 eeTiees - (44)

Metoda eliminacije moze se, svakako, primijeniti i na sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
n-tog reda. Pristup rjesavanju je isti kao 1 kod sustava ODJ prvog reda, s iznimkom operatora
koji se upotrebljava radi lakSeg rjeSavanja. Temelji se na principu upotrebe diferencijalnog

operatora prilikom rjeSavanja obi¢nih linearnih jednadzbi, ¢iji oblik moZemo zapisati kao:

a® y™+ an-1y™ D+ - + a1 y' + aoy=g(t). (4.5.)
Uz konstante aj, i=1,2,...,n, diferencijalni operator mozemo izraziti kao:
a,Dy + a5 Dy + 0+ + 21D +a. (4.6.)
Primjer 4.2.
Sustav jednadZbi oblika:
x"+2x+y " =x+3y+sint,
x'+y'=4x+2y+e?,

mozemo zapisati pomocu operatora D. Potrebno je zapis izraziti tako da se sve zavisne varijable

nalaze na lijevoj strani:
x”+2x'—x+y"—3y=sint
x-4x+y-2y= e’
Izraz za sustav pomoc¢u operatora temeljem izraza (4.6.), moze sada se zapisati kao:
D?+2D-1 x+(D*-3)y=sint,
(D-9)x+(D-2)y=e".
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Rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi sastoji se od zavisnih funkcija za koje vrijedi x=¢i(?),

y=@2(t), z= @3 (1) koje zadovoljavaju svaku jednadzbu sustava na nekom intervalu /.

4.2. Eulerova metoda
Ovim potpoglavljem obuhvaceno je rjeSavanje sustava diferencijalnih jednadzbi prvog reda

pomocu Eulerove metode.

Eulerova metoda temelji se na zapisu pretpostavljenog rjeSenja homogenog sustava diferencijalnih

jednadzbi u obliku:

y(x)=€"C, (4.7))
gdje je matrica C definirana kao:
Cy
C= Cg ' (4.8.)
Ch

Primjer 4.3. Homogeni sustav diferencijalnih jednadzbi dan je kao :
Y= -2y(x)-4z(x), (4.9.)
Z'(0)= -y(x) +z(x).
Preko izraza (4.7.) 1 (4.8.) dobije se:

yx) _ 5 C
z(x) =¢ C;' (4.10.)

. Rjesavanjem kvadratne jednadzbe A> + A — 6 = 0 homogenog algebarskog sustava jednadzbi,

dobiju se vrijednosti A1=2 1 A>=-3, za M=2. Sada, za Ai=2, vektor C ima vrijednosti:

C:

odnosno za A>=-3, dobije se vektor C:

(@)
I
B =
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gdje je rjeSenje homogenog sustava dano izrazom:

2
x=e' ¢;cosN2t+cysin2t +§, (4.11)
y(x)= Cre®+Che, (4.12.)
Z(X)z -C]ezs+£ C28-3s- (4 13 )
y, 13.

4.3. Metoda svodenja na jednu diferencijalnu jednadzbu viSeg reda

Metoda rjesavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi svodenjem na jednu

diferencijalnu jednadzbu viSeg reda temelji se na operaciji uzastopnog deriviranja.

Rezultat operacije uzastopnog deriviranja eliminacija je nepoznatih funkcija osim jedne funkcije

n-tog reda koja se potom rjeSava kao obi¢na diferencijalna jednadzba.

Primjer 4.4. Za zadani sustav odredit ¢emo opcée rjeSenje svodenjem na jednu diferencijalnu

jednadzbu opceg reda.
V' (x)=-2y(x)-4z(x) +1+x, (4.14)
z'(x)= -p(x) +z(x)+x. (4.15.)

IzvlaCenjem z(x) iz prve jednadzbe, deriviranjem (z'(x)) i uvrStavanjem u drugu jednadzbu dobije

se izraz:
Y () +y'(x)-6y(x)= -6x°-4x+3.
Opce rjesenje zapisati cemo kao:

y(x)= C,e*+C, e 3 +x+x2,
= (4.16.)

1 1
2(x)=-CrePt - Credt-ox, (4.17))
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Ako su pocetni uvjeti definirani kao y(0) =1 i z(0) =0, uvrstivsi u izraze (4.16.) i (4.17.) dobiju se

numericke vrijednosti koeficijenata Ci= 1/5 i C2= 4/5, pa vrijedi da je rjeSenje:

y(x)=£ezs+it 35t x4x2 (4.18.)
5 5
1 1 1
= Lol g3l (4.19.)
z(x) 3 3 e ox

Slika 4.1. graficki prikazuje rjeSenja uz zadane pocetne uvjete.

yix)

—mm- z(x)

Slika 4.1. Graficki prikaz opcih rjesenja y(x) i z(x)[8]
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5. Primjena metoda rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi u
elektrotehnici

Obzirom na Cestu pojavu diferencijalnih jednadzbi u elektrotehnici, logi¢no je da se metode
obradene ovim poglavljem ¢esto primjenjuju pri rjeSavanju problematike u odredenim granama
elektrotehnike. Pogonska dinamika jedan je od primjera gdje se javlja potreba za implementacijom
metoda rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi. Prijelaznom pojavom, poput dodavanja
opterecenja, elektromotorni pogon ulazi u dinamicko stanje rada. Istovremeno, vise komponenti
vremenski su promjenjive. Pojmovi dinamike, elektricnih mreza 1 prisutnost sustava

diferencijalnih jednadzbi obradena su koristec¢i reference [5], [6],[8], [9]1[11],

5.1. Analiti¢ko promatranje dinamic¢kog stanja elektromotornog pogona rjeSavanjem sustava

diferencijalnih jednadzbi (elektrickog i mehani¢kog stanja)

o Ua

\

Slika 5.1. Nezavisno uzbudeni motor u dinamickom, prijelaznom stanju [9]

U bilo kojem trenutku vrijede jednadZzbe za strujni krug armature i mehanicko gibanje [20]:

di,

Ua:iaRa—i_LaE +cw, (51)
dw

Mm-Mt:JE, (5 -2.)

gdje je ia, Ra— struja, napon i otpor armaturnog kruga, L. — induktivitet armature, c- konstanta,

 -kutna brzina, M — elektromagnetski moment motora, M; — moment opterecenja.

Za struju ir vrijedi da je konstantna. U praznom hodu (odspojene stezaljke), vrijede jednadzbe:

di, J dw
) MIZO: T (5.3)

dw
dt ¢ d¥f’

M,,=ci,=J
ci o
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UvrStavanjem izraza za prvu derivaciju struje ia u izraz za moment Mm, dobije se obicna

diferencijalna jednadzba drugog reda:

U LJd o RJdw
—= 5—+——+o.
c 2 dPf &2 dt

Odnosno vrijedi diferencijalna jednadzba za promjenu kutne brzine vrtnje:

‘o RJdo
=T T — 4+ 4" 4 (5.4)
W0 Lembel™ g T2 gy T

gdje su Tem — elektromagnetska konstanta i Tel — elektricna konstanta. RjeSenje nehomogene

diferencijalne jednadzbe dano je izrazom (5.5.):

w=w +4 ep1t+A epZt, (55)

gdje je wo kutna brzina idealnog praznog hoda. Vrijedi karakteristi¢na jednadzba:

]+pTem+p2TemTel:0,

gdje su A1 i A2 konstante iz pocetnih uvjeta. RjeSenje karakteristicne kvadratne jednadzbe sada je:

(5.6.)

= e 1.
-2Tel( -Tem

P, ).
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Karakter prijelazne pojave sada ¢e biti odreden odnosim vremenskih konstanti Tem 1 Ter pod

korijenom rjesenja karakteristicne jednadzbe, p1,2. Tri su slucaja :

1. Za Tem < 4Ta, korijeni ¢e biti kompleksni. Postoje uvjeti za titranje u elektromotornom
pogonu. Odziv kutne brzine oscilatorni je, Sto znaci da za vrijeme t = 0 ima sinusni odziv

koji tezi ka konacnoj vrijednosti za t, t—oo. Prikaz odziva nalazi se na slici 5.2.

Slika 5.2. Prikaz oscilatornog odziva kutne brzine za kompleksne korijene u Matlab-u[8§]

2. Za Tem > 4T, korijeni ¢e biti realni. Ne postoje uvjeti za titranje u elektromotornom
pogonu. Odziv kutne brzine aperiodski je, §to znaci da za vrijeme t = 0 ima nagli porast

koji tezi ka konacnoj vrijednosti za t, t—oo. Prikaz odziva nalazi se na slici 5.3.

Slika 5.3. Prikaz aperiodskog odziva kutne brzine za realne korijene u Matlab okruzenju 8]
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3. Za Tem = 4Tel, korijeni ¢e biti realni. Ne postoje uvjeti za titranje u elektromotornom
pogonu. Odziv kutne brzine aperiodski je, Sto znaci da za vrijeme t = 0 ima nagli porast

koji tezi ka konacnoj vrijednosti za t, t—oo. Prikaz odziva nalazi se na slici 5.4.

Slika 5.4. Prikaz aperiodskog odziva kutne brzine za realne korijene u Matlab okruzenju [8]
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5.2. Elektricne mreZe i sustavi diferencijalnih jednadzbi

Rijesiti elektricnu mrezu znaci odrediti trazenu veli¢inu: napon na elementu ili grani, struju
kroz element ili granu. Odreduje se sustav s n-jednadzbi s n-nepoznanica za promatranu mrezu.
Zadatak je odrediti sustav jednadzbi i matematickom analizom do¢i do numerickih rjesenja,

postujuci elektri¢ne zakonitosti.

Kirchhoffovi zakoni

Gustav Robert Kirchhoff (1824. -1887.) bio je njemacki fizi¢ar koji je svojim radom pridonio
temeljnom razumijevanju elektri¢nih krugova i spektralne analize. 1845. razvio je Kirchhoffove
zakone koji omogucavaju odredivanje struje, napona i vrijednosti elemenata elektricnih mreza.
Zakoni predstavljaju produzenje na teoriju njemackog znanstvenika Georg-a Simon-a Ohm.

Generalizirao je opisne jednadzbe protoka struje primjenom na elektri¢ne vodice u tri dimenzije.

[11]

Slika 5.5. Gustav Robert Kirchhoff (1824. -1887.) [11]
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Promotrimo elektricnu mrezu s ucrtanim ¢vorovima (lijevi prikaz) i strujnim petljama (desni

prikaz) na slici (5.6.).

Slika 5.6. Elektricna mreza s ucrtanim cvorovima i petljama [5]

Unutar elektri¢ne mreZe javljaju se varijable napona i struje koje, kao takve, predstavljaju sastavni
dio jednadzbi Kirchhoffovih zakona. Cvorovi su todke oznatene zaokruzenim italic brojevima
1,2,3 1 4. Grane mreZe povezuju ¢vorove 1 sadrZe elemente mreZe. Skup grana koje ¢ine zatvoreni
sustav naziva se petlja i one su oznacene italic rimskim brojevima LII 1 III. Po dogovoru, plus

polaritet napona grane je na ¢voru iz kojeg struja izlazi.

Pravila zapisa Kirchhoffovih zakona [5]

I. Kirchhoffov zakon. Prvi Kirchhoffov zakon, takozvani Kirchhoffov zakon za struje (KZS),
uvjetuje da je algebarska suma svih struja grana koje su vezane na neki ¢vor jednaka nuli. Pri

tome, ulazne i izlaze struje odredene su suprotnim predznacima. Za elektricnu mrezu sa slike

sukladno KZS vrijedi:

(1) i,+i;=0,
(2)-i1+i3 +i4=0,
(3)-i3+i5=0,

(4)-i,i4-i5=0. (5.7)
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II. Kirchhoffov zakon. Drugi Kirchhoffov zakon, takozvani Kirchhoffov zakon za napone (KZN),
uvjetuje da je algebarska suma svih napona grana sadrzanih u nekoj petlji jednaka nuli. Pri tome,
porasti i padovi napona odredeni su suprotnim predznacima. Porast napona smatra se napon kod
kojeg prvo nailazimo na minus polaritet prilikom obilaska petlja, a zatim na plus. Za pad napona

vrijedi obrnuto. Za elektricnu mrezu sa slike sukladno KZN vrijedi:

(D, +uy-u,=0,
(D) utusu,
(IDu,+usz+us-u;=0. (5.8)

Dobiven je sustav 5 linearno nezavisnih jednadzbi s 10 nepoznanica. Opéenito vrijedi da je broj
nezavisnih jednadzbi koje proizlaze pisanjem KZS jednak broju ¢vorova — 1, dok je broj

nezavisnih jednadzbi koje proizlaze pisanjem KZN jednak broju grana — broj ¢vorova + 1.

Primjer 5.1. Za mreZu prikazanu na slici (5.7.) prikazat ¢emo zapis jednadzbi po [.Kirchhoffovom

zakonu za struje. Jednadzbe ¢vorova strujne su jednadzbe Cijim se rjeSavanjem dobiju naponi

¢vorova.
Slika 5.7. Elektricna mreZa s ucrtanim ¢vorom [5]
Slijede zapisi:
T
M](f)-uo(f) du, 1
N—— ~+C—+—  [u;(1)-uy(r)]dr=0,
e 7 @I [u:(D)-u>(D)] (5.9.)

7

1 u
@~ L))+ ;é’) 0.

(5.10.)

0
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Donja granica integrala je nula obzirom na pretpostavku da se do trenutka t=0 u mreZi nisu
dogadale nikakve prijelazne pojave. Primjenom Laplaceove transformacije na jednadzbe, slijedi

zapis jednadzbi ¢vorova u frekvencijskoj domeni:

i 1 1 Uys)
— L +sCr— -Us(s)—= 11,
U,(s) R, sC I 5(8) L R (5.11.)
1 1 1
U(s) — -Us(s) —+— =0 (5.12,)
1(s) oL 2(s) sL R,

Primjer 5.2. Za mrezu prikazanu na slici (5.7.) prikazat ¢emo zapis jednadzbi po
II.Kirchhoffovom zakonu za napone. Jednadzbe petlji naponske su jednadzbe ¢ijim se rjeSavanjem

dobiju struje petlji.

uo(l) R>

Slika 5.7. Elektricna mreza s ucrtanim petljama [5]

Slijedi zapis:
T

(Duws=ix(OR; & [0 (513)

0

T

1
@) Ia [i1(0)-i2()]detL
0

diy(1)
dt

=0. (5.14.)
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Donja granica integrala je nula obzirom na pretpostavku da se do trenutka t=0 u mreZi nisu
dogadale nikakve prijelazne pojave. Primjenom Laplaceove transformacije na jednadzbe, slijedi

zapis jednadzbi ¢vorova u frekvencijskoj domeni:

1 1 1 :UO(S) (5.15.)
(])U](S) R—1+SC+S—L —UQ(S)S—L R .

i I
(@)-U;()~, -U2(5) EJFR_Q +i2(Y)R>=0. (5.16.)

37



6. Zakljucak

Ovim radom obuhvacene su obi¢ne diferencijalne jednadzbe, prvog i visih redova kao 1
njihove pripadne metode rjeSavanja. Istaknute su linearne i homogene diferencijalne jednadzbe 1
njihova opca rjeSenja. Kao metoda rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi, istaknuta je integralna,
Laplaceova transformacija i pripadaju¢a svojstva. Laplaceova transformacija primjenjiva je za
bilo koji odziv sustava. Cesto se javlja potreba za koristenjem Laplaceovih transformacija kod

matematicke analize u grani elektrotehnike radi pojednostavljivanja kompleksnije problematike.

Obradeni su sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, definirana algebarska svojstva i
istaknuti teoremi primjenjivi tokom rjeSavanja. Grafickim prikazima u Matlab okruzenju
pojasnjen je utjecaj homogenih rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi na ponasanje

modeliranog sustava i dugoro¢ne ishode iz podrucja stabilnosti.

Primjenom diferencijalnog racuna na sustave s memorijskim elementima, dokazan je znacaj
razmatranja elektricnih i1 elektromagnetskih sustava kroz homogena rjeSenja diferencijalnih
sustava. Programskim paketom Matlab, prikazani su stvarni odzivi RLC 1 dinamickog pogonskog
sustava sukladno vremenskim konstantama prisutnim u homogenim rjeSenjima promjenjivih
veliCina.

Konacno, definirane su Kirchhoffove zakonitosti pisanja strujno-naponskih jednadzbi
elektricnih mreza koje se, ovisno o elementima mreze za koju se pisSu, pretvaraju u sustave

diferencijalnih jednadzbi.

Razmatranjem primjene diferencijalnog rauna na elektricne i1 elektromagnetske pojave,
uocava se utjecaj rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi na predikciju i aproksimaciju

trenutnog i potencijalnog ponaSanja promatranog sustava.
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Sazetak i klju¢ne rijeci

Ovim radom definirana su svojstva obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, sustava diferencijalnih
jednadzbi 1 pripadaju¢ih homogenih 1 op¢ih rjeSenja. Analizirana je linearnost sustava
diferencijalnih jednadzbi i primjenjivost u matematickoj analizi inzenjerskih problema. Definirane
su metode rjeSavanja sustava, s osvrtom na metode najceSce koriStene u matematickom racunu
koji se primjenjuje u elektrotehnici. Na matematickim i egzaktnim primjerima prikazani su tokovi
rjeSavanja navedenih metoda. U zadnjem poglavlju, sustavi diferencijalnih jednadzbi stavljeni su

u kontekst razli¢itih primjena u elektrotehnici u vidu RLC krugova i pogonske dinamike.

Kljucne rijeci: obicne diferencijalne jednadzbe, sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi, strujno-

naponske prilike, RLC krug, pogonska dinamika, napon, struja, elektrotehnika, pojave.
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Summary and key words

This paper defines the properties of ordinary differential equations, systems of differential
equations and associated homogeneous and general solutions. The linearity of the system of
differential equations and its applicability in the mathematical analysis of engineering problems
are analyzed. The methods of solving the system are defined, with reference to the methods most
often used in the mathematical calculations applied in electrical engineering. Mathematical and
exact examples are used to show the solution processes of the mentioned methods. In the last
chapter, systems of differential equations are placed in the context of various applications in

electrical engineering in the form of RLC circuits and electrical drive dynamics.

Keywords: ordinary differential equations, systems of ordinary differential equations, current-
voltage conditions, RLC circuit, driving dynamics, voltage, current, electrical engineering,

phenomena.
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Tablica Al. Tablica Laplaceovih transformacija

A Tablica Laplaceovih transformacija

f@

F(s)

1@

F(s)

1 1
u() =1 - et —_—
S sta
w S
) —_— coswt —_—
sinwt Tl Pra?
w w
sinhwt m coshwt P
w sta
e*sinwt T e coswt —
(sta)’tw (sta)” +w?
) sta
eginhwt — e coshwt —
(sta)’ —w (sta)” — w?
n! 1
tn te:tat 5
sh+1 (sta)
isineot 2ws . ; s2-’
SInw —_— cosw S
(s +o?)? (sta)’+w?
h 2os tcoshort s +o
tsinhot _— coshw B
(s -0?)? (sta)’ — w?
o) 1 o(t-a) e*as




