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1. Uvod

Teorija vjerojatnosti je pojam kojim su se kroz povijest bavili mnogi vrhunski matematicari.
Tako su se razvile razne definicije vjerojatnosti, gdje se medu prvim znacajnijim pojavljuje La-
place koji opisuje klasi¢nu i geometrijsku definiciju vjerojatnosti. Nakon Laplacea pojavljuje se
Kolmogorov koji daje aksiomatsku definiciju vjerojatnosti. Sa vremenom je takoder objasnjena 1
uvjetna vjerojatnost u sklopu koje su razvijeni matematicki izrazi poput formule potpune vjerojat-
nosti i Bayesove formule. Uvjetna vjerojatnost je posluZzila kao temelj za razvoj i primjenu ROC

analize.

ROC (Receiver Operating Characteristic) analiza je statistiCka metoda, gdje se pomocu tablica
kontingencije ili matrica konfuzije mogu odrediti parametri koji sluZe za procjenu performansi
odredenog testa ili modela. ROC analiza se prvotno krenula razvijati tokom Drugog svjetskog rata
pri analizi radara i detekciji signala. Ova metoda se zatim krenula primjenjivati 1 u raznim drugim
granama poput psihofizike i medicine. Danas je primjena ROC analize Siroko rasprostranjena
od primjerice psihologije i medicine pa do racunarstva, elektrotehnike, ekonomije i financijskog
sektora. S razvojem racunalne tehnologije dolazi 1 do digitalizacije ROC analize. ROC krivulja
je graficki prikaz analize pomodu kojeg je mogu¢ prikaz potpunih performansi sustava. Takoder
prikazom viSe ROC krivulja moguce je usporediti viSe modela te odrediti koji model ima bolje
performanse izraCunom AUC vrijednosti odnosno izracunom povrsine ispod krivulje. Jedan od
znacajnijih parametara kod ROC analize je i Youdenov indeks. Pomocu njega je moguce odrediti
prijelomnu vrijednost modela odnosno granicu pomocu koje je moguce odrediti klasifikacijsku
vrstu primjera. ROC analiza se danas primjenjuje 1 u umjetnoj inteligenciji primjerice pri analizi
umjetnih neuronskih mreZe i strojnom ucenju. Uzevsi sve u obzir ROC analiza se pokazuje kao

vrlo ucinkovita metoda sa Sirokom primjenom.

Tako se u ovom radu uvodno poglavlje bavi povjieS€u vjerojatnosti i osnovnim definicijama.
Objasnjene su klasicna i geometrijska definicija vjerojatnosti kao i aksiomatska definicija vjerojat-
nosti. Naredno poglavlje opisuje uvjetnu vjerojatnost u ¢ijem kontekstu su obja$njeni matematicki
izrazi poput formule potpune vjerojatnosti i Bayesove formule. U Cetvrtom poglavlju rada opisana
je ROC analiza, gdje su objasnjeni parametri za analizu dijagnosti¢kog testa dobiveni pomocu ta-
blice kontingencije te su isti izraCunati na primjeru brzog antigenskog testa za COVID-19. Sljedece
poglavlje bavi se grafickim prikazom ROC analize odnosno ROC krivuljom kao i izraCunom AUC
vrijendosti. U Sestom poglavlju se uvodi pojam Youdenovog indeksa 1 prijelomne vrijednosti te je
dan primjer, gdje je pomoc¢u Youdenovog indeksa potrebno odrediti prijelomnu vrijednosti modela
Ciji je cilj odrediti potreban broj bodova na kolokviju da bi se studentu svidio kolegij. U zavr§Snom
poglavlju prikazana je primjena ROC analize u umjetnoj inteligenciji, gdje se na primjeru klasifi-
kacijskog modela, ¢iji je zadatak prepoznati studente s velikom Sansom da padnu kolegij u cilju

sprjeavanja takvog ishoda, izvrSi analiza i odrede svi parametri pomocu matrice konfuzije.
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2. Uvod u teoriju vjerojatnosti
2.1. Povijesni aspekt

Povijest teorije vjerojatnosti poCinje krajem Sesnaestog i po¢etkom sedamnaestog stoljeca kada
su i zabiljeZeni prvi spisi odnosno rasprave na tu temu. Kao jedni od prvih zaCetnika, oCeva teorije
vjerojatnosti spominju se Pierre Fermat! i Blaise Pascal® koji su djelovali sredinom sedamnaestog
stoljeéa. Takoder jedan od zacetnika teorije vjerojatnosti je Girolamo Cardano’, koji je 1553.
godine napisao djelo pod naslovom Liber de ludo aleae no navedeno djelo je objavljeno tek 1663.
godine, dok su Fermatova 1 Pascalova objavljena otprilike desetak godina ranije pa se zato u tom

kontekstu zacetnika teorije vjerojatnosti viSe spominju Pascal i Fermat nego Cardano.

Slika 2.1. Pierre Fermat i Blaise Pascal, izvor: [1]

'Pierre de Fermat francuski je matematicar roden 17. kolovoza 1601. godine. Fermat je svoje prve naznake da
¢e postati vrstan matematicar pokazao jos kao student restauracijom Apolonijevog djela Plane loci. Uz to §to je bio
vrstan matemati¢ar Fermat je takoder zavrSio i pravo.

Blaise Pascal francuski je matemati¢ar roden 19. lipnja 1623. godine. Osim u matematici Pascal je bio poznat
i kao filozof i fizicar. Prvo vaznije istrazivanje provodi 1647. godine kada je zapoceo mjerenje tlaka u atmosferi te
zakljuéio prisutnost vakuuma. Takoder je proucavao i tlak u tekuéinama te temeljni zakon hidrostatike danas nosi
njegovo ime, Pascalov zakon.

3Girolamo Cardano talijanski je matemati¢ar roden 24. rujna 1501. godine. Cardano je uz matematiku studirao i
medicinu u Pavliji i Padovi te kasnije stekao i doktorat iz medicine. Jedno od njegovih glavnih postignuca je svakako
jednadZba za izraCunavanje kubne jednadZbe odnosno Cardanove jednadZbe.
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Fermatova i Pascalova djela su bila okida¢ nakon ¢ega su se mnogi drugi krenuli baviti vjerojat-
nos¢u. Tako se pocetkom osamnaestog stolje¢a pojavljuje Jacob Bernoulli* koji inspiriran igrama
na srecu izdaje djelo Ars Conjectandi. Abraham de Moivre® se promice u Bernoullijevog nas-
ljednika te postavlja temelje centralnog grani¢nog teorema, kojeg ¢e u buduénosti Laplace uspjeti
dokazati. Thomas Bayes® i Joseph Lagrange’ takoder su matematicari vrijedni spomena zbog svo-
jeg doprinosa vrlo vaZznim istraZzivanjima polja vjerojatnosti. NeSto kasnije, krajem osamnaestog

te pocetkom devetnaestog stoljeca pojavljuje se Pierre-Simon Laplace®.

Laplace 1812. godine objavljuje djelo Théorie analytique des probabilites odnosno Analiticka
teorija vjerojatnosti. To djelo je osnova na kojoj ¢e teorija vjerojatnosti nastati te je u njemu po
prvi puta definiran koncept vjerojatnosti te je izvedena metoda obi¢nih najmanjih kvadrata koju je
kao student prethodno uspio razviti njemacki matemati¢ar Carl Gauss®. Tako se Laplaceu, uz Ga-
ussovo odobrenje, pripisuje dokaz i primjena normalne distribucije u teoriji vjerojatnosti. Nakon
Laplacea teorija vjerojatnosti se nastavila razvijati, ali uz odredene poteskoce koje su proizlazile
iz miSljenja tadaSnjih matematiara da joj nedostaje teoretska podloga koja bi bila prihvacena u

sklopu matematike.

“Daniel Bernoulli §vicarski je matematicar roden 8. veljade 1700.godine. Svakako jedno od njegovih najvaZnijih
postignuéa je izvod osnovne jednadzbe za gibanje fluida odnosno Bernoullijeva jednadzba te se smatra zaCetnikom
hidrodinamike. Bernoulli je takoder bio vrstan oceanograf te anatom pa se tako bavio i oceanskim strujama i proucavao
rad srca.

3> Abraham de Moivre francuski je matematicar roden 26. svibnja 1667. godine. Uz svoj doprinos razvoju teorije
vjerojatnosti Moivre je poznat po svom radu sa kompleksnim brojevima i trigonometrijom pa je tako izveo formulu
koja povezuje kompleksne brojeve i trigonometriju. Moivre je bio poznat i po svojim poznanstvima sa Isaacom
Newtonom.

®Thomas Bayes engleski je matematicar roden 1701. godine. Bayes je poznat kao statisti¢ar te je formulirao
teorem o uvjetnoj vjerojatnost, Bayesov teorem, kao i teoriju subjektivne vjerojatnosti, Bayesovu statistiku. Takoder
je bio i prezbiterijanski sveéenik u Londonu te ¢lan Royal Society.

7Joseph-Louis Lagrange talijanski je matematicar roden 25. sijenja 1736. godine. Veé sa 19 godina postaje
profesor matematike u Torinu te se krenuo baviti metodom obrade problema iz racuna varijacije te ¢e kasnije dobiti
nagradu Francuske akademije. Takoder je bio i vrstan astronom te je istraZivao stabilnosti to¢aka u interakciji triju
tijela i otkrio toCke libracije odnosno Lagrangeove tocke koje ¢e kasnije postati znacajne u astronomiji.

8Pierre-Simon Laplace francuski je matemati¢ar roden 23. oZujka 1749. godine. Bio je ¢lan Francuske akademije
znanosti. Kao astronom utemeljio je hipotezu porijekla Sunceva sustava te bio jedan od prvih koji je najavljivao
postojanje crnih rupa. U matematici i fizici Laplace je postigao mnogo toga. Neki od znacajnijih matematickih radova
se veZu uz diferencijalne jednadZbe, Laplaceove transformacije,vjerojatnost i statistiku.

9Carl Friedrich Gauss njemacki je matematicar roden 30. travnja 1777. godine. Gauss je prve naznake geni-
jalnosti krenuo pokazivati joS u djetinjstvu, a prve rezultate postize kao student kada je rijeSio problem konstrukcije
pravilnih poligona ravnalom i Sestarom. Kasnije je promoviran zahvaljujuéi doktorskoj disertaciji gdje je dokazao
fundamentalni teorem algebre. Od velikog su znacaja Gaussova istrazivanja vezana za geometriju. Gauss se takoder
bavio geodezijom i astronomijom.



Slika 2.2. Pierre-Simon Laplace, izvor: [2]

Nakon brojnih poteskoca i kritika kod teorije vjerojatnosti s kojima su se matematicari susre-
tali teorija se po€inje ponovno razvijati po¢etkom dvadesetog stolje¢a. Ruski matemati¢ar Andre;j
Nikolajevi¢ Kolmogorov!®, motiviran kritikama ostalih matematiara na racun teorije vjerojat-
nosti, objavljuje djelo Temelji teorije vjerojatnosti Cime zasluzuje titulu eminencije vjerojatnosti.
Motiviran Kolmogorovim djelom, Emile Borel!! 1950. godine pridodaje svoj doprinos teoriji
vjerojatnosti objavljivanjem knjige Probabilite et Certitude. Uz Kolmogorova 1 Borela, teorijjom
vjerojatnosti su se sredinom dvadesetog stolje¢a bavili i mnogi drugi matematicari poput Paula
Levyja, Mauricea Frecheta, Norberta Wienera. [4]

10 Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov ruski je matemati¢ar roden 25. travnja 1903. godine. Studirao je na Moskov-
skom drzavnom sveucili§tu Lomonsov. Glavna Kolmogorovova istraZivanja se vezu uz teoriju vjerojatnosti, topologiju
i mehaniku. Za svog Zivota je dobio mnoge prestizne nagrade za svoja djela.

Félix Edouard Justin Emile Borel francuski je matematicar roden 7. sije¢nja 1871. godine. Najpoznatiji radovi
su u glavnom na temu teorije vjerojatnosti te teorije igara i strategije. Po Borelu se nazivaju mnogi matematicki izrazi
kao Borelova algebra, Borelov skup pa Cak i krater na Mjesecu. Borel je takoder bio i politi¢ar te je tokom Drugog
svjetskog rata bio i ¢lan francuskog pokreta otpora.



Slika 2.3. Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov, izvor: [3]

2.2. Klasicna i geometrijska definicija vjerojatnosti

Teorija vjerojatnosti je matemati¢ka disciplina Ciji je zadatak formirati 1 proucavati matema-

ticki model slucajnog pokusa.

Pokus ili eksperiment je jedan od osnovnih pojmova koji pomaze u proucavanju i razumije-
vanju realnog svijeta. On je definiran pomocu odnosa uzroka i posljedica. Za samu realizaciju
pokusa potrebno je ponavljati pokus proizvoljno kona¢no mnogo puta i poznavati sve moguce

ishode. Ovisno o odredenosti ishoda razlikuju se deterministi¢ki pokus te slu¢ajni pokus.

Deterministi¢ki pokus je onaj u kojem je ishod jednoznacno odreden uvjetima pokusa, dok
u sluajnom pokusu ishod nije jednoznac¢no odreden uvjetima pokusa. Slucajni pokus se temelji
na tome da svako izvodenje pokusa mora rezultirati ishodom koji ¢e odgovarati jednom i samo

jednom elementarnom dogadaju.

Slucajni pokus je definiran osnovnim ishodima koji se medusobno iskljuCuju. Ishodi se joS
nazivaju i elementarnim dogadajima. Elementarni dogadaji se oznacavaju malim grckim slovom
omega wy, wo, ... Skup 2 = {w; : w; = elementarni dogadaji, i = 1, ..., n} je neprazan skup i
oznacava prostor elementarnih dogadaja.

Dogadaj je skup ishoda nekog pokusa odnosno podskup prostora elementarnih dogadaja te se
oznacava sa velikim tiskanim slovom latinice A, B,... Oni se dijele na sigurne, nemoguce i povoljne

dogadaje.

Siguran dogadaj je onaj dogadaj koji se mora dogoditi u svakom vrSenju pokusa. Na primjer
ako je pokus bacanje novcica, sigurni dogadaj je da ¢e pasti glava ili pismo.



Nemogu¢ dogadaj je onaj dogadaj koji se nikada nece dogoditi. Na primjer ako je pokus

bacanje kockice, nemogué dogadaj je da ¢e pasti broj 10 na kockici.

Povoljan dogadaj je onaj elementarni dogadaj ¢ije pojavljivanje u pokusu povlaci da se dogodio
neki traZeni dogadaj. Na primjer, neka je pokus bacanje kockice i neka je traZzeni dogadaj A da
padne broj djeljiv s 3. Elementarni dogadaji odnosno moguci ishodi ovog pokusa su: pao je broj
1, pao je broj 2, pao je broj 3, pao je broj 4, pao je broj 5 i pao je broj 6, ali su samo ishodi pao je
broj 3 i pao je broj 6 povoljni za dogadaj A.

Dogadaji se medusobno mogu iskljucivati te mogu Ciniti potpuni sistem. Za dogadaje A 1 B se
kaZe da se iskljucuju ukoliko je njihov presjek prazan skup odnosno ako se isti ne mogu dogoditi
istovremeno. Na primjer neka je pokus bacanje kockice, a dogadaj A glasi pao je broj 1, a B pao

je broj 4. U tom slucaju se dogadaji A 1 B medusobno iskljucuju.

Dogadaji ¢ine potpun sistem dogadaja ukoliko se svi dogadaji medusobno iskljucuju i ako im
je unija cijeli prostor elementarnih dogadaja. Na primjer neka je pokus bacanje kockice te dogadaj
A glasi pao je paran broj, dok je dogadaj B pao je neparan broj. Dogadaji A i B Cine potpuni sistem

dogadaja zato $to ¢e se medusobno iskljucivati, ali njihova unija ¢e biti svi mogudi ishodi. [5,6]

2.2.1. Klasi¢na definicija vjerojatnosti

U ve¢ navedenom djelu Theorie analitique des probabillities francuski matematicar Laplace
uvodi pojmove klasi¢ne definicije vjerojatnosti a priori i a posteriori. Klasi¢na definicija vjero-
jatnosti a priori se odreduje pomocu omjera ovisno o prirodi dogadaja i1 definira se na sljedeci

nacin.

Definicija 2.1. Neka promatrani pokus ima n mogucih, jednako vjerojatnih elementarnih dogadaja
koji se medusobno iskljucuju i neka odabrani dogadaj A ima m mogucih, povoljnih elementarnih

dogadaja tada je vjerojatnost a priori dogadaja A jednaka:
P(A) = —, 2.1)
pri Cemu je broj P(A) vjerojatnost dogadaja A.

Primjer 2.1. Koristenjem Definicije 1.1. MoZe se izracunati vjerojatnost da ce pri bacanju kockice
pasti broj 3. Svi moguci ishodi pokusa su pao je broj 1, pao je broj 2, pao je broj 3, pao je broj
4, pao je broj 5, pao je broj 6, dakle ima 6 mogucih ishoda. A povoljni dogadaj je samo 1 ukoliko

padne broj 3. Vjerojatnost a priori za ovaj dogadaj iznosi:

m 1
P(A) = — = - =0.167. 2.2
(4) =" =2 2)
Vjerojatnost dogadaja a posteriori, koja se takoder naziva 1 statistickom vjerojatnosti, defi-
nirana je i utvrdena nakon viSe ponavljanja pokusa te se raCuna kao omjer broja pojavljivanja

dogadaja i ukupnog broja ponavljanja te se definira na sljede¢i naCin.



Definicija 2.2. Neka se promatrani pokus ponavlja n puta i neka se odabrani dogadaj A ponovi

ng puta. Tada je vjerojatnost a posteriori dogadaja A jednaka:
P(A) = lim —, (2.3)
pri Cemu je broj P(A) vjerojatnost dogadaja A.

Primjer 2.2. Koristenjem Definicije 1.2. moZe se izracunati kolika je vjerojatnost da ce paket
isporucen poStom doci unutar 3 dana ukoliko je poznato da je isporuceno 900 paketa od kojih je

300 doslo unutar 3 dana. Vjerojatnost da ce paket biti isporucen unutar 3 dana iznosi:

. m. 300
P(A) = lim ~* = =5 = 0.33, (2.4)

2.2.2.  Geometrijska definicija vjerojatnosti

Uz klasi¢ne definicije vjerojatnosti a priori i a posteriori postoji i geometrijska definicija vje-

rojatnosti. Geometrijska vjerojatnost se definira na sljedeéi nacin.

Definicija 2.3. Neka promatrani pokus ima prostor ishoda ) koji je jednak ogranic¢enom izmjeri-
vom podskupu R"™ za koji vrijedi da je m(§2) > 0, gdje m predstavlja geometrijsku mjeru. Neka je
dogadaj A C ) tada je geometrijska vjerojatnost dogadaja A jednaka:

m(A)

P(A) = m, (2.5)

gdje je m(A) mjera dogadaja A, a broj P(A) vjerojatnost dogadaja A.

Geometrijska mjera je za n = 1 duljina, za n = 2 povrSina te za n = 3 volumen.

Primjer 2.3. Hotelski bazen ima osvijetljenje koje mijenja boju svakih 30 sekundi. Osvijetljenje
mijenja boju sljedecim rasporedom: prvih 30 sekundi bazen cCe biti osvijetljen zelenom bojom,
zatim plavom bojom, zatim rozom bojom, pa zelenom i rozom bojom, zatim zelenom i plavom te
crvenom bojom. Potrebno je izracunati kolika je vjerojatnost da ¢e bazen biti osvijetljen zelenom
bojom. Dakle bazen e kroz ciklus sve skupa izmijeniti 6 razlicitih kombinacija Sto znaci da ce
trajati 180 sekundi, a ishodi povoljni za zadani dogadaj su kada je bazen osvijetljen zelenom,
kada je osvijetljen zelenom i rozom te kada je osvijetljen zelenom i plavom. Dakle sve skupa 3
povoljna ishoda u ciklusu odnosno 90 sekundi. Tada je vjerojatnost da ce bazen biti osvijetljen
zelenom bojom:
m(A) 90

Primjer 2.4. U kvadratu stranice duljine 4 centimetra je izabrana tocka te je potrebno odrediti

kolika je vjerojatnost da se tocka nalazi unutar kruga upisanog kvadratu (dogadaj A). Dakle mjera
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traZenog dogadaja ce biti jednaka povrsini upisanog kruga, dok ¢e mjera pokusa biti jednaka
povrsini zadanog kvadrata. Vjerojatnost tada iznosi:

42
m(A) _ 2"

PA=e =% 1

(2.7)

2.3. Aksiomatska definicija vjerojatnosti

Voden nedostatcima klasi¢nih definicija vjerojatnosti a priori i a posteriori ruski matematicar
Kolmogorov razvija aksiomatsku definiciju vjerojatnosti te se zbog toga smatra ocem moderne
teorije vjerojatnosti. Kolmogorov prvi put uvodi pojam aksiomatske definicije vjerojatnosti u svo-
Joj monografiji Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti. Opcenito, aksiom odnosno postulat je neka

temeljna istina koja se ne dokazuje i sluzi kao osnova teorije, bilo matematicke, bilo logicke.

Neka je €2 prostor elementarnih dogadaja. Onda skup svih podskupova od €2 predstavlja skup
svih mogudih dogadaja pokusa P({2). Podskup F'C P(f) se naziva familija dogadaja.

Familija dogadaja koja ima sljedeca svojstva:
1. 0eF,

2. ACF = A°CF,

3. AZEF,Z€N$U?21AZ€F

se naziva o-algebra dogadaja.

Svakom dogadaju o-algebre A € F' moZe se pridruziti broj P(A) € [0, 1] koji ¢e predstavljati

Sansu da Ce se dogadaj A dogoditi. Aksiomatska vjerojatnost se definira na sljedeéi nacin.

Definicija 2.4. Preslikavanje P : F' — [0, 1] sa sljedecim svojstvima:

1. P(A) > 0zasvaki A € F,

se naziva vjerojatnost.

Navedena svojstva su redom: svojstvo nenegativnosti, svojstvo normiranosti i svojstvo prebro-

jive aditivnosti.

Uredena trojka (€2, F',P) naziva se prostorom vjerojatnosti. /' predstavlja o-algebru na €2, dok

P predstavlja vjerojatnost na F'.
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Prostor vjerojatnosti moZe biti diskretan odnosno n dimenzionalno diskretan. Ukoliko je {2
prebrojiv ili konac¢an skup elementarnih dogadaja, kaZzemo da je (€2,F,P) diskretan prostor vje-
rojatnosti, a ako je €2 konacan skup elementarnih dogadaja u kojem je |Q2| = n, kazemo da je

(©,P(2),P) n dimenzionalni diskretni prostor vjerojatnosti.

KoriStenjem definicijskih svojstava vjerojatnosti, moze se pokazati da vrijedi 1 sljedece:

1. P(A°) =1— P(A),
2. ACB= P(A) < P(B),
3. ANB=0= P(ANB) =0,

4. P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).

Navedena svojstva su redom: svojstvo suprotnog dogadaja, svojstvo monotonosti odnosno
poddogadaja, svojstvo nemoguéeg dogadaja te svojstvo unije dvaju dogadaja. Poznavanje ovih
svojstava uvelike olakSava racun s vjerojatnosti. [7,8]

Primjer 2.5. Bacaju se dvije kockice te je potrebno odrediti kolika je vjerojatnost da ce pasti
jednaki brojevi ili da ¢e produkt brojeva koji su pali biti paran. Dakle 2 su dogadaja, dogadaj A
koji oznacava da ce pasti jednaki brojevi i dogadaj B odnosno da ¢e produkt brojeva koji su pali
na kockicama biti paran broj. Ovaj primjer moguce je rijesiti primjenom svojstva vjerojatnosti
unije dva dogadaja pa ce tako rjesenje glasiti:

6 27 3 30

P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) = g0 + o — oo = oo = 0.83 (2.8)



3. Upvjetna vjerojatnost

3.1. Definicija

Tokom osamnaestog stoljea engleski statisticar Thomas Bayes uvodi pojam uvjetne vjerojat-
nosti te daje definiciju iste koja je objavljena posthumno.

Vjerojatnost dogadaja A ukoliko se dogodio dogadaj B naziva se uvjetna vjerojatnost dogadaja
A uz ovisnost o dogadaju B te se oznacava kao P(A|B). Ona je jednaka broju ishoda A N B i
broja ishoda dogadaja B.

Definicija 3.1. Neka je (), F, P) prostor vjerojatnosti te B € F dogadaj takav da je P(B) > 0,

uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dano B je jednaka sljedecem izrazu:

P(ANB)

(3.1)

Svojstva uvjetne vjerojatnosti su:

1. P(§|B) =0,
2. P(A°|B) = 1 — P(A|B),

4. A, C Ay = P(A)|B) < P(Ay|B).

Prethodna svojstva su redom: uvjetna vjerojatnost praznog skupa dogadaja uz dano B jednaka
je 0, uvjetna vjerojatnost dogadaja suprotnog dogadaju A uz dano B jednaka je broju 1 umanjenom
za uvjetnu vjerojatnost dogadaja A uz dano B, uvjetna vjerojatnost unije dogadaja A; i A, uz dano
B jednaka je zbroju vjerojatnosti dogadaja A; i A, umanjenom za vjerojatnost presjeka dogadaja
A1 1 Ay uz dano B te ukoliko je dogadaj A; podskup ili jednak dogadaju A; onda Ce i uvjetna
vjerojatnost dogadaja A; uz dano B biti manja ili jednaka od uvjetne vjerojatnosti dogadaja A,.
[9,10,11]

Primjer 3.1. Na maratonu je prisustvovalo 1000 sudionika od kojih 450 muskaraca i 550 Zena.
Maraton je uspjelo zavrsiti 350 Zena i 300 muskaraca. Potrebno je odrediti kolika je vjerojatnost da
Je muska osoba uspjesno istréala maraton. Zadatak se sastoji od 2 dogadaja: dogadaj A odnosno
osoba je istrcala maraton i dogadaj B odnosno osoba je muskog spola. Dakle vjerojatnost da
je osoba istrc¢ala maraton i da je muskarac jednaka je omjeru broja muskaraca koji su uspjesno

istr¢ali maraton i ukupnog broja sudionika, dok je vjerojatnost da je osoba koja je sudjelovala na

12
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maratonu muskarac jednaka omjeru ukupnog broja muskaraca koji su prisustvovali maratonu i

ukupnom broju sudionika. Tako slijedi:

300
_ P(AnB) 71000 300
P(A|B) = PGB~ 150~ 150~ 0.67. (3.2)
1000

3.2. Nezavisnost dogadaja

Dogadaji A i B Cije su vjerojatnosti pozitivne (P(A) > 01 P(B) > 0) su medusobno nezavisni
ukoliko realizacija jednog dogadaja ne utjeCe na vjerojatnost realiziranja drugog dogadaja odnosno
ako je:

P(A|B) = P(A), (3.3)

P(B|A) = P(B). (3.4)

Definicija 3.2. Neka je (), F', P) prostor vjerojatnosti, dogadaji A, B € I su medusobno nezavisni

ako vrijedi:
P(ANB)=P(A)- P(B). (3.5)

Primjer 3.2. Ukoliko su A i B medusobno nezavisni dogadaji, gdje je P(A) > 0i P(B) > 0,
potrebno je dokazati da vrijedi izraz (2.3):

HM&=Pg£fk5mgéT%=PM) (3.6)

Definicija 3.3. Neka je C' € F, takav da je P(C) > 0. Tada su dogadaji A i B uvjetno nezavisni

uz dani C' ako vrijedi:
P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C). (3.7)

Definicija 3.4. Neka je (), F', P) prostor vjerojatnostii A; € F, i € I familija dogadaja. Familija

dogadaja je nezavisna ako za svaki konacni podskup F' C I vrijedi:
P(ﬂ&):HPMJ (3.8)
i€F i€F
Definicija 3.5. Familija dogadaja A; € F, i € I je po parovima nezavisna ako za sve i,j € I,
1 #£ j vrijedi:

3.3. Formula potpune vjerojatnosti

Definicija 3.6. Neka je ) prostor dogadaja. Dogadaji Hy, ..., H,, ¢init ¢e potpuni sustav dogadaja

ako vrijedi:
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1. H; #10),

2. HlﬂH]:@,Z#j,

Prethodni izrazi predstavljaju svojstva potpunog sustava dogadaja. Dogadaj H; mora biti mo-
gué (1. svojstvo), dogadaji H; se medusobno iskljucuju (2. svojstvo), unija dogadaja H, ..., H, je

siguran dogadaj (3. svojstvo).

Dogadaji H; se nazivaju hipotezama. Vjerojatnost svakog dogadaja A moZe se odrediti kao
teZinska sredina uvjetnih vjerojatnosti dogadaja A na hipoteze, s teZinama jednakim vjerojatnosti
hipoteza. [10,12]

Teorem 3.1. Neka je (S0, F', P) prostor vjerojatnosti i neka dogadaji H, ..., H, € F line potpuni

sustav dogadaja. Tada formula potpune vjerojatnosti za svaki A € F glasi:

P(A) = zn:P(Hi) - P(A|H,). (3.10)

Pokusi u kojima se primijenjuje formula potpune vjerojatnosti se najces¢e odvijaju kroz 2 faze:
prva faza je ona u kojoj se izrealizira jedan od dogadaja H; iz skupa dogadaja Hy, ..., H,, a druga
faza je faza u kojoj se promatra neki dogadaj A, ¢ija vjerojatnost realizacije ovisi o ishodima iz

prve faze.

Primjer 3.3. Na stolu se nalaze 2 Spila igracih karata. U prvom Spilu karti se nalazi 5 karata
znaka tref, 3 karte znaka karo, 2 karte znaka pik i 5 karata znaka herc, dok se u drugom spilu
karti nalaze 3 karte znaka tref, 5 karata znaka karo, 5 karata znaka pik i 2 karte znaka herc. Iz
nasumicnog Spila se izvlaci jedna karta. Potrebno je odrediti kolika je vjerojatnost da Ce izvucena
karta biti znaka tref.

Navedena radnja se sastoji od 2 pokusa: prvi je odabir spila karti, a drugi je izvlacenje karte
iz odabranog Spila. Prvi pokus ¢e imati dva ishoda: H, odnosno odabran je prvi spil i H, odnosno

odabran je drugi spil. Tako ce vjerojatnosti dogadaja H, i H, iznositi:

1 1
P(Hy) ==, P(Hy) = -. (3.11)
2 2
Drugi pokus je izvlacenje karte iz Spila. Ovaj pokus ovisi o prethodnom. Neka dogadaj A
predstavlja da je izvucena karta tref. Tako izraz po formuli potpune vjerojatnosti da je izvucena
karta tref glasi:

P(A) = P(H,)- P(A|H,) + P(H,) - P(A|H>). (3.12)

Da bi se odredila vjerojatnost P(A) iz prethodnog izraza potrebno je izracunati uvjetne vje-

rojatnosti P(A|Hy) i P(A|H,). Uvjetne vjerojatnosti su jednake omjeru broja karti koje su tref i
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ukupnog broja karti u Spilu:

5 1 3 1
PAIH)=———— =— , P(A|lH) = —— = —. 3.13
(A[H) 5+34+2+5 3 (Al ) 3+45+5+2 5 (3.13)

Sada je potrebno sve dobivene vrijednosti uvrstiti u izraz (2.12):

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|H3) =

4
= — =0.267. 3.14
+ T (3.14)

N | —
Wl
N | —
(S

Dakle, vjerojatnost da ¢e iz nasumicnog Spila karti biti izvucena karta znaka tref je 0.267.

3.4. Bayesova formula

Svaka hipoteza H), iz potpunog sustava dogadaja ima svoju vjerojatnost P(H},). Takva vjero-
jatnost se naziva originalna vjerojatnost odnosno apriorna vjerojatnost. To je vjerojatnost koja se
pridruzuje svakoj hipotezi ;. u nedostatku ostalih podataka odnosno ukoliko nije poznato da li se
neki dogadaj A realizirao. Ako je poznato da se neki dogadaj A, na primjer u primjeru 2.2 da je
izvuCena karta tref, realizirao onda ¢e se vjerojatnosti hipoteza modificirati. Tada je modificirana

vjerojatnost hipoteza jednaka P(Hj|A) te se naziva aposteriorna vjerojatnost. [12]

Teorem 3.2. Neka dogadaji H., ..., H, cine potpun sustav dogadaja na prostoru vjerojatnosti
(), F,P)ineka je A promatran dogadaj. Tada za svaki A € F, uz uvjet da je P(A) > 0, aposteri-

orna vjerojatnost hipoteze Hy, iznosi:

P(H|A) = Z;fﬂﬁ@ﬁg’zg). (3.15)

Dobiveni izraz (2.15) naziva se Bayesovom formulom i dobiva se primjenom definicije uvjetne

vjerojatnosti i formule potpune vjerojatnosti i to na sljedeci nacin:

_ P(H,NA)  P(Hy) P(A[Hx)
PUA) = =500 == p@a)
P(A|Hy) - P(Hy)

~ ST P(A[H;) - P(H,)

(3.16)

Primjer 3.4. Laboratorijski test ima ucinkovitost 96 % u otkrivanju bolesti kod osoba kod kojih je
bolest prisutna. U 2 % slucajeva Ce test pokazati prisustvo bolesti iako je osoba zdrava. Pretpos-
tavka je da 0.5 % populacije ima bolest. Potrebno je odrediti kolika je vjerojatnost da osoba koja

je slucajno odabrana ima tu bolest ako je rezultat testa pozitivan.

U pokusu su 2 bitna dogadaja: dogadaj H odnosno da je osoba bolesna i dogadaj A odnosno

da je laboratorijski test pozitivan.

Iz dobivenih podataka moZe se zakljuciti da uvjetna vjerojatnost da je test pozitivan i osoba

je bolesna iznosi 0.96, dok je uvjetna vjerojatnost da je test pozitivan ako je osoba zdrava 0.02.
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Vjerojatnost da je slucajno odabrana osoba bolesna iznosi 0.005, dok vjerojatnost da je slucajno

izabrana osoba zdrava iznosi 0.995:
P(A|H) =0.96, P(A|H®) =0.02, P(H) = 0.005, P(H®) = 0.995. (3.17)

Po Bayesovoj formuli, uvrstavanjem navedenih podataka, vjerojatnost da slu¢ajno odabrana osoba

ima bolest ako je rezultat testa pozitivan iznosi:

P(H) - P(A|H)
P(H)- P(A|H) + P(H¢) - P(A|H*)
B 0.005 - 0.96
~0.005 - 0.96 + 0.995 - 0.02

P(H|A) =
(3.18)
= 0.194.




4. Analiza dijagnostickog testa
4.1. Parametri za analizu dijagnostickog testa

Dijagnosticki testovi su osnovna mjerila prema ¢ijim se rezultatima odreduje odnosno postavlja
dijagnoza. Nalazi dijagnostickog testa mogu biti pozitivni ili negativni. lako su dijagnosticki
testovi izuzetni vazni pri postavljanju dijagnoze oni nisu savrSeni te moze do¢i do pogreske u
rezultatima. Tako osobe koje su zdrave mogu biti klasificirane kao bolesne, a osobe koje su bolesne
se mogu klasificirati kao zdrave. Upravo zbog takvih odstupanja i mogucih greSaka se nalazi vode
kao pozitivni i negativni. Nalaz koji je pozitivan tako predstavlja vecu vjerojatnost bolesti, dok
nalaz koji je negativan predstavlja vecu vjerojatnost da je osoba zdrava odnosno manja vjerojatnost

bolesti.

Kako bi doSlo do §to manjih odstupanja i vjerodostojnosti testa, svaki dijagnosticki test ima
svoju valjanost. Valjanost testa je sposobnost testa da Sto pravilnije klasificira rezultate u bolesne
i zdrave. Rezultati dijagnostickog testa u odnosu na stvarno stanje se prikazuju tablicama kontin-

gencije.

Tablice kontingencije su tablice dimenzija 2x2 pomocu kojih se odreduju parametri dijagnos-
tickog testa kao i njegova pouzdanost. Tablica se sastoji od Cetiri ¢elije. U gore lijevoj se zapisuje
broj pozitivnih rezultata testova za osobe koje su bolesne (oznaka TP, eng. true positive), u gore
desnoj se zapisuje broj pozitivnih rezultata testova za osobe koje su zdrave (oznaka FP, eng. false
positive), u dole lijevoj se zapisuje broj negativnih rezultata testa za osobe koje su bolesne (oznaka
FN, eng. false negative) te se u dole desnoj ¢eliji zapisuje broj negativnih rezultata testa za osobe

koje su zdrave (oznaka TN, eng. true negative).

Tablica 4.1. Tablica kontingencije

Bolestan Zdrav
Pozitivan test TP FP TP+ FP
Negativan test FN TN FN+TN

TP+ FN | FP+TN

U Tablici 3.1. TP+ F'N oznacava ukupan broj bolesnih ljudi, /'P+T N oznacava ukupan broj
zdravih ljudi, T'P 4+ F'P oznacava ukupan broj pozitivnih rezultata testa te 7'N + F'N oznacava

ukupan broj negativnih rezultata testa.

17
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Osnovni parametri za analizu dijagnostickog testa su: osjetljivost, specifinost, preciznost,
stopa pogreske, PPV odnosno pozitivna prediktivna vrijednost, NPV ili negativna prediktivna vri-

jednost i omjer vjerodostojnosti. [14]

Preciznost odnosno to¢nost dijagnostickog testa se odreduje kao omjer ukupnog broja ispravnih
testova odnosno zbroj ispravno prepoznato bolesnih i zdravih te ukupni broj odradenih testova.

Ona predstavlja koliki je broj testova dao ispravne rezultate i definirana je izrazom:

B TP +TN
TP+ FP+TN+ FN’

gdjesu TP, TN, FP, F'N definirani u tablici 4.1 te je PR oznaka za preciznost.

PR

4.1)

Stopa pogreske dijagnostickog testa se odreduje kao omjer ukupnog broja neispravnih testova
odnosno zbroj neispravno prepoznato bolesnih 1 zdravih te ukupni broj odradenih testova. Ona

predstavlja koliki je broj testova dao neispravne rezultate i definirana je izrazom:

FP+FN

ER =
i TP+ FP+TN 4+ FN’

(4.2)

gdje je E'R oznaka za stopu pogreske.

Osjetljivost dijagnostickog testa je vjerojatnost pozitivnog testa uz uvjet prisustva bolesti. Ona

je jednaka omjeru ispravno prepoznato bolesnih i ukupno stvarno bolesnih i dana je izrazom:

Tablica 4.2. Izracun za osjetljivost

Bolestan Zdrav
Pozitivan test FP TP+ FP
Negativan test EFN TN EFN+TN

PPN

TP

0§ =——"
TP+ FN’

4.3)

gdje je OS oznaka za osjetljivost.
Pomocu osjetljivosti moZe se dobiti i vrijednost jo§ jednog parametra koji se naziva propor-
cija laZno negativnih Ciji zbroj skupa sa osjetljivosti daje broj jedan. Proporcija lazno negativnih

definirana je sljede¢im izrazom:
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Tablica 4.3. Izracun za proporciju lazno negativnih

Bolestan Zdrav
Pozitivan test TP FP TP+ FP
Negativan test TN FN+TN

PPN

FN

PLIN = —— =
TP+ FN

1-0S8, 4.4)

gdje je PLN oznaka za proporciju laZno negativnih.

Specificnost dijagnostiCkog testa je vjerojatnost negativnog testa uz uvjet odsustva bolesti.
Specifi¢nost je jednaka omjeru ispravno prepoznato zdravih odnosno negativnih i ukupnog broja

stvarno zdravih te je definirana izrazom:

Tablica 4.4. Izracun za specificnost

Bolestan Zdrav
Pozitivan test TP FP TP+ FP
Negativan test FN FN+TN

TP+ PN

TN

P=—""_
5 FP+TN’

(4.5)

gdje je S P oznaka za specificnost.

Uz specifi¢nost se javlja proporcija lazno pozitivnih Cija je ovisnost o specifi¢nosti analogna
kao 1 proporcija lazno negativnih sa osjetljivosti. Dakle zbroj proporcije lazno pozitivnih skupa sa

specifi¢nosti daje broj jedan prema izrazu:
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Tablica 4.5. Izracun za proporciju laZno pozitivnih

Bolestan Zdrav
Pozitivan test TP TP+ FP
Negativan test FN TN FN+TN

TP+ PN

FP

gdje je PL P oznaka za proporciju lazno pozitivnih.

Pomocu prethodna dva parametra, osjetljivosti 1 specifiCnosti, moZe se odrediti i omjer vjero-
dostojnosti testa. Omjer vjerodostojnosti ukazuje na to koliko rezultat testa mijenja vjerojatnost
bolesti. Omjer vjerodostojnosti se racuna drugacije za one rezultate testa koji su pozitivni i one
rezultate testa koji su negativni. Tako je omjer vjerodostojnosti za pozitivan test jednak kvocijentu
senzitivnosti 1 proporcije lazno pozitivnih, dok je omjer vjerodostojnosti za negativan test jednak

kvocijentu proporcije lazno negativnih i specificnosti.

oS
LRY = 20, 47)
gdje je LR oznaka za omjer vjerodostojnosti pozitivnog testa.
1-08
LR = p (4.8)

gdje je LR~ oznaka za omjer vjerodostojnosti negativnog testa.

Omjer vjerodostojnosti se takoder moZe prikazati i kao omjer poslijetestne i prijetestne Sanse

da je osoba bolesna po izrazu:

_ POTS

Lt = PRTS’

(4.9)

gdje je LR oznaka za omjer vjerodostojnosti, POT'S oznaka za poslijetestnu Sansu, PRT'S oznaka

za prijetestnu Sansu.

Pa se tako preko omjera mogu dobiti i prijetestna i poslijetestna vjerojatnost. Prijetestna vjero-

jatnost je definirana sljede¢im izrazom:

PRTS

PRT = ———
h 1+ PRTS’

(4.10)

gdje je PRT oznaka za prijetestnu vjerojatnost.
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Dok je poslijetestna vjerojatnost dana izrazom:

POTS
POT = = o 4.11)

gdje je POT oznaka za poslijetestnu vjerojatnost.

Formula (4.9) takoder vrijedi pri izraCunu poslijetestne Sanse za pozitivne rezultate testa, koja
se oznaCava sa POT'S* i poslijetestne Sanse za negativne rezultate testa, koja se oznalava sa
POT S, dok formula (4.11) vrijedi i za izracun poslijetestne vjerojatnosti za pozitivne rezultate
testa, koja se oznacava sa POT™ i poslijetestne vjerojatnosti za negativne rezultate testa, koja se

oznaCava sa POT .

Osjetljivost 1 specificnost dijagnostickog testa skupa Cine mjere valjanosti testa. To su uvjetne
vjerojatnosti koje se joS nazivaju i nozoloSke vjerojatnosti zato Sto ovise iskljucivo o danoj bolesti,
a ne o njezinoj prevalenciji u uzorku. Prevalnecija predstavlja omjer ukupno stvarno bolesnih
u odnosu na ukupni broj testova. Pa se tako uvode novi parametri PPV, pozitivna prediktivna
vrijednost 1 NPV, negativna prediktivna vrijednost. One su takoder dijagnosticke vjerojatnosti, ali

za razliku od prethodnih ovise 1 o prevalenciji bolesti u uzorku.

Pozitivna prediktivna vrijednost se definira kao omjer ispravno prepoznato bolesnih i ukupnog

broja prepoznato bolesnih prema izrazu:

Tablica 4.6. Izracun za pozitivnu prediktivnu vrijednost

Bolestan Zdrav
Pozitivan test FP TP+ FP
Negativan test EFN TN EFN+TN

TP+ FN | FP+TN

TP

PPV = ——
V=TpiFp

(4.12)

gdje je PPV oznaka za pozitivnu prediktivnu vrijednost.

Negativna prediktivna vrijednost se definira kao omjer ispravno prepoznato zdravih i ukupnog

broja prepoznato zdravih prema izrazu:
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Tablica 4.7. Izracun za negativnu prediktivnu vrijednost

Bolestan Zdrav
Pozitivan test TP FP TP+ FP
Negativan test FN TN | |FN +TN

TP+ FN | FP+TN

TN

NPV = —""
V=N PN

(4.13)

gdje je N PV oznaka za negativnu prediktivnu vrijednost.

4.2. Povezanost uvjetne vjerojatnosti i parametara za analizu dijagnostickog testa

Parametri za analizu dijagnosti¢kog testa se mogu prikazati kao uvjetne vjerojatnosti dogadaja.
Pri analizi dijagnostickog testa moguca su 4 dogadaja: dogadaj A odnosno test je pozitivan, do-
gadaj A¢ odnosno test je negativan, dogadaj B odnosno osoba je bolesna i dogadaj B¢ odnosno

osoba je zdrava.

Uz definirane moguce dogadaje pri analizi dijagnostiCkog testa 1 poznavanje svojstva uvjetne

vjerojatnosti moguce je prikazati osnovne parametre dijagnostickog testa na sljedeci nacin.

Osjetljivost dijagnostickog testa tako predstvalja vjerojatnost to¢nog predvidanja kod bolesnih

osoba te se moZe zapisati kao uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B:
0OS = P(A|B). (4.14)
Specifi¢nost dijagnostickog testa predstavlja vjerojatnost tocnog predvidanja kod zdravih osoba
te se moZe zapisati kao uvjetna vjerojatnost dogadaja A¢ uz uvjet da se dogodio dogadaj B¢:
SP = P(A°|B). (4.15)
Pozitivna prediktivna vrijednost predstavlja vjerojatnost tocnog predvidanja pozitivnog testa

odnosno kolika je vjerojatnost da je osoba sa pozitivnim testom stvarno bolesna te se moZe zapisati

kao uvjetna vjerojatnost dogadaja B uz uvjet da se dogodio dogadaj A:

PPV = P(B|A). (4.16)
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Dok ¢e negativna prediktivna vrijednost predstavljati vjerojatnost tocnog predvidanja negativ-
nog testa odnosno vjerojatnost da je osoba sa negativnim testom stvarno zdrava te se moZe zapisati

kao uvjetna vjerojatnost dogadaja B¢ uz uvjet da se dogodio dogadaj A°:

NPV = P(B°|A°). 4.17)

4.3. Primjer analize dijagnostickog testa

Primjer 4.1. Pojavom bolesti COVID-19 doslo je do potrebe koristenja antigenskih testova. Pri
masovnom testiranju uzet je bris 1000 ljudi kod kojih su unutar tjedan dana prepoznati simptomi
bolesti od kojih 50 osoba stvarno ima bolest COVID-19. Brzim antigenskim testom BAT utvrdeno

je kako je 45 osoba pozitivno na COVID-19 od kojih 5 osoba ima lazno pozitivan nalaz, odnosno
nema bolest COVID-19 te je 955 osoba negativno na COVID-19 od kojih 10 osoba ima laZno

negativan nalaz, odnosno ima bolest COVID-19.

Kako bi se izraCunali parametri potrebni za analizu dijagnostickog testa potrebno je navedene

podatke unijeti u tablicu kontingencije.

Tablica 4.8. Tablica kontingencije BAT testa

Bolestan | Zdrav

Pozitivan test 40 5 45
Negativan test 10 945 955
50 950

Iz prethodne tablice moguce je iS¢itati vrijednosti varijabli T'P, TN, FP, F'N. Tako je broj
stvarno pozitivnih odnosno 7'P jednak 40. Broj laZzno pozitivnih odnosno F'P iznosi 5. Broj
stvarno negativnih odnosno T'N iznosi 945, dok broj lazno negativnih odnosno F'N iznosi 10.
Pomocu navedenih podataka i tablice kontingencije za brzi antigenski test moguce je odrediti

vrijednosti potrebnih parametara za analizu.

Prvo je potrebno izraCunati vrijednosti preciznosti i stope pogreske testa. Preciznost BAT,

brzog antigenskog testa se odreduje prema formuli (4.1) 1 dobiva se:

TP+TN 40 + 945

P — =
h TP+ FP+TN+FN 40+5+945+10

= 0.985. (4.18)

Stopa pogreske BAT, brzog antigenskog testa se odreduje prema formuli (4.2) i dobiva se:

B FP+ FN B 54 10
TP+ FP+TN+FN  40+5+ 945+ 10

ER = 0.015. (4.19)
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1z prethodnih izracuna vidljivo je da preciznost odnosno tocnost brzog antigenskog testa iznosi
98.5%, dok stopa pogreske iznosi 1.5%. Nadalje, potrebno je odrediti osjetljivost 1 specifi¢nost
antigenskog testa. Osjetljivost brzog antigenskog testa odreduje se prema formuli (4.3) na sljedeéi
nacin:
TP 40

OS=Fp 1 FN 50

0.8. (4.20)
Osjetljivost brzog antigenskog testa iznosi 0.8 $to znaci da je Sansa da osoba koja stvarno ima
COVID-19 bude prepoznata kao pozitivna na bolest 80%. Uz poznavanje vrijednosti osjetljivosti

moguce je i odrediti proporciju lazno negativnih prema formuli (4.4):

EFN
PIN = ——=1— =1-08=0.2. 4.21
TP+ FN 0N 0.8=0 ( )

Specifi¢nost brzog antigenskog testa odreduje se prema formuli (4.5):

TN 945
— = 0.9947. (4.22)

P:—:
S FP+TN 950

Dakle, specificnost brzog antigenskog testa iznosi 0.9947 Sto znaci da je Sansa da osoba koja
nema COVID-19 bude na testu prepoznata kao takva, odnosno negativna 99.47%. Pomocu speci-

ficnosti mogucde je odrediti i proporciju laZno pozitivnih prema formuli (4.6):

FpP

PLP = ————
FP+TN

=1—-SP=1-0.9947 = 0.0053. (4.23)
Uz poznate vrijednosti osjetljivosti i specifi¢nosti moguce je odrediti omjere vjerodostojnosti
kako za pozitivne tako i za negativne rezultate testa. Omjer vjerodostojnosti za pozitivne rezultate

testa izraCunava se pomocu formule (4.7):

ON) 0.8

LR" = =
1—-SP 1-0.9947

= 150.94. (4.24)

Omjer vjerodostojnosti za pozitivne rezultate BAT brzog antigenskog testa iznosi 150.94. Poz-
navajuéi omjer vjerodostojnosti za pozitivne rezultate testa moguce je odrediti iznos poslijetestne

Sanse za COVID-19 za pozitivne rezultate preko izraza:

_ POTS
~ PRTS’

(4.25)

Da bi se odredila poslijetestna Sansa iz prethodno navedenog izraza potrebno je izraCunati
prijetestnu Sansu. Znajuci da prijetestna vjerojatnost za COVID-19 iznosi 0.005 pomocu formule

(4.10) moguce je odrediti prijetestnu Sansu za COVID-19:

PRT  0.005
1—PRT 1-0.005

PRTS = = 0.005. (4.26)
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Prijetestna Sansa za COVID-19 iznosi 0.005. Dobivenu prijetestnu Sansu potrebno je uvrstiti u

sljedeci izraz kako bi se dobila poslijetestna Sansa za pozitivne rezultate:

POTS"™ = LR* - PRTS = 150.94 - 0.005 = 0.7547. (4.27)

Dobivenu poslijetestnu Sansu koja iznosi 0.7547 moguce je pretvoriti u posijetestnu vjerojat-

nost pomocu formule (4.11):

POT+ — POTS* 07547
14 POTS+t  1+0.7547

0.43. (4.28)

Na isti nacin se odreduju i vrijednosti parametara za negativne rezultate testa pa se tako do

omjera vjerodostojnosti za negativne rezultate testa dolazi preko formule (4.8):

1-0S 1-08

LR~ — —
r SP 0.9947

0.2. (4.29)

Omjer vjerodostojnosti negativnog testa iznosi 0.2 te je uz poznatu vrijednost prijetestne Sanse

moguce odrediti poslijetestnu Sansu za negativne testove:

POTS™ =LR - PRTS =0.2-0.005 = 0.001. (4.30)

Dobivenu poslijetestnu Sansu koja iznosi 0.001 mogude je pretvoriti u posijetestnu vjerojatnost

pomocu formule (4.11):

POTS™ 0.001
POT™ = =
1+ POTS- 1+0.001

= (0.00099. (4.31)

Nakon izraCunatih mjera valjanosti testa koje ovise iskljucivo o samoj bolesti potrebno je odre-
diti i one koje ovise o prevalenciji bolesti u uzorku. To su, kao §to je i prethodno navedeno PPV,
pozitivna prediktivna vrijednost i NPV, negativna prediktivna vrijednost. Pozitivna prediktivna

vrijednost ¢e se uz pomo¢ tablice kontingecije BAT testa izracunati prema formuli (4.12):

TP 40
— = 0.89. (4.32)

PPV = — =
v TP+ FP 45

Dok ¢e se negativna prediktivna vrijednost BAT testa izraCunati prema formuli (4.13) i biti
jednaka:

TN 945
— = 0.99. (4.33)

NPV =N TFN ~ o5

Iz prethodnih izracuna pozitivne prediktivne vrijednosti i negativne prediktivne vrijednosti
moZe se zakljuciti da je brzi antigenski test ispravno prepoznao 89% osoba koje su pozitivne kao
one koje imaju COVID-19 te da je ispravno prepoznao 99% osoba koje su negativne kao zdrave.

Svi izraCunati parametri brzog antigenskog testa prikazani su u sljedecoj tablici (Tablica 4.9.).



Tablica 4.9. Parametri BAT testa

PARAMETAR | VRIJEDNOST
PR 0.985
ER 0.015
(0N 0.8

PLN 0.2
SP 0.9947
PLP 0.0053
PRTS 0.005
LR 150.94
POTS™ 0.7547
POT™ 0.43
LR~ 0.2
POTS™ 0.001
POT~ 0.00099
PPV 0.89
NPV 0.99

26



27

Primjer 4.2. Testiran je klasifikacijski model koji predvida je li e-mail spam ili nije na temelju
odredenih karakteristika. Model je testiran na uzorku od 500 e-mailova od kojih je 250 spam
e-mailova i 250 legitimnih e-mailova. Testiranjem klasifikacijskog modela dobiveni su sljedeci
rezultati: 225 e-mailova model je prepoznao kao pozitivne odnosno spam e-mailove od kojih je 25
laZno pozitivnih odnosno nisu spam e-mailovi ve¢ obicni te 275 e-mailova kao negativne odnosno

legitimne e-mailove od kojih 50 lazno negativnih odnosno spam e-mailova.

Na temelju dobivenih podataka moguce je napraviti tablicu kontingencije klasifikacijskog mo-
dela kako bi se mogli odrediti njegovi parametri.

Tablica 4.10. Tablica kontingencije klasifikacijskog modela

Spam | Legitiman

Pozitivan test 200 25 225
Negativan test 20 225 275
250 250

Iz prethodne tablice moguce je iS€itati vrijednosti varijabli 7P, TN, F'P, F'N. Tako je broj
stvarno pozitivnih odnosno 7'P jednak 200. Broj lazno pozitivnih odnosno F'P iznosi 25. Broj
stvarno negativnih odnosno 7' iznosi 225, dok broj laZno negativnih odnosno F'N iznosi 50.
Pomocu navedenih podataka i tablice kontingencije za klasifikacijski model moguce je odrediti

vrijednosti potrebnih parametara za analizu.

Prvo je potrebno izraCunati vrijednosti preciznosti i stope pogreske modela. Preciznost klasifi-

kacijskog modela se odreduje prema formuli (4.1):

TP+TN 200 + 225

PR = _ _
R = P T FPY TN+ FN ~ 200 1 25+ 225 + 50

0.85. (4.34)

Stopa pogreske klasifikacijskog modela za predvidanje spam e-mailova odreduje se prema for-

muli (4.2) 1 iznosi:

FP+ FN 25+ 50

E — = —
h TP+ FP+TN+ FN 2004 254 225+ 50

0.15. (4.35)

Iz prethodnih izracuna vidljivo je da preciznost odnosno to¢nost klasifikacijskog modela iz-
nosi 85%, dok stopa pogreske iznosi 15%. Nadalje potrebno je odrediti osjetljivost i specifi¢nost

modela. Osjetljivost se odreduje prema formuli (4.3) na sljedeci nacin:

TP 200

OS=TFTFN ~ 250

=0.8. (4.36)
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Osjetljivost klasifikacijskog modela iznosi 0.8 Sto znaci da je Sansa da model prepozna ispravno
e-mail koji je stvarno spam 80%. Uz poznavanje vrijednosti osjetljivosti moguce je i1 odrediti

proporciju lazno negativnih prema formuli (4.4):

EFN

PIN = — =
TP+ FN

1-05=1-08=0.2. (4.37)

Specificnost klasifikacijskog modela odreduje se prem aformuli (4.5) 1 jednaka je:

TN 225

P: = =
S FP+TN  25+225 09

(4.38)

Dakle specifi¢nost klasifikacijskog modela iznosi 0.9 $to znaci da je Sansa da model prepozna
legitiman e-mail kao takav 90%. Pomocu specificnosti moguce je odrediti i proporciju lazno pozi-

tivnih prema formuli (4.6):

FP

PLP = ————
FP+TN

=1-SP=1-09=0.1. (4.39)
Uz poznate vrijednosti osjetljivosti i specifi¢nosti moguce je odrediti omjere vjerodostojnosti

kako za pozitivhe odnosno spam e-mailove tako i za negativne rezultate testa odnosno legitimne

e-mailove. Omjer vjerodostojnosti za pozitivne rezultate testa izraCunava se prema formuli (4.7):

0S8 08
S 1—-SP  1-09

LR* 8. (4.40)
Omjer vjerodostojnosti za pozitivne rezultate odnosno prepoznavanje spam e-mailova klasi-
fikacijskim modelom iznosi 8. Poznavaju¢i omjer vjerodostojnosti za pozitivhe rezultate testa

moguce je odrediti iznos poslijetestne Sanse za pozitivne rezultate preko izraza:

POTS

LR = 5prg

(4.41)

Da bi se odredila poslijetestna Sansa iz prethodno navedenog izraza potrebno je izraCunati
prijetestnu Sansu. Znajuci da prijetestna vjerojatnost iznosi 0.05 pomocu formule (4.10) moguce
je odrediti prijetestnu Sansu:

PRT 0.05

PRTS = -
RTS == pRrT ~1-005

= 0.0526. (4.42)

Prijetestna Sansa iznosi 0.0526. Dobivenu prijetestnu Sansu potrebno je uvrstiti u sljedeci izraz

kako bi se dobila poslijetestna Sansa za pozitivne rezultate:

POTSY = LR - PRTS = 8- 0.0526 = 0.421. (4.43)

Dobivenu poslijetestnu Sansu koja iznosi 0.421 moguce je pretvoriti u posijetestnu vjerojatnost

prema formuli (4.11):

POTS™ 0.421
POT* = = =
1+ POTST 140421

0.3. (4.44)
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Na isti nacin se odreduju i vrijednosti parametara za negativne rezultate testa klasifikacijskog
modela pa se tako do omjera vjerodostojnosti za negativne rezultate testa dolazi preko formule
(4.8):

1-0S  1-08

LR~ —
& SP 0.9

=0.22. (4.45)

Omjer vjerodostojnosti negativnog testa iznosi 0.22 te je uz poznatu vrijednost prijetestne Sanse

moguce odrediti poslijetestnu Sansu za negativne testove:

POTS™ = LR~ - PRTS = 0.22 - 0.0526 = 0.012. (4.46)

Dobivenu poslijetestnu Sansu koja iznosi 0.012 moguce je pretvoriti u posijetestnu vjerojatnost

prema formuli (4.11):

por- — POTS 0.012

= = = 0.0119. 4.4
1+POTS- 1+0.012 0.0119 447)

Nakon izracunatih mjera valjanosti modela potrebno je odrediti i prediktivne vrijednosti klasi-
fikacijskog modela. To su kao §to je i prethodno navedeno PPV, pozitivna prediktivna vrijednost
i NPV, negativna prediktivna vrijednost. Pozitivna prediktivna vrijednost ¢e se uz pomoc tablice

kontingecije klasifikacijskog modela izraunati prema formuli (4.12):

TP 200

TP+ FP 200+ 25

0.89. (4.48)

Dok ce se negativna prediktivna vrijednost klasifikacijskog modela izracunati prema formuli
(4.13) 1 biti jednaka:

TN 225

NP — = =
v TN+ FN 225450

0.82. (4.49)

Iz prethodnih izraCuna pozitivne prediktivne vrijednosti i negativne prediktivne vrijednosti
moze se zakljuciti da je klasifikacijski model ispravno prepoznao 89% spam e-mailova kao takve
te da je ispravno prepoznao 82% legitimnih e-mailova kao takve. Svi izraCunati parametri klasifi-

kacijskog modela prikazani su u sljedecoj tablici (Tablica 4.11.).



Tablica 4.11. Parametri klasifikacijskog modela

PARAMETAR | VRIJEDNOST
PR 0.85
ER 0.15
(0N 0.8

PLN 0.2
SP 0.9
PLP 0.1
PRTS 0.05
LR* 8
POTS* 0.421
POT™ 0.3
LR~ 0.22
POTS™ 0.012
POT~ 0.0119
PPV 0.89
NPV 0.82
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5. ROC krivulja i AUC vrijednost
5.1. Povijest ROC analize

ROC (Receiver Operating Characteristic) analiza je statistiCka metoda kojoj je svrha procjena
kvalitete nekog sustava u kojem postoji viSe vrijednosti ili klasa koje je potrebno razlikovati kao
Sto su u prethodnim primjerima bili dijagnosticki test sa osobama pozitivnim na COVID-19 1 onim
zdravima te klasifikacijski model Cija je zadaca bila razlikovati spam e-mailove od obi¢nih, legi-
timnih e-mailova. Danas je primjena ove metode Siroko rasprostranjena od medicine i ekonomije
pa do raCunarstva, elektrotehnike i mnogih drugih grana. Kao 1 svaka druga metoda ROC analiza

se kroz povijest postepeno razvijala te je rezultat mnogih istrazivanja i pokusa.

Prva primjena ROC analize zabiljeZena je za vrijeme Drugog svjetskog rata za analizu radara i
detekciju signala. Razvili su je americki inZenjeri kao posljedicu napada na Pearl Harbour 1941.
godine. Ideja razvitka ROC analize je bila izmjeriti performanse radara kako bi na vrijeme mogli

predvidjeti i detektirati prisutnost japanskih zrakoplova.

U ranim 1950-ima ROC analiza se koristi u psihofizici kako bi se procijenila detekcija sla-
bih signala kako kod ljudi tako i kod Zivotinja. Tako je americki psiholog John A. Swets krenuo
proucavati sposobnost ljudi da prepoznaju prisutnost signala uz prisutnost smetnji i Sumova. Na-
kon mnogih istrazivanja Swets je uspio postaviti temelje 1 doprinijeti razvoju signalnog detektora.
Swets je takoder uveo ROC krivulju kako bi vizualizirao cijelu analizu te samim time postavio

temelje za primjenu ROC analize.

Krajem 1960-ih i po¢etkom 1970-ih primjena ROC analize se krece prakticirati 1 u medicini,
posebno u radiologiji. Jedan od najznacajnijih 1 najzasluznijih za razvoj ROC analize u medicini
je americki radiolog William Douglas Lusted. On je u svojim istraZivanjima primijenio ROC
analizu na dijagnosticke testove. U svom djelu Signal Detectability and Medical Decision-Making
objavljenom 1971. godine Lusted je objasnio koncept ROC analize u kontekstu dijagnostickih
testova na primjeru detekcije tumora na rendgenskim snimcima. Takoder je objasnio kako se ovom
metodom mogu poboljSati performanse testova kao i kako da se njima ispravno koriste lijecnici
kako bi se pogreSne odluke pri dijagnostici svele na minimum. Tokom 1970-ih americki statistiCar
Robert Dorfman razvija matematicki okvir za analizu dijagnostickog testa kako bi se omogudila

preciznija procjena performansi istog.

Tokom 1980-ih 1 1990-ih godina dolazi do znacajnog razvoja racunala pa se tako 1 ROC ana-
liza postepeno implementirala u racunalne tehnologije. Razvoj racunalne tehnologije je doprinio
boljem razumijevanju ROC krivulje i njenih karakteristika. Takoder ROC analiza je zahtijevala
mnoge izracune koji su sada uz razvoj raznih softverskih alata postali znatno jednostavniji i pre-

cizniji.
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Pocetkom 2000-ih godina ROC analiza se pokazala i kao vrlo korisna pri evaluaciji tehnika
strojnog ucenja. Tako omogucava bolju procjenu performansi klasifikacijskog modela, usporedbu
viSe modela kako bi se utvrdio kvalitetniji, optimizaciju pragova kako bi se pronasao odgovarajuci
prag klasifikacije, procjenu kvalitete modela za primjerice prijevare ili kreditne ocjene u finan-
cijskom sektoru. Sve u svemu primjena ROC analize je danas Siroko rasprostranjena od vojne

industrije, psihologije, medicine pa do racunarstva, elektrotehnike, ekonomije i financija. [15]

5.2. ROC Krivulja

Graficki prikaz odnosa osjetljivosti odnosno stvarno pozitivne stope i lazno pozitivne stope za
razli¢ite pragove klasifikacije naziva se ROC krivulja. Pomocu nje se mogu u potpunosti prikazati
performanse raznih sustava, klasifikacijskih modela 1 dijagnostickih testova. Dakle ROC krivulja
je graf Cija os apscisa predstavlja lazno pozitivnu stopu odnosno 1-specifi¢nost, dok os ordinata
predstavlja osjetljivost odnosno stvarno pozitivnu stopu. Ona se dobiva tako Sto se za razliCite
pragove odreduju osjetljivost 1 lazno pozitivna stopa te sve te toCke povezane Cine krivulju kao

primjerice na grafu prikazanom na slici 5.1.:
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Slika 5.1. ROC krivulja

Linija koja odgovara testu koji sasvim slu¢ajno moze biti pozitivan ili negativan naziva se
bazi¢na linija. To je linija koja povezuje tocke u kojima je osjetljivost jednaka 1-specifiCnost i

prikazana je na grafu na slici 5.2.:
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Slika 5.2. Bazicna linija

Pomocu ROC krivulje mogude je odrediti koliko je test kvalitetan i to¢an. Sto je ROC krivu-
lja strmija u pocetku odnosno bliZa gornjem lijevom kutu to je test precizniji jer je samim time
osjetljivost jednaka ili blizu 1 kao 1 specifi¢nost, a laZzno pozitivna stopa je jednaka ili blizu 0 Sto
znaci da bi vecina rezultata testa i pozitivnih i negativnih bili precizni. Tako je moguce usporediti
razlicite testove prikazom pripadnih ROC krivulja na istom grafu (slika 5.3). Na tom grafu nalaze
se ROC krivulje za 3 testa.
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Slika 5.3. ROC krivulje razlicitih karakteristika

Iz grafa je vidljivo da se sve 3 krivulje nalaze iznad bazicne linije Sto znaci da se sva 3 testa

mogu uzeti u obzir kao precizni. Najstrmija krivulja Zuta Sto bi znacilo da test sa Zutom krivuljom
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ima najbolje karakteristike odnosno visoku osjetljivost i specificnost te je najtocniji, zatim bi se
nalazio test sa zelenom krivuljom, a kao najmanje precizan od ova 3 testa bi bio test sa plavom

karakteristikom s obzirom na najnize vrijednosti osjetljivosti i specifi¢nosti.

5.3. AUC vrijednost

AUC vrijednost (Area Under the Curve) je numericka mjera za odredivanje ucinkovitosti i pro-
cjenu kvalitete nekog modela ili testa. Kao Sto samo ime kaZe to je povrSina ispod ROC krivulje
odnosno povrsina izmedu ROC krivulje i bazi¢ne linije koja povezuje toc¢ku (0,0) u kojoj je osjet-
ljivost jednaka 0, a specificnost 1 i tocku (1,1) u kojoj je osjetljivost jednaka 1, a specifi¢nost O.
[15]

AUC vrijednosti se krecu u intervalu od 0 do 1. Ukoliko je AUC vrijednost blizu ili jednaka 1 to
znaci da su karakteristike testa izvrsne te da je test ispravno prepoznao sve pozitivne i sve negativne
primjere. Ako je AUC vrijednost blizu ili jednaka 0.5 to znaci da test nema dobre karakteristike
te da nije prepoznao pozitivne i negativne primjere vec ih bira nasumi¢no. Ako je AUC vrijednost
manja od 0.5 i tezi O to znaci da test ne samo da ne razlikuje pozitivne od negativnih primjera
ve€ ih Cesto zamijenjuje, one koji su pozitivni klasificira kao negativne, dok one koji su negativni
klasificira kao pozitivne. Dakle §to je ve¢a AUC vrijednost to je veca sposobnost testa da razlikuje

pozitivne od negativnih primjera.
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Slika 5.4. ROC krivulje

Na grafu na slici 5.4. je vidljiv primjer 2 testa sa ROC krivuljama. Pomocu povrSine ispod
krivulje odnosno AUC vrijednosti moguce je zakljuciti kako Ce test sa zelenom karakteristikom
imati vecu ucinkovitost pri raspoznavanju pozitivnih i negativnih primjera od testa sa plavom ka-

rakteristikom zato Sto je podrucje ispod zelene karakteristike veée nego ono ispod plave.



6. Odredivanje prijelomnih vrijednosti

6.1. Youdenov indeks

Pri analizi odredenog testa ili klasifikacijskog modela koriste se mnogi parametri. Jedan od
znacCajnijih parametara za utvrdivanje kvalitete testa je svakako Youdenov indeks. Youdenov in-
deks je vrlo bitan parametar jer se opisuje pomocu osjetljivosti 1 specificnosti testa. Vrijednosti
Youdenovog indeksa tako se kre¢u od -1 do 1. Sto je vrijednost Youdenovog indeksa manja to
znaci da su osjetljivost i specificnost testa manji odnosno 1osiji, dok vrijednosti Youdenovog in-
deksa koje se krecu bliZe broju 1 oznacavaju vecu osjetljivost i specificnost testa te samim time

kvalitetniji test. Youdenov indeks racuna se prema sljedecem izrazu:
Yi=05S+S5SP -1, (6.1)

gdje je OS oznaka za osjetljivost, a S P oznaka za specificnost te je Y7 oznaka za Youdenov indeks.

Za svaki test postoje takve vrijednosti osjetljivosti i specificnosti da Youdenov indeks testa pos-
tize najvecu mogucu vrijednost. Kada je vrijednost Youdenovog indeksa odredenog testa najveca
tada je moguce odrediti prijelomnu vrijednost testa. Prijelomna vrijednost testa je kriterij testa koji
odreduje klasifikacijsku vrstu, primjerice da se student smatra uspjeSnim ukoliko je poloZio barem

3 predmeta tokom semestra.

6.2. Primjer odredivanja prijelomne vrijednosti

Primjer 6.1. Kolokviju iz kolegija InZenjerska metematika ET pristupilo je 35 studenata. Nakon
kolokvija i objavljenih rezultata testa provedena je anonimna anketa gdje su studenti bili pitani
da li im se kolegij InZenjerska metematika ET svida ili ne svida. Rezultati ankete su bili sljedeci:
28 studenata je izjavilo kako im se kolegij svida, dok je 7 studenata izjavilo kako im se kolegij ne
svida. Uz pomo¢ rezultata kolokvija i anonimne ankete potrebno je odrediti koliki je broj bodova

na kolokviju potreban kako bi se studentu svidao kolegij InZenjerska metematika ET.

Trazeni broj bodova na kolokviju oznacava prijelomnu vrijednost odnosno svi studenti koji
ostvare manje od traZenog broja bodova ¢e vrlo vjerojatno izjaviti kako im se kolegij ne svida,
dok oni koji ostvare vise ¢e vrlo vjerojatno izjaviti kako im se kolegij svida. Kako bi se odredila
prijelomna vrijednost potrebno je za razliite brojeve bodova odrediti osjetljivost i specificnost te
pomocu njih Youdenov indeks. Programski su dobivene vrijednosti specifi€nosti i osjetljivosti za
sve bodovne pragove. U nastavku ¢e se izraCunati vrijednosti Youdenovog indeksa za par sluca-

jeva.
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Tako primjerice za 11.4 boda osjetljivost iznosi 92.86%, dok specificnost iznosi 14.29%. Yo-

udenov indeks za navedene vrijednosti iznosi:

Yi=0S8+ SP —1=0.9286 + 0.1429 — 1 = 0.0715. (6.2)

Za navedeni prag postignut je Youdenov indeks iznosa 0.0715. Kako bi se Youdenov indeks
povecao potrebno je smanjiti osjetljivost odnosno povecati specificnost Sto ¢e se posti¢i dizanjem
bodovnog praga.

Za bodovni prag od 13.5 bodova osjetljivost iznosi 82.14%, dok specifi¢nost iznosi 28.57%, a

Youdenov indeks iznosi:

Yi=05S+SP—-1=0.8214+0.2857 — 1 = 0.1071. (6.3)

Poveéanjem bodovnog praga se uistinu povisila vrijednost specificnost te Youdenov indeks
iznosi 0.1071.

Ukoliko je bodovni prag 18.7 bodova osjetljivost iznosi 71.43%, a specificnost 42.86%. Yo-
udenov indeks za prag od 18.7 bodova iznosi:

Yi=05+SP—-1=0.7143 + 0.4286 — 1 = 0.1429. (6.4)

Ako bodovni prag iznosi 20.65, osjetljivost e iznositi 67.86%, dok Ce specifi¢nost biti 71.43%.

Youdenov indeks ¢e iznositi:
Yi=05+S5SP—-1=0.678 +0.7143 — 1 = 0.3929. (6.5)

Youdenov indeks za prag od 20.65 bodova iznosi 0.3929, §to je dosad ujedno i najveca vrijednost

Youdenovog indeksa.
Poveéanjem bodovnog praga na 23.3 boda osjetljivost iznosi 50%, dok specifi¢nost 71.43%.

Za navedeni slucaj Youdenov indeks iznosi:

Yi=05+S5SP—-1=0.5+0.7143 — 1 = 0.2143. (6.6)

Daljnjim povecanjem praga na primjerice 29.5, osjetljivost iznosi 28.57%, a specificnost 85.71%.

Youdenov indeks jednak je:

Yi=0S+SP—-1=0.2857+0.8571 — 1 = 0.1428. (6.7)

Moze se zakljuciti da ¢e se za bodovni prag veci od 20.65 Youdenov indeks poceti smanjivati
kao i1 za bodovne pragove manje od 20.65. Dakle najve¢i Youdenov indeks iznosi 0.3929 odnosno
prijelomna vrijednost, broj bodova na kolokviju, da bi se studentima svidio kolegij InZenjerska

metematika ET iznosi 20.65, §to je naznaceno i u sljedeoj tablici (Tablica 6.1.).



Tablica 6.1. Prijelomna vrijednost

BODOVNI PRAG | OSJETLIJIVOST | SPECIFICNOST | YOUDENOV INDEKS
11.4 0.9286 0.1429 0.0715
13.5 0.8214 0.2857 0.1071
18.7 0.7143 0.4286 0.1429
20.65 0.6786 0.7143 0.3929
23.3 0.5 0.7143 0.2143
29.5 0.2857 0.8571 0.1428
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7. Primjena ROC analize u umjetnoj inteligenciji
7.1. Matrica konfuzije

U prethodnim poglavljima vec¢ je objaSnjena i prikazana Siroka primjena ROC analize te kolika
je njena korist. ROC analiza tako ima veliku vaznost u danaSnjem svijetu od analize dijagnostickog
testa gdje uz procjenu performansi samog testa pomaze i pri donoSenju pravilne dijagnoze pa do
klasifikacijskih modela poput onog koji ima zadatak razlikovati spam e-mailove od legitimnih e-
mailova. ROC analiza se takoder moZe primijeniti i u umjetnoj inteligenciji (Artificial Intelligence)

kako bi se pomocu testova mogle predvidjeti odredene situacije.

U svim prethodnim primjerima koristila se ROC analiza pomo¢u tablica kontingencije u ko-
Jima su se usporedivali rezultati odredenih testova i modela sa stvarnim stanjima te su se na temelju
tih podataka odredivali parametri i kvaliteta testova. ROC analiza se osim pomo¢u tablica kontin-

gencije moZe provesti i pomocu takozvanih matrica konfuzije.

Matrica konfuzije je tablica koja se koristi kako bi se mogle precizno odrediti vrijednosti i
karakteristike klasifikacijskog modela. Matrica konfuzije je tablica dimenzija 2x2, moZe biti i
drugacijih dimenzija, ali se onda koriStenjem svojstva matrice svaki od ishoda moZe svesti na
dimenzije 2x2. Primjerice ako model podatke moZe klasificirati u 3 razliite klase, onda ce se
od pocetne matrice konfuzije dimenzija 3 x3 dobiti 3 odvojene matrice dimenzija 2x2. Matrica
konfuzije se sastoji od stvarnih vrijednosti i predvidenih vrijednosti odnosno u tablicu se unose
vrijednosti varijabli: T'P koja predstavlja broj ispravno prepoznatih primjera kao pozitivnih, F'P
koja predstavlja broj neispravno prepoznatih primjera kao pozitivnih odnosno broj lazno pozitiv-
nih, T'N koja predstavlja broj ispravno prepoznatih primjera kao negativnih i /'N koja predstavlja
broj neispravno prepoznatih primjera kao negativnih odnosno broj laZzno negativnih. Tablica 7.1.

predstavlja shematski prikaz matrice konfuzije.

Tablica 7.1. Matrica konfuzije

Pozitivan Negativan

Predviden pozitivan TP FP TP+ FP

Predviden negativan FN TN FN+TN

TP+ FN | FP+TN

Pomocu matrice konfuzije mogu se odrediti mnogi parametri koji opisuju karakteristike kla-

sifikacijskog modela. Iz opisa i Tablice 7.1. jasno je vidljivo da su tablica kontigencije opisana

38



39

u 4. poglavlju i matrica konfuzije vrlo bliski koncepti. Vecina parametara dobivenih iz matrice

konfuzije imaju svoje ekvivalente u parametrima dobivenim pomocu tablice kontingencije.

Tako se pomocu matrice konfuzije moze dobiti osjetljivost, koja se joS naziva i odzivom. Odziv
se racuna kao i osjetljivost preko tablice kontingencije prema formuli (4.3) te se oznacava sa RC'.
Pomocu odziva se moZe dobiti vrijednost stope lazno negativnih (False Negative Rate) primjera.
Stopa lazno negativnih primjera je jednaka proporciji lazno negativnih rezultata testa te se racuna

prema formuli (4.4), oznaCava se sa F'N R.

Specificnost dobivena preko matrica konfuzije je jednaka onoj dobivenoj preko tablica kontin-
gencije, racuna se prema formuli (4.5) i oznacava sa S P. Pomocu specificnosti moZe se izraCunati
stopa lazno pozitivnih (False Positive Rate) primjera. Stopa laZzno pozitivnih primjera je jednaka

proporciji lazno pozitivnih rezultata testa, racuna se prema formuli (4.6) 1 oznacava sa F'PR.

Kao i kod tablica kontingencije i kod matrice konfuzije postoje prediktivne vrijednosti. Tako
je preciznost jednaka pozitivnoj prediktivnoj vrijednosti dobivenoj pomocu tablice kontingencije
1 racuna se prema formuli (4.12), oznacCava se sa PR. Negativna prediktivna vrijednost dobivena
pomocu matrice konfuzije jednaka je onoj dobivenoj pomocu tablica kontingencije i raCuna se

prema formuli (4.13) te se oznaava sa N PV'.

Tocnost dobivena preko matrice konfuzije je jednaka preciznosti dobivenoj pomocu tablice
kontingencije pa se tako racuna prema formuli (4.1), ali se oznacava sa AC. Stopa pogreske je
ekvivalentna onoj dobivenoj preko tablica kontingencije pa se tako racuna prem aformuli (4.2) i
oznacava sa [/ R. Pri ROC analizi u umjetnoj inteligenciji ¢e se jos koristiti 1 Youdenov indeks koji

je objasnjen u prethodno poglavlju i raCuna se prema formuli (6.1), a oznaCava se sa Y'i.

Neki od vaznijih parametara pri odredivanju kvalitete modela koji nisu prethodno navedeni su:

F'1-mjera, MCC (Matthews Correlation Coefficient) te balansirana to¢nost.

F'1- mjera je harmonijska sredina izmedu preciznosti i osjetljivosti i racuna se prema sljede¢em
izrazu:
_ 2-PR-RC

Fl=—r——r- 7.1
PR+ RC’ .

gdje je F'1 oznaka za F'1-mjeru.

MCC (Matthews Correlation Coefficient) je parametar koji u obzir uzima sve vrijednosti iz
matrice konfuzije te ocjenjuje cjelokupne karakteristike modela. Vrijednosti koeficijenta se kre¢u
od -1 do 1. Ukoliko je vrijednost koeficijenta -1 to znac¢i da model ima jako loSe karakteristike.
Ukoliko je vrijednost koeficijenta jednaka 1 to znaci da model ima izvrsne karakteristike, dok za

vrijednost koeficijenta O model radi prakticki na sistemu slucajnog odabira. Definiran je izrazom:

.TN — FP.
NCC — TP-TN — FP-FN | 72)
V(TP +FP)-(TP+FN)-(TN+ FP)-(TN + FN)

gdje je M C'C oznaka za MCC koeficijent.
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Srednja vrijednost osjetljivosti i specifinosti naziva se balansirana to¢nost i jednaka je izrazu:

BAC = Rczﬂ, (7.3)

gdje je BAC oznaka za balansiranu tocnost. [16,17,18]

7.2. Primjer ROC analize u umjetnoj inteligenciji

Primjer 7.1. Postotak studenata koji produ odnosno padnu odredeni kolegij jedno je od glavnih
mjerila u danasnjem obrazovnom sustavu. Svakako Sto je broj studenata koji su pali kolegij manji
to je sustav ucinkovitiji. MoZe se pretpostaviti kako bi neki od studenata koji imaju veliku moguc-
nost da padnu kolegij uz odredenu pravovremenu intervenciju, primjerice u obliku individualnog
rada, na kraju ipak savladali kolegij prije nego sto uspiju doprinijeti broju onih koji su pali ko-
legij. Da bi takve situacije bile moguce, potrebno je na vrijeme prepoznati takve studente. Tako
je osmisljen umjetna neuronska mreZa koja ¢e na temelju nekih ulaznih vrijednosti pokusati sto
preciznije predviditi koji studenti ¢e uspjesno poloZiti kolegij Matematika 2, a kojima prijeti pad.
Cilj modela je da se uz ranu prognozu uspjesnosti studenata uspije prepoznati skupina studenata
koji su u opasnosti od pada kolegija. Navedeni model se pri procjeni i dobivenim prediktivnim
vrijednostima sluZi podacima kao sto su: aktivnosti pojedinca na kolegiju i kolegiju prethodniku
odnosno Matematika 1, uspjehu pojedinca tokom srednjoskolskog obrazovanja, uspjehu na maturi

i drugima te su dobiveni sljedeci rezultati: [19]

Tablica 7.2. Matrica konfuzije umjetne neuronske mreze

Prolaz | Pad
Predviden prolaz 22 2 24
Predviden pad 1 13 | 14
23 15

U prethodnoj matrici konfuzije nalaze se dobiveni rezultati umjetne neuronske mreze. Tako
Jje moguce iS€itati vrijednosti varijabli 7P, T'N, F'P, F'N. Broj ispravno predvidenih studenata
koji su prosli kolegij odnosno T'P jednak je 22. Broj neispravno predvidenih studenata koji su
prosli kolegij odnosno oni koji su pali, F'P, iznosi 2. Broj ispravno predvidenih studenata koji su
pali kolegij odnosno T'N iznosi 13, dok broj neispravno predvidenih studenata koji su pali kolegij
odnosno oni koji su prosli, /"N, iznosi 1. Pomocu navedenih podataka iz matrice konfuzije zadane

mreze moguce je odrediti parametre i ocijeniti karakteristike mreze.
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Pri analizi mreZe prvo je potrebno odrediti osjetljivost odnosno odziv i specificnost mreZe.

Osjetljivost zadane umjetne neuronske mreze racuna se prema formuli (4.3) 1 iznosi:

TP 22
re TP+ FN 23 0957 74
Uz poznatu vrijednost osjetljivosti moguce je i odrediti stopu laZzno negativnih prema formuli (4.4):
FN
FNR=———==1—RC =1-0.957 = 0.043. 7.5
TP+ FN (7.5)

Specificnost umjetne neuronske mreze raCuna se prema formuli (4.5) i iznosi:

TN 13
— = 0.867. (7.6)

P:—:
o FP+TN 15

Uz poznatu vrijednost specifi¢nosti mreze moguce je odrediti 1 stopu lazno pozitivnih prema
formuli (4.6):

FP

FPR= ———
R=wprTNn

=1-SP=1-0.867=0.133. (7.7)

Iz prethodno izraCunatih parametara moZe se zakljuciti kako je umjetna neuronska mreza pre-
cizno predvidjela prolaz studenata u 95.7% slucajeva te je precizno predvidjela pad studenata u

86.7% slucajeva.

Sada je potrebno odrediti prediktivne vrijednosti umjetne neuronske mreze. Preciznost mreze

racuna se prema formuli (4.12) i jednaka je:

TP 22
P = - = — = . 1 7.
R TP+FP 24 0.917, 78)
dok se negativna prediktivna vrijednost NPV izraCunava prema formuli (4.13) i iznosi:
TN 13
NPV — = 0.929. (7.9)

TN+ FN 14

Dakle uz poznate prediktivne vrijednosti moguce je zakljuciti kako je umjetna neuronska mreza
imala u 91.7% slucajeva tocne pozitivne predikcije, prolaz studenta, i u 92.9% slucajeva tone

negativne predikcije odnosno pad studenta.

Pomodu parametara preciznosti i osjetljivosti moguée je odrediti /'1-mjeru mreZe prema for-
muli (7.1):
7l 2-PR-RC  2-0917-0.957
~ PR+ RC 0917+ 0.957

= 0.937. (7.10)

Koriste¢i sve vrijednosti iz navedene matrice konfuzije umjetne neuronske mreze, pomocéu
formule (7.2), moguce je odrediti MCC koeficijent koji iznosi:
TP-TN — FP-FN
V(TP+FP)-(TP+FN)-(IN+FP)- (TN + FN)

_ 22-13—-2-1 ot
_\/(22+2).(22+1).(13+2)_(13+1)—. )

MCC =

(7.11)
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Dakle MCC umjetne neuronske mreze iznosi 0.834 Sto oznacava da mreZa ima izvrsne karak-

teristike.

Takoder jo$ jedan od parametara koji koristi sve vrijednosti matrice konfuzije je to¢nost, koja

se racuna prema formuli (4.1) 1 iznosi:

TP +TN 22+13

A — =
¢ TP+ FP+TN+FN 224+2+13+1

= 0.921. (7.12)

To¢nost umjetne neuronske mreze iznosi 92.1%. Tocnost je poput preciznosti 1 negativne pre-
diktivne vrijednosti NPV prediktivna vrijednost pa tako ovaj podatak govori kako su u 92.1%

slucajeva predikcije umjetne neuronske mreze bile ispravne.

Suprotno to¢nosti nalazi se stopa pogreSke koja se racuna prema formuli (4.2):

FP+ FN 241
ER = = =0. 7.13
R TP+FP+TN+FN 22+2413+1 0.079, (7.13)
odnosno umjetna neuronska mreza ima krive predikcije u 7.9% slucajeva.
Balansirana to¢nost mreZe se racuna prema formuli (7.3) i iznosi:
RC+SP  0.957 + 0.867
BAC = i = i =0.911. (7.14)

2 2

Za kraj je potrebno odrediti iznos Youdenovog indeksa umjetne neuronske mreze prema for-
muli (6.1):

Yi=RC+ SP—-1=0.9574+0.867 — 1 = 0.821. (7.15)

Tako Youdenov indeks umjetne neuronske mrezZe iznosi 0.821 §to jo§ jednom kao i MCC ko-

eficijent potvrduje njene izvrsne karakteristike.



8. Zakljucak

Teorija vjerojatnosti pojam je koji se proteze daleko kroz povijest. Tako su se kroz godine
razvijale razne definicije vjerojatnosti. Od samih pocetaka i Laplacea koji je opisao klasicnu
definiciju vjerojatnosti i geometrijsku definiciju vjerojatnosti pa do Kolmogorova i aksiomatske
definicije vjerojatnosti. Sa vremenom je takoder objaSnjena i uvjetna vjerojatnost te matematicki

izrazi poput formule potpune vjerojatnosti i Bayesove formule.

Upravo je ta uvjetna vjerojatnost posluzila kao osnova za razvitak ROC analize. ROC (Receiver
Operating Characteristic) analiza je statisticka metoda koja sluzi za procjenu kvalitete odredenog
testa ili klasifikacijskog modela. Razvoj ove metode krenuo je za vrijeme Drugog svjetskog rata pri
analizi radara i detekcije signala. Tokom godina ROC analiza se krenula koristiti i u raznim drugim
granama poput psihofizike 1 medicine. Danas je primjena ROC analize Siroko rasprostranjena od
psihologije, medicine pa do raunarstva, elektrotehnike, ekonomije i financija. Sirina uporabe
ROC analize vidljiva je i u ovom radu gdje su pomocu tablica kontingencije odredene kvalitete
BAT, brzog antigenskog testa za COVID-19 kao i karakterstike klasifikacijskog modela sa zadacom

prepoznavanja spam e-mailova.

S napretkom tehnologije i racunala doslo je i do digitalizacije ROC analize. Tako je omoguéen
grafi¢ki prikaz ROC analize pomoc¢u ROC krivulje i AUC vrijednosti. ROC krivulja je graficki
prikaz analize koji omogucava prikaz potpunih performansi sustava. Uz to prikazom viSe ROC
krivulja moguce je odrediti koji je model precizniji izraCunom AUC vrijednosti odnosno izra¢unom

povrsine ispod krivulje.

Jedan od vaznijih parametara pri ROC analizi je svakako 1 Youdenov indeks pomocu kojeg je
moguce odrediti prijelomnu vrijednost modela odnosno granicu koja moZe odredivati klasifikacij-
sku vrstu primjera kao Sto je prikazano i u ovom radu na primjeru koliki je potreban broj bodova
na kolokviju da bi se studentu svidio kolegij.

ROC analiza se moZe primijeniti i u umjetnoj inteligenciji kao $to je navedeno u radu gdje je
napravljena analiza klasifikacijskog modela pomocu matrica konfuzije ¢iji je zadatak prepoznati
studente s velikom Sansom da padnu kolegiji u cilju sprjeCavanja takvog ishoda. Sve u svemu ROC

analiza ima Siroki spektar te je jako korisna metoda za vrSenje analize testova 1 raznih modela.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U ovom radu objasnjene su definicije vjerojatnosti, poCevsi od klasicne 1 geometrijske defi-
nicije vjerojatnosti pa do aksiomatske definicije vjerojatnosti. Obradena je i uvjetna vjerojatnost
u ¢ijem kontekstu se opisuju matematicki izrazi poput formule potpune vjerojatnosti i Bayesove
formule. Rad se pretezito bavi ROC analizom 1 njenom primjenom pa je tako objasnjena analiza
testa pomocu tablice kontingencije i opisani su parametri potrebni za analizu testa. ROC analiza
se nastoji grafi¢ki prikazati preko ROC krivulje i AUC vrijednosti. Uvodi se pojam prijelomne
vrijednosti koja se odreduje preko Youdenovog indeksa te je prikazana primjena ROC analize u

umjetnoj inteligenciji pomoc¢u matrica konfuzije.

Kljucne rijec¢i: klasi¢na definicija vjerojatnosti, geometrijska definicija vjerojatnosti, aksiomat-
ska definicija vjerojatnosti, uvjetna vjerojatnost, ROC analiza, tablica kontingencije, ROC krivulja,

AUC vrijednost, Youdenov indeks, matrica konfuzije
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Summary and key words

This paper explains the definitions of probability, starting with the classical and geometric
definition of probability to the axiomatic definition of probability. The concept of conditional
probability is also covered, which allowed us to introduce the law of total probability and Bayes’
formula. The paper is mainly concerned with ROC analysis and its applications. In particular,
the analysis of the test using the contingency table and the corresponding parameters is explained
in detail and with examples. The graphical representation of the ROC analysis, namely the ROC
curve and the AUC value, are also explained. The concept of breaking value is introduced which is
determined by Youden’s index, and the application of ROC analysis in artificial intelligence with

the help of confusion matrices is presented.

Keywords: classical definition of probability, geometric definition of probability, axiomatic de-
finition of probability, conditional probability, ROC analysis, contingency table, ROC curve, AUC

value, Youden’s index, confusion matrix
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