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1. Uvod

Matematika, kao znanost, primjenjuje se u mnogim podrucjima Zivota te predstavlja osnovno

sredstvo za rjeSavanje raznih inZenjerskih zadataka 1 projekata.

Tema ovog rada je Fourierova transformacija diskretnih signala, ¢ija je osnovna zadaca preba-
civanje signala iz vremenske u frekvencijsku domenu. Diskretna Fourierova transformacija ima
Siroku primjenu u obradi signala, a najceSce se koristi za obradu digitalnih signala pomodu al-
goritma brze Fourierove transformacije, FFT (Fast Fourier Transform, engl.). Fourierova tran-
sfomacija, poznata nam je zahvaljujuéi francuskom fiziaru i matematiaru Jean-Baptiste Joseph
Fourieru. Njegov objavljeni rad o protoku topline, pruZa nam temelj za ono $to danas predstav-
lja Fourierovu transformaciju. Navedena transformacija temelji se na ideji, da svaku periodicku

funkaciju moZemo prikazati kao sumu sinusnih funkcija razlicitih amplituda.

Prije opisa diskretne Fourierove transformacije upoznat ¢emo se s definicijom i klasifikacijom
signala te pojedinim obiljeZjima i osnovnim modelima diskretnih signala. U nastavku rada, detalj-
nije opisujemo i izvodimo diskretnu Fourierovu transformaciju te ju prikazujemo kroz jednostavne
matematicke primjere. Nadalje, definiramo njezina matematicka svojstva, poput linearnosti, peri-

odi¢nosti, simetrije, itd.

Diskretna Fourierova transformacija ima Siroku primjenu u raznim podruc¢jima Zivota. Po mno-
gima, jedna od najvaznijih djelatnosti gdje se primjenjuje, je medicina. Sam kraj ovog rada, donosi

nekoliko primjera njezine primjene u medicinskoj dijagnostici.



2. Matematicki zapis signala

Na svakom koraku susre¢emo se sa signalima, bili oni prirodnog ili umjetnog podrijetla. Obi¢no
se signali definiraju kao funkcija po nezavisnoj varijabli, najéesée prostora ili vremena, koja sadrzi
informacije promatranog fenomena. Signali, u vremenskoj domeni, s kojima se Cesto susre¢emo
su brzina, temperatura, tlak, napon, struja, sila te govor, kao najcesée koriSeni oblik signala u Zi-

votu. Jednostavnije, signal je skup podataka ili informacija.
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Slika 2.1. Graficki prikaz govora kao signala, izvor: [1]

Signal, prikazan na slici 2.2., moZemo matematicki jednostavno definirati kao z(t), s ¢ime ozna-
c¢avamo trenutnu vrijednost signala x u trenutku ¢. ¢ se proteZe preko cijele vremenske osi ¢t € R,
osim ako nije posebno naznaceno. R predstavlja skup realnih brojeva, iz ega zakljuCujemo, da

domena signala pripada skupu realnih brojeva. [9]

x(t)]

x(t X/\

0 fy f> 1

Slika 2.2. Graficki prikaz signala x(t), izvor:[9]



2.1. Klasifikacija signala

U svakodnevnom Zivotu susre¢emo se s analognim 1 digitalnim signalima, Ciji prikaz moZemo
vidjeti na slici 2.3. Najcesce prisutni oblici analognog signala u svakodnevnici su temperatura,
zvuk i tlak zraka, dok su stanje prekidaca (ukljucen/iskljucen) i binarni kod u racunalima (0,1)
primjeri digitalnog signala. Razlika izmedu ove dvije vrste signala temelji se na nainu prijenosa
informacija. Analogni signali mogu poprimiti beskona¢no mnogo razlicitih vrijednosti amplitude,
za razliku od digitalnih, koji mogu poprimiti samo konacan broj vrijednosti amplitude. Zbog svoje
pouzdanosti i lakSe obrade, digitalni signali su ¢eS$¢e koriSteni, $to ne znaci da analogni signali

nemaju i dalje vaznu ulogu u mnogim aplikacijama.

x(t

Slika 2.3. Prikaz analognog i digitalnog signala, izvor:[1]

Prijelaz iz analognog u digitalni signal naziva se kvantizacija, Sto je prikazano na slici 2.4. Proces
kvantizacije vazan je korak u digitalizaciji analognih signala i kljuCan je za prijenos i obradu

signala u digitalnom formatu.
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Slika 2.4. Prikaz kvantizacije signala, izvor:[3]



Ukoliko signal ima neprekidnu domenu, ¢ € R, radi se o kontinuiranom signalu, ¢iju vrijednost
u trenutku ¢ ozna¢avamo s x(t).
U slucaju da signal ima diskretnu domenu, govorimo o diskretnom signalu, ¢iju vrijednost ozna-

¢avamo s z[n|.

Kontinuirani signali ne moraju biti neprekidni, ali ih je za njihovu digitalnu obradu neophodno

diskretizirati. Diskretizacija, tj. metoda dobivanja diskretnog signala prikazana je na slici 2.5.

Slika 2.5. Prikaz diskretizacije signala, izvor:[1]

Diskretan signal x[n| dobivamo uzorkovanjem neprekindog signala x.(¢) prema formuli:
zn] = z.(nT), —00 < n < o0, (2.1)

gdje T predstavlja period uzorkovanja, a njegova reciprocna vrijednost je frekvencija uzorkovanja

koja iznosi:

1
= —. 2.2
fo=7 22)
Frekvenciju uzorkovanja moZemo prikazati i kao:
2m
s = —. 2.3
ws = (2.3)

VaZna podjela signala vrsi se na deterministi¢ke i stohasticke ili slucajne signale. Mnogi realni
signali koriste kombinaciju deterministiCe i stohasti¢e komponente. Za primjer moZemo uzeti
glazbeni signal, koji moZe imati odredene deterministicke komponente, poput melodije 1 stohas-
ticke komponente, kao Sto je Sum. Ukoliko odziv signala u trenutku ¢ ovisi iskljucivo o pobudi

prije tog trenutka, govorimo o kauzalnom signalu za koji vrijedi:

o) = 0t <0, (2.4)
tj. ako vrijedi da je:

z(t) =0,t >0, (2.5)

onda je signal antikauzalan. Postoji i nekauzalan signal, koji pocinje prije trenutka ¢ = (. Signale
moZemo jos podijeliti na periodicke 1 neperiodicke signale, ¢iji primjer vidimo na slici 2.3.

Signal z(t) je periodican, ako za konstantu Ty > 0 vrijedi:

z(t) = x(t + Tp). (2.6)



2.2. Energija i snaga signala

Veli¢ina nekog signala izrazava se njegovom energijom ili snagom. Signale energije oznacavat
¢emo s velikim slovom F, a signale snage s velikim slovom P. Energija signala £ predstavlja
mjeru ukupne energije, koju signal sadrZi ili prenosi tijekom nekog vremena te je uvijek pozitivna
vrijednosti. Snaga signala P predstavlja koliko energije signal nosi u prosjeku tijekom nekog
vremena.

Ako je snaga signala jednaka nuli (P = 0), a0 < £ < oo, onda je rije€ o signalu energije.

Definicija 2.1. Energija kontinuiranog signala definirana je izrazom:

+oo +oo
E= /x(t)x*(t)dt:/|x(t)|2dt, 2.7)

gdje x* predstavlja konjugat signala.

Ako je energija signala beskonaCna (£ = 00), a0 < P < oo, onda je rije€ o signalu snage.

Definicija 2.2. Snaga kontinuiranog signala definirana je izrazom:

P = lim l/x(t)x(t) = lim —/]x )|?dt, (2.8)

L—oo I, L—oo L

gdje L predstvalja interval unutar kojeg racunamo snagu signala.
Primjer 2.1. Vremenski kontinuirani signali prikazani su na slici 2.6. Odredimo odgovarajuce

mjere signala. Primjer je preuzet iz [1]. Energiju signala za a) dio zadatka moZemo izracunati

finf w

Slika 2.6. Vremenski kontinuirani signali, izvor:[1]

prema izrazu:

o0

E= /x(t)x*(t)dt = 7|x(t)|2dt = /1t2dt ==




Snagu signala moZemo izracunati prema izrazu:

1
1 2
lz(t)]*dt = lim T(/tht) = lim — =0 (2.10)

P = lim l
T T—o0 T—o0 3T

-1

S
J
8
|
w1 el

Zadani signal je neperiodican signal. MoZemo zakljuciti da je zadani signal, signal energije, s§to
smo analiticki i dokazali (P = 0).
Za b) dio zadatka energija signala /' — oo posto je signal periodican te se srednja snaga peri-

odicnog signala moZe izracunati prema izrazu:

Ty
N 1
1 143! 11 1 1
P=_— H|%dt = Pdt = ——| =—(=—(=2)) = -. 2.11
5o [ era=g [Ra= 5l =SG-m=5 e
Ty -1

MoZemo zakljuciti da je zadani signal, signal snage (E2 — c0)

Osim energije 1 snage vremenski kontinuiranog signala, definirat cemo energiju i snagu vre-

menski diskretnog signala.

Definicija 2.3. Energija vremenski diskretnog signala x|n| definirana je izrazom:

+o0
E= > |z[n]]*. (2.12)

n=—oo

Definicija 2.4. Snaga vremenski diskretnog signala x|n| definirana je izrazom:

P = 2.1
o Z ol @13

Primjer 2.2. Izracunajmo energiju i snagu signala x[n], prikazanog na slici 2.8. Primjer je preuzet

iz [5].

Energija signala moZe se izracunati prema izrazu:

E= ) |z’ =) |z[q]P (2.14)

n=—oo n=-—3
= =9+ |—6]"+|—=3>+[3]* +6]* + |9 = 252. (2.15)

Snaga signala moZe se izracunati prema izrazu:

3

1 2
P=Jim 2N+1 Z 2lll” = Jim SN ngf[”” (2.16)

252
= lim
¢ime zakljucujemo da je zadani signal, signal energije (P = 0).

—0, 2.17)

Signali mogu biti ili signali energije ili signali snage. Periodi¢ni i stohasticki signali su najcescée

signali snage, dok su neperiodi¢ni i deterministicki signali najcesSée signali energije.



x[n]

("
4
=

Slika 2.7. Prikaz diskrenog signala x[n], izvor:[5]

2.3. Operacije sa signalima

U ovom poglavlju, definirat Cemo osnovne operacije signala, kao $to su vremenski pomak i
skaliranje signala. Navedene operacije detaljnije ¢emo objasniti i opisati primjenjujudi literaturu
[1]1[2].

Signale moZemo skalirati ili pomicati za neki iznos, a da im pri tome osnovni oblik ostane isti.

Definicija 2.5. Vremenski pomak signala y(t) definira se prema izrazu:
y(t) :.T(t—to),to € R, (2.18)

pri cemu za ty > 0 originalni signal pomicemo udesno, a za ty < 0 originalni signal pomicemo

ulijevo.

Primjer 2.3. Vremenski pomak signala prikazan je na slici 2.8. Slika lijevo prikazuje originalni
signal y(t). Na slici u sredini imamo prikaz originalnog signala y(t) pomaknutog za 2 udesno,

dok slika desno prikazuje pomak originalnog signala y(t) za 1 ulijevo.

wit1)

wit]
#=2]

Slika 2.8. Vremenski pomak signala, izvor:[1]

Osim vremenskog pomaka signala, definirati ¢emo i operaciju skaliranja signala.
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Definicija 2.6. Skalrianje signala y(t) definira se kao:

y(t) = z(at),a € R, (2.19)

gdje za @ > 1 imamo stezanje ili kompresiju originalnog signala y(¢), a za a < 1 imamo

rastezanje ili ekspanziju originalnog signala y(¢).

— 1
(U3)

x(t)
(3t

E [ 5 = ) s s ]
t t t

Slika 2.9. Signali: y(t), y(3t), y(t/3), izvor:[1]

2.4. Modeli diskretnih signala

Vaznu ulogu u analiziranju signala i sustava imaju osnovni signali, kao $to su jedinicna stepe-
nica, jedini¢na kosina, jedini¢ni impuls i eksponencijalni signal.
U nastavku ¢emo detaljnije opisati neke od osnovnih diskretnih signala, od kojih su jedini¢ni im-
puls i jedini¢na stepenica najznacajniji.

Vrlo Cesto koriSteni signal je jedini¢na stepenica (Heavisideova funkcija), koja ima amplitudu
jednaku jedinici u izvoru, a inace joj je vrijednsoti jednaka nuli. Drugim rijeima, ova funkcija
”skoCi” s vrijednosti O na 1 u trenutku ¢ = 0. Navedena funkcija se koristi za definiranje kauzalnih

signala i signala, koji se ukljucuju u odredeno vrijeme i ostaju ukljuc¢eni neodredeno vrijeme.

Definicija 2.7. Vremenski diskretnu jedini¢nu stepenicu s|n| definiramo kao:

l,zan>0
sln] = (2.20)
0,zan<0

Na slici 2.10. vidimo graficki prikaz jedini¢ne stepenice, tj. step funkcije, generiran u pro-

gramskom jeziku "Matlab”.

Primjer 2.4. Ukoliko promatramo Zarulju s nepoznatim unutrasnjim sklopom spojenu u strujni
krug s baterijom, napona FE, napon na Zarulji moZe se promatrati kao ulazni signal sustava, a
intezitet svjetla L koji Zarulja emitira kao izlazni signal. U tom slucaju, napon moZemo smatrati
Heavisideovom funkcijom amplitude E, pri cemu trenutak t = 0 predstavlja ukljucenje prekidaca.

Ovaj primjer prikazan je na slici 2.11.

Pomocu jedini¢ne stepenice, moZemo definirati vremenski diskretnu jedini¢nu kosinu prika-

zanu na slici 2.12.
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Slika 2.10. Diskretna jedinicna stepenica, izvor: Izradio autor

prekidac
-

o o w1 L

E Zarulja

shema ¢ t
Ulaz: [7{t) = Eult) Odskoeni odziv

Slika 2.11. Prikaz sheme Zarulje i njezin odskocni odziv, izvor:[10]

Definicija 2.8. Jedinicna kosina r|n| definira se kao:

n,zamn >0
rln] =n-s[n| = (2.21)
0,zan<0
5
45
4 [ ]
357
3 L ]
S5t
St
151
i
05
D—El j =3 —"}; =‘I g 1 2 K] 4 5
n

Slika 2.12. Diskretna jedinicna kosina, izvor: Izradio autor
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Za funkcije koje se javljaju u vrlo kratkim vremenskim intervalima kao Sto je udar groma,
kosristi se Diracova ¢ funkcija (jedini¢ni impuls). Ova funkcija u ishodistu ima amplitudu jednaku

jedinici, a inace joj je vrijednsot jednaka nuli.
Definicija 2.9. § funkacija prikazana na slici 2.14. definirana je kao:

l,zan=20
5[] = (222)
0,za n+#0

091

08

07T

06

—= 05T

045

031

02r

017

L@
o $
L&
- #
&)

0
n

Slika 2.13. Jedinicni impuls, izvor: Izradio autor

Osim prethodno navedenih 1 definiranih modela diskretnih signala, definirat cemo joS kom-

pleksnu eksponencijalu prema literaturi. [12]

Pobuda kompleksnom eksponencijalom koristi se za analizu sustava u frekvencijskoj domeni.

Definirajmo najprije kompleksnu eksponencijalu kao:
z(t) = e, (2.23)
gdje s predstavlja slobodnu realnu komponentu.

Definicija 2.10. Opceniti oblik diskretne kompleksne eksponencijale dobiva se otipkavanjem kon-

tinuirane kompleksne eksponencijale s periodom otipkavanja T}:
z[n] = 2(nT},) = ", (2.24)

Otipkavanje u obradi signala predstavlja pretvaranje kontinuiranje velicine u diskretnu. Ako uvr-

stimo u izraz (2.24) da je kompleksna frekvencija s = o + jw dobijemo:
x[n| = elotiw)Tin _ goTonelTon (2.25)

= 7" (coswTyn + jsinwTyn). (2.26)
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Ovisno o kompleksnoj frekvenciji s imamo slucajeve konstantnog (s = 0), eksponencijalnog (w =
0) i harmonijskog signala(oc = 0).
Ako je 0=0 dobivamo diskretnu kompleksnu eksponencijalu:

z[n] = T = I = cos On + 5 sin Q. (2.27)

gdje je Q) = WTy, [rad/s].

Primjer 2.5. Odredimo realni i imaginarni dio kompleksnog eksponencijalnog signala ako je s =

0,5 + j2m. Primjer je preuzet iz [12]. Kompleksna eksponencijala je oblika:

z(t) = e = eI = %5 (cos 2t + jsin 27t), (2.28)

iz Cega slijedi:
R {z(t)} = e” cos 27, (2.29)
Lo{z(t)} = e”" sin 27t (2.30)

Buduci da je 0 = 0, amplitude sinusa i kosinusa rastu s vremenom.



3. Diskretna Fourierova transformacija

Ljudsko uho razdvaja dolazne zvucne valove na njihove sastavne frekvencije mehani¢kim pu-
tem iskoriStavajuci prirodne rezonancije. Naime, razli¢iti Ziv€ani zavrSeci u nasim usima osjetljivi
su na razlicite frekvencije. Ali takoder je moguce matematicki analizirati zvuk kako bi se odredile
njegove sastavne frekvencije. To se moZe uciniti zahvaljujuc¢i metodi koju je osmislio francuski
matematicar i fizicar iz 18. stolje¢a po imenu Jean-Baptiste Joseph Fourier, poznatoj kao Fouri-

erova transformacija.

Slika 3.1. Jean-Baptiste Joseph Fourier, izvor: [4]

Fourier je zakljucio da se svaki valoviti signal, bez obzira koliko slozen, moze prikazati zbra-
janjem mnogo razlicitih valova. Drugim rije¢ima, komplicirane periodi¢ne funkcije, bilo kontinu-
irane ili diskontinuirane, mogu se proSiriti i napisati kao jednostavni valovi matematicki predstav-

ljeni sinusima 1 kosinusima.

Stoga, diskretna Fouierova transformacija je jedan od najvaZnijih algoritama danas. Pripada
u podvrstu Fouirerove analize te se koristi kada promatrani signal nije vremenski kontinuirani,
ve¢ diskretan. Jednostavnije reCeno, kako bismo dobili diskretni signal, kontinuirani signal u
vremenskoj domeni se uzorkuje na nekom intervalu s N uzoraka kako bismo dobili diskretni signal,

a zatim pomocu DFT taj signal prebacujemo u frekvencijsku domenu.

DFT ima Siroku primjernu u obradi signala te se koristi za kompresiju slike i zvuka, kao i za

rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

14
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Analizirajmo sada diskretnu Fourierovu transformaciju.

DFT je zapravo transformacija skupa od N uzoraka i nije kontinuirana funkcija, te predstavlja

2km
N b

Fourierov red periodickog niza, predstavljen je DFT-om kona¢nog niza.

uzorke spektra X (e/*) u tockama w = koji se ponavljaju s 27r. Kao $to ¢emo primjetiti
Uzmimo periodi¢an niz [z,(n)]s periodom N tako, da je z,(n) = z,(n+1- N), gdje je r bilo koji
cijeli broj. Fourierov red zapravo predstavlja zbroj harmonijskih eksponencijalnih skupova, koji
su cijelobrojni videkratnici osnovne frekvencije 2 periodi¢nog niza [z,(n)]. Stoga se, periodi¢an

niz x,(n) moze izraziti kona¢nim Fourierovim redom.
z,(n) = v X, (k)ed nhn (3.1)

gdje je wy = 2Tk, k je cijeli broj, a X,,(k) oznagava spektar periodi¢nog niza x,(n). Ako Zelimo
izracunati koeficijente X, (k) Fourierovog reda iz samog periodi¢nog niza z,(n) to mozZemo uciniti
standardnim postupkom, odnosno nakon mnoZenja izraza (3.1) s ¢~ *%"". a nakon sumacije od 0
do N — 1 dobivamo:

2y (n)e IR = X, (k)el & k=rin. (3.2)

. 2nr 1 .27
Do apm)e T =N X (k) [ D I FE, (3.3)

, 1za kr = mn, m,nsucijelibrojeuvi
S k) _ Jenoros (3.4)
n=0 0, za inae

Gornji izraz je pojednostavljen:

F

27T

xp(n)e ™ V" = Xp(r). (3.5)

i
o

Budu¢i da smo zbog opcenitosti i periodi¢nosti uveli konstantu  mozemo koeficijente X, (k) (u

jednadzbi (3.1)) Fourierovog reda izraunati iz x,(n) koriste¢i izraz:

N—-1
Xp(k) =" wp(n)e I ¥ (3.6)
n=0

Skup koeficijenata Fourierovog reda X, (k) stoga je periodic¢an s periodom N.
Ovi koeficijenti su odredeni za kona¢ne nizove u skladu s jednadZzbom (3.6) za k = 0 do NV — 1,

van toga, njihova vrijednst je 0. Iz svega ovoga vidimo dualnost izmedu vremenske i frekvencijske
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domene u definiranju Fourierovog reda periodi¢nog niza. Jednadzbe (3.1) i (3.6) su stoga par
1 nazivamo ih parom diskretnog Fourierovog reda periodi¢nog niza.Obicno, radi jednostavnosti,

kompleksni eksponent oznacavamo s:

W, =e /¥, (3.7)
Stoga moZemo jednostavnije zapisati kao:
N—-1
Xp(k) = ) x(n) - (W)™, (3.8)
n=0
1 N-1
z,(n) = v X, (k) - W, (3.9)
k=0

Primjer 3.1. Odredimo diskretnu Fourierovu transformaciju sljedecih signala duljine N = 4.

Primjer je preuzet iz [13].

z(n) = Cos(%r), n=0,1,2,3, (3.10)
1 n
z(n) = (5) . (3.11)
Za prvi signal krecemo od formule za diskretnu Fourierovu transformaciju diskretnog signala koja
glasi:
N-1
- 27

Xp(k) = w(n)-e 7wt (3.12)

n=0

Duljina signala jen zadana u zadatku i iznosi N = 4, pa je traZeni spektar:

3
X, (k) = Zcos(%r) ce TR = e IT0 4 e TR L TR L 0L e TTR (3.13)
n=0

Koeficjenti spektra iznose:
X,(0)=0,X,(1) =2,X,(2) =0,X,(3) (3.14)
=1—1-e™ =1 (1" k=0,1,2,3. (3.15)
Na slici 3.2. prikazan je amplitudni i fazni spektar ovog signala.
Kod drugog dijela zadatka vrijedi:

1

X, (k) =Y (Z)r - eI 3.16
(1) =32 e (3.16
o 1 on 1 on 1 _2x
=1- 6_]27k.0 + §€_J2Tk'1 + Ze_j%kz + ge_]%k‘g (317)
Uvrsavanjem moguce varijable k, koeficijenti spektra su sljedeci:
15 3 3 5 3 3
Xp(0)=—,X,(1) == —=7,Xp(2) ==, Xp(3) = -+ =J. 3.18
J0) = 2 X (1) = § — 5 Xp(2) = 2 Xp(B) = + ) (318

Na slici 3.3. prikazan je amplitudni i fazni spektar ovog signala.
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2 1]
1.5
X1
0.5
od 2 &
] 0.5 1 1.5 2.5 3
k
q
0.5
kut
04 9~ &
0.5
-1 L
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3
k

Slika 3.2. Prikaz amplitudnog i faznog spektra za prvi dio zadatka, izvor:[13]

i
1.5
X 1
q
0.5 . T
o
o 0.5 1 1.5 2 25 3
k
0.5
kut of : : %
05 I l 1 L
0.5 1 1.5 2 25 3
k

Slika 3.3. Prikaz amplitudnog i faznog spektra za drugi dio zadatka, izvor:[13]

3.1. Svojstva diskretne Fourierove transformacije

Diskretna Fourierova transformacija ima Siroku primjernu zbog dobrih matematickih svojstava.
U nastavku su opisana i dokazana njezina osnovna svojstva. Detaljniji opis svojstava mozZe se

pronadi u literaturi [7] prema kojoj je obradeno ovo poglavlje.

3.1.1. Linearnost

Svojstvo linearnosti vrijedi u frekvencijskoj i vremenskoj domeni te podrazumijeva da je DFT
linearne kombinacije odredenog broja signala, jednaka linearnoj kombinaciji DFT pojedinacnih

signala.
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Teorem 3.1. Neka su zadana dva vremenski diskretna signala u(n) i v(n) jednakih duljina. Tada
vrijedi da je:
DFT{gu(n) + hv(n))} < gU(k) + hV (k). (3.19)

U slucaju da u(n) i v(n) nisu jednakih duljina, pretpostavlja se da im je pridruZen dovoljan

broj nula kako bi im duljine bile jednake.

Dokaz. Diskretna Fourierova transformacija izraza gu(n) 4+ hv(n), gdje u i v predstavljaju realne

ili kompleksne konstante glasi:

N-1
DFT{gu(n) +hv(n))} = » (gu(n)+ hv(n))e‘j%”k (3.20)
n=0

N-1 N-1
= gu(n)e Nk Z hv(n)e I N (3.21)

n=0 n=0

Koeficijente g i h moZemo izvuéi izvan sume:
N-1 N-1
.o - 27

g ) u(n)eIN" 4 Z v(n)e I Nk, (3.22)

n=0 n=0
te dobijemo pocetnu jednakost (3.19). [

3.1.2. Periodi¢nost

Teorem 3.2. Funkcija y(n) je periodicna s periodom N ako je y(n) = y(n + N).

Pretpostavlja se da su ulazni signali i njihove DFT periodi¢ne. Diskretan kompleksni eksponent

- 27 . ow . .
e I% "k periodi¢an je s periodom N.

Dokaz. Kre¢emo od izraza za DFT:

N-1
DET{y(n)} =Y (k) =Y y(n)e I5"*. (3.23)
n=0
Uvrstimo li da je £ = k£ + N dobijemo:
N-1 )
Y(k+N)=Y y(n)e I~ EN) (3.24)
n=0
N-1
=Y y(n)e 7T =Y (k), (3.25)

3
Il
=)



gdjejek=0,1,...,. N — 1.

Ako u izraz:
N—
E : 2—”nk
k;:

uvrstimo da je n = n + N dobijemo:

L N
yin+ N)=— Y (k)e (n+N)k
N
k=0
L N2
=5 2 Y (k)el Nk i Nk,

Prema Euleru vrijedi da je:
7™ = cos(2mk) + jsin(27k) = 1

te dobijemo:

y(n+ N) = ZY e”QWNk y(n).

3.1.3. KruZni pomak vremenskog niza

Ako promatramo niz,

prikazan na slici 3.4.

x(2)
X(2)
L]
x(3)
X()e < X
x(4) x(n) x(0)
X(4) o X(k) *  X(0)
x(5) o « X(7)
X(5) X(7)
X(6)
X(6)

Slika 3.4. Vremenski niz x(n) i njegov DFT X(k) s periodom 8, izvor:[7]

KruZni pomak niza kako bi se dobio pomaknuti niz

w(n = 1) = {2(7),2(0), 2(1), (2), 2(3), x(4), z(5), 2(6) }

19

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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znaci rotaciju kruga za jedan pomak u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu kako je prika-

zano na slici 3.5.

(1)

X ()W
z(2) 2(0)
x@wg * * x(ywi
z(3) z(n—1) z(7)
x@wg ® X (k)W# * X)W
z(4) z(6)
x@Ewe * x(nwi
L]
z(5)
X(6)W¢

Slika 3.5. Pomaknuti niz x(n-1), izvor:[7]

Niz x(n+m) moZe se dobiti rotiranjem kruga na slici 3.4. u smjeru kazaljke na satu za m poloZaja.
Ako postoji N vrijednosti u nizu, tada su moguci samo N — 1 jedinstveni pomaci. Signal z(n—m)
je signal koji kasni za m uzoraka i z(n + m) je signal koji prethodi za m uzoraka u odnosu na

signal z(n). Zamjenom n = n — m u IDFT dobivamo:

N— N-1
1 2 1
x(n —m) = > jX(k)eﬂ%W—m)k = e IR X (el Kk, (3.33)
k=0 k=0

x(n) i eI ¥k su periodicne funkcije, gdje je n = 0,1,.., N — 1, te vrijedi:
z(n+£m) & T X (k). (3.34)

Pri pomicanju valnog oblika, njegov oblik i amplituda ostaju nepromijenjeni, stoga pomak rezultira
samo promjenom faznog pomaka u frekvencijskoj domeni. Ka$njenje signala x(n) za m uzoraka

stvara fazni pomak od —2Xmk(%-mk) radijana.

3.1.4. KruZni pomak spektra

Suprotnost prethodnog svojstav kojeg smo definirali je da ako se signal u vremenskkoj domeni
pomnoZi kompleksnom eksponencijalnom funkcijom da bi se dobio novi signal u vremenskoj
domeni, tada je spektar novog signala jednak originalnom signalu koji je kruZzno pomaknut za m
pozicija.

IR o X (k 4+ m) (3.35)

Slika 3.6. prikazuje spektar koji je pomaknut za jednu poziciju u smjeru suprotnom od smjera
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Xx(1)
z(2)Wy?
X(2) X(0)
z@W;3 ° ® z(1)Wy!
X(3) X(k-1) X(7)
(Wt * z(n)Wy" * z(0)W?
X(4) X(6)
z(5)Wgs * s(ywgT
.
X(5)
z(B)Wy°

Slika 3.6. Zakasnjeli DFT niz X(k-1), izvor:[7]

kazaljke na satu.

Zamjenimo li k = k£ — m sa u DFT, dobivamo:

N-1 N-1
X(k—m)= Z x(n)e*j%ﬂ"(k*m) = x(n)ej%w"mx(n)e*j%ﬂ"k, (3.36)
n=0 n=0

k=0,1,...,N —1.

3.1.5.  Svojstvo vremenskog obrata

Vremenski obrat niza
z(n) = {x(0),z(1),2(2), z(3), x(4), x(5), z(6), z(7)}, (3.37)
je
z(8 —n) = {x(0),2(7),2(6),2(5), x(4), 2(3), z(2),z(1) } (3.38)
Sto je prikazano na slici 3.7., gdje su vrijednosti niza postavljene u smjeru kazaljke na satu pocevsi

od z(0). Ako je z(n) niz u vremenskoj domeni, njegova Fourierova transformacija u frekvencijskoj

domeni jednaka je X (k) te vrijedi:
(N —n) < X(N —k). (3.39)

Promjenom indeksa frekvencije k = N — k u jednadZbi (3.6) dobivamo:

N-—1 N-—1
X(N = k) =" a(n)ed¥"V=H =N g(n)e! ¥% | =0,1,..., N — 1. (3.40)
n=0 n=0

Suma umnoZaka x(n)e’ ¥ jednaka je sumi X (N — n)e ¥ ", stoga je:

Teorem 3.3.

X(N=k)=Y a(N —n)ed%m (3.41)
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z(6)
X(6)

z(5) z(7)
x(s) * *x()
z(4) z(8 —n) =(0)
x4 *® X(8-k) * X(0)
z(3) z(1)
x@ * *X(1)

-

z(2)

X(2)

Slika 3.7. Vremenski obrat, x(8-n), niza x(n) i njegov DFT X(8-k), izvor:[7]

Primjer 3.2. Pogledajmo DFT par:
x(n)={2—-71,2473,2—3j2,4— 52} & X (k) = {10 — j4,5+ j3,—2 — j4, -5 — j1}, (3.42)
vrijedi:

w(4—n) = {2—j1,4—52,2— 52,243} & X (4—k) = {10—j4, =5—j1, —2—j4,5+;3} (3.43)

3.1.6. Svojstva simetrije

Svojstva simetrije koriste se za smanjivanje potrebne memorije, te u svrhu olakSavanja prora-
cuna pri prikazu i manipulaciji signala. Prije nego $to opiSemo ovo svojstvo, definirat cemo neke
vrste simetri¢nosti periodi¢nog niza z(n), s periodom N .

Niz je parno-simetri¢an ako je:

z(n) = x(N —n). (3.44)
N
2
biti proizvoljne, dok su ostale vrijednosti parno-simetri¢ne u odnosu na te dvije pozicije (x(0),

Niz je neparno-simetrican ako je:

Za parni N, primjer parno-simetri¢nog niza je {9,1,5,3,7,3,5,1}. Vrijednost z(0) i z(3-) mogu

xz(n) = —x(N —n). (3.45)

Za parni N, primjer neprno-simetri¢nog niza je {0,1,4,3,0,—3,—4, —1}. Vrijednosti z(0) i

X (%) moraju biti jednake nuli, dok su ostale vrijednosti neparno-simetri¢ne u odnosu na te dvije

pozicije (z(0), z(5)).

Periodicki niz je poluvalno parno simetri¢an ako je:

z(n) =x(n + g), (3.46)

dok je periodicki niz poluvalno neparno simetri¢an ako je:

z(n) = —x(n + g) (3.47)
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Konjugirana ili hermitska simetrija dana je izrazom:
z(n) =a*(N —n), (3.48)

gdje * oznacava operaciju kompleksne konjugacije, Sto znaci sa su realne vrijednosti parno sime-
tricne, a imaginarne neparno- simetricne.

Kod antihremitske simetrije koja je dana izrazom:
z(n) = —x*(N —n), (3.49)
realne vrijednosti su neparno simetri¢ne, a imaginarne vrijednsoti su parno simetri¢ne.

Teorem 3.4. Prilikom ispitivanja simetricnosti signala definiciju DFT pogodno je raspisati na

realne i imaginarne dijelove kao:

Dokaz.
gl o 2m
Xre(k) + j X m(k) = ;(xRe(n) + jzrm(n))(cos Nnk — jsin Wnk;) (3.50)

Ako je z(n) realan, njegovi imaginarni dijelovi jednaki su nuli. Zatim se izraz (3.50) pojednostav-

ljuje: .
Xpe(k) + 7 Xmm(k) = z_: Zre(n)(cos Q—Wnk — jsin 2—7T7”LI€> (3.51)
— N N
Zamjenom k = N — k dobivamo:
— 2 2
Xre(N = k) + jXim(N — k) = ; wpe(n)(cos = (N — k) — jsin (N —k)).  (352)

Konjugiranjem jednadZzbe s obje strane 1 pojednostavljenjem dobivamo:

N-1

2 2
Xre(N — k) + jXm(N — k) = nz;(xRe(n)(cos Wﬂnk‘ — jsin Wﬂnk‘) (3.53)
= Xge(k) + 1 X1 (k). (3.54)
Prema tome je,
Xre(k) = Xge(N — k), (3.55)
]
Zamjenom k = % — k, dobivamo:
N N
X, = (5 —k)=X, = (3 + k), (3.57)
N N
Xi=(5 -k =X =(5 -k, (3.58)

iz Cega slijedi:
realniz(n) < hermitskiX (k). (3.59)
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3.1.7. Transformacija kompleksno konjugiranog niza

Operacija konjugacije reflektira vektor predstavljen kompleksnim brojem oko realne osi, od-
nosno negira njegov imaginarni dio.

Konjugiranjem obje strane izraza (3.6) dobivamo:
X k)= 2" (n)e ¥ =" 2% (N — n)e I ¥, (3.60)

Uvodenjem supstitucije izraz (3.60) £k = N — k, poprima sljedeci oblik:

N-1
XN —k) =Y a*(n)e? ¥ k=0,1,..,N -1 (3.61)

n=0

Primjer 3.3. Ako je zadan sljedeci transformacijski par x(n) < X (k):
(241,34 52,0 — j1,2 — j3} <3 {8 — jI,6 +il, —2 + jl, —4 + 53}, (3.62)
njegove konjugiranje vrijednosti x*(n) < X*(4 — k) iznose:

{2—41,3— 42,14 j1,2+ j3} < {8+ jl,—4 — j3,—2 — j1,6 — j1} (3.63)

3.1.8. KiruZna konvolucija u vremenskoj domeni

Uz transformacijske parove:
z(n) < X(k), (3.64)

h(n) < H(k),n,k=0,1,..,N — 1. (3.65)
Kruzna kovolucija signala x(n) i h(n) dana je izrazom:

M—

H
—
=
_

i 1

x(m)h(n —m) =Y h(m)z(n —m) = = X(K)H (k)T (3.66)

£
Il

Dokaz. Zamjenom X (k) i H(k) sa odgovarajuéim izrazima za DFT mozemo dokazati da se
kruZna konvolucija dva niza iz vremenske domene mozZe postici izraCunom IDFT produkata frek-

vencijskih koeficijenata pojedinih nizova:

1 N—-1N-—
:NZZ Je I FmE . Zh e IRk . I Tk, (3.67)

k=0 m=0
Promjenom redosljeda sumacije dobivamo:

1N1

2

2

L
2|y

(n—t-m)k (3.68)

Il

=)
f
)

m=0 l



25

Sumacija brojave e/ ¥ ("l=mk — i [n—(+mk jednaka je N zan = [+ m. Akojel #n —m
izraz je jednak nuli pa slijedi da je:
N-1

x(m)h(n —m). (3.69)

m=0

]

Kruzna novolucija dva niza iz frekvencijske domene, podijeljena s N dobiva se izracunom

DFT produkata inverznih transformacija pojedinih nizova:

N-1 N-1

Zx(n)h( )eI Fk = ZX ):% H(m)X(k—m) =

n=0 m=0

Y(k)
—.  (3.70

N ( )
Kruzna korelacija dva niza u vremenskoj domeni, z(n) i h(n), n = 0,1,..., N — 1, dana je

izrazom:

N-1
Yen(n) = Zx*(m)h(n—l—m),n:O,l,...,N— 1, (3.71)

gdje 2*(m) predstavlja kompleksni konjugat od z(m). Izraz (3.70) moZe se zapisati u obliku

operacije konvolucije kao:
Yan(n Zac hin—m),n=0,1,...,N—1, (3.72)

gdje je z* (N —m) IDFT od X*(k). Dakle, kruzna korelacija dva niza u vremenskoj domeni moze
se dobiti izracunom produkata IDFT kompleksno konjugiranje diskretne Fourierove transformacije

prvoj i drugog niza.

yon(n) = % X*(R)H (k) - %%, (3.73)
k=0
1 Nl - 27
Yna(n) = Y5 (N —n) = v H*X (k) - el N, (3.74)
k=0

3.1.9. Zbroj i razlika nizova

Teorem 3.5. Za k = 0, sve vrijednosti e~ Fnk Jednake su jedinici, a vrijednost koeficijenta Y (0)

jednaka je zbroju vrijednsoti ulaznog niza y(n):

Y(0) = z(n). (3.75)

N-2 N-1

Y =3 )= 3 yin). (3.76)

n=0,2 n=1,3
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Primjer 3.4. Za transformacijski par x(n) = {2,1,3,4} < X (k) = {10, -1+ 43,0,—1 — 53},

vrijedi:

X(0)=2+14+3+4, (3.77)
X2)=2+3)—(1+4)=0 (3.78)
U slucaju IDFT:
=
z(0) = — X(k), (3.79)
N k=0
te za parni N vrijedi:
N | N2 N-1
1(5) = (D X(k) = Y X(k)). (3.80)
k=0,2 k=13

3.1.10. Dodavanje nula u niz

Ako promatramo signal s neparnom vrijednosti periode /V, radi lakSeg izracuna DFT, pogodno
je dodati nule u ulazni niz kako bi perioda signala bila parna. Ako dodamo nule na kraj niza x(n)

dobijemo niz y(n),n = 0,1, ....,mN — 1, gdje m predstavlja pozitivan cijeli broj.

y(n) definira se kao:

l,zan=0,1,.... N —1
y(n) = (3.81)

0, za tnae

DFT signala y(n) dana je izrazom:
mN—1
- 27
Y(k)= > y(n)e k"™ k=0,1,..,mN — 1. (3.82)

Kako je y(n) jednak nuli zan > N — 1, dobijemo:

N-1
V)= y(n)eduv™ k=0,1,..,mN — 1. (3.83)
n=0
Zamjenom mk sa k, dobivamo:
N-1
- 27
Y(mk) = y(n)e 7 %™ = X(k),k=0,1,..,N — 1. (3.84)

=0

S

3.1.11. Parsevalov teorem

Ovaj teorem se koristi za izracun snage signala.



Teorem 3.6. Neka su zadana dva vremenski diskretna signala x1(n) i x2(n) te neka je
Flzy(n)} = Xa(k),
F{zy(n)} = Xa(k),

vrijedi:
N-1 | N2
2 z1(n)zy(n) = N kzzo X1(k)X

x5 1 X5 predstaviljaju konjugate kompleksnih signala.

Dokaz. Dokaz izvodimo tako da krenemo od definicije inverzne DFT

1= 2
1a(n) = Y Xk,
=0

prema tome vrijedi:
=,
= — E Xé‘e*j%rk”.
N
k=0

uvrStavanjem x5 (n) vrijedi:

N-1 N-1 =
- 27
ri(n)r3(n) = ) wi(n)5 ) Xz (k)e /¥
n=0 n=0 k=0
Sredivanjem gorenjeg izraza dobijemo
N-1 = N-1
- 27
> ai(n)ay(n) = N X5(k) > awi(n)e I vFn,
n=0 k=0 n=0
iz ¢ega vidimo da je
N-1
2m
z1(n) TN = X (k)
n=0

3.2. DFT u dvije dimenzije

27

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Teorija 2-D signala je zapravo proSirenje teorije 1-D signala. U ovom poglavlju 2-D signal

promatran u vremenskoj domeni nazivamo slikom.

2-D DFT slike dimenzija N x N, definira se kao:

Definicija 3.1.

N—-1 N-1
kl,kg Z Z.I' Tll,ng Wnl 1 an ko kl,kg O ,N— 1.

n1=0n2=0

(3.93)
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2-D inverzba DFT definira se kao:

Definicija 3.2.

1 N—-1 N—-1
z(ny,ny) = X (ky, ko) W™ ™ W™ nyng =0,1,..., N — 1. (3.94)

kl 0 k2=0

3.3. Brza Fourierova transformacija (FFT)

Termin brza Fourierova transformacija koristi se kao skupni naziv za razne algoritme koji nam
omogucuju znatno brzi izracun diskretne Fourierove transfomacije, u odnosu kada bismo izracun
provodili direktno primjenjujuéi izraz (3.6). Zelja za smanjenjem racunskih operacija prilikom
izracuna DFT pojavila se davno, te se prvi u¢inkovitim algoritmom moZze smatrati Cooley-Turkey
algoritam. Cooley-Tukey algoritam je najceS¢e koriSten algoritam za izraCunavanje brze Fouri-
erove transformacije. Cooley-Turkey algoritam razlaze DFT na manje dijelove. Radix-2 DIT je i

najcescée upotrebljavani Cooley-Tukey algoritam.

Izvod krecemo od definicije DFT:

N-1
k)= ay(n)e ¥ (3.95)

Radix-2 prvo raCuna DFT signala s parnim indeksima xy, = ¢, Z2, 24, ..., y_o 1 DFT signala s
neparnim indeksima xo, 1 = x1, 23, x5, ..., Ty _1. Zatim kombinacijom ta dva rezultata dolazimo

do izraza za izracuna DFT. Radix-2 algoritam razdvaja DFT od funkcije z,(k) na dva dijela:

N/2-1 N/2-1
= 3 e TR 3 gy e TR DR (3.96)
- -
Ako u sumi neparnih ineksa izlu¢imo e~/ , gornji izraz poprima oblik:
N/2-1 N/2-1
= Y e IR I Z Tonsre TN — B 4 e mITRQ,, (3.97)

gdje L, oznaCava DFT signala x,, s parnim 1ndeks1ma, a (;, oznacava DFT signala z,, s neparnim
indeksima.

Kompleksni eksponencijal e/ je periodi¢na veli¢ina pa moZemo odrediti X, N
2

N/2-1 N/2 1
k k
ey = § oge IRETIHT) 4 omi Rk 3T dgapge NS 2, (3.98)
a=0
N/2-1 N/2-1
—j 2= mk g2 _j2m e
Xk+% = E Toge INRMETIEMM o omIN e IT E Togpre N2 eTIEmm (3.99)
a=0 a=0
N/2-1 N/2-1
. 27
2T ok _ k;
Xy = E Doge INETH _ oI E Toq+1€ I (3.100)
a=0 a=0

Xppn = By — e INkQ,. (3.101)



4. Primjena diskretne Fourierove transformacije

Fourierova transformacija je temeljni matematicki alat koji se Siroko koristi u analizi signala,
kao Sto smo ve¢ spomenuli u uvodu. Sveprisutna je u mnogim granama medicine pa je tako
sastavni dio formiranja medicinskih slika, kao Sto su rendgenski snimci, MR, CT, te ultrazvuk.
Prilikom snimanja MR slike, pacijent je izloZen jakom magnetskom polju, Sto uzrokuje da atomi
prelaze u odredene energetske razine. Ovi atomi se "ozracuju" emitiranjem radiovalnih signala,
kad se izloZe odredenoj radiovalnoj frekvenciji. Signale, koje emitiraju atomi, sadrZe informacije
o raspodjeli atomske gustoce u tijelu. Ovi signali prikupljaju se kao funkcija vremena i oblikuju
2D ili 3D prostornu domenu, zatim se primjenom DFT prelazi iz vremenske u frekvencijsku do-
menu. Kada se signali prebace u frekvencijsku domenu, provodi se inverzna DFT (IDFT) kako bi
se dobila MR slika. Ova slika prikazuje prostornu raspodjelu signala i omoguéava vizualizaciju
unutarnjih struktura tijela. Informacije iz frekvencijske domene daju nam podatke o amplitudama
1 fazama signala. Amplitude su povezane s intenzitetom signala, dok faze pruZaju informacije o
polozaju i raspodjeli atoma u tijelu. Ovaj postupak omogucava lijeCnicima da dobiju detaljne uvide

u unutarnju strukturu ljudskog tijela.

Ova transformacija primjenjuje se jo§ u mnogim granama medicine, a osim MR slike, ¢esto
se koristi za analizu sr¢anog ritma, tj. elektrokardiograma (EKG). Elektrokardiogram je analogni
signal dobiven otkucajima ljudskog srca te pomoc¢u DFT identificiraju se ritmicki uzorci src¢ane
aktivnosti. Dobiveni signal potrebno je diskretizirati, kao §to smo objasnili u poglavlju 2.1. te pri-
mjenom DFT razlazemo signal na njegove sinusne i kosinusne komponente razli¢itih frekvencija.
Moramo napomenuti da se u stvarnim primjenama cesto koriste puno brzi algoritmi za raCunanje
diskretne Fourierove transformacije kako bi se skratio proces analize i obrade EKG signala. Jedan
od brzih algoritama je FFT algoritam, koji je izveden u prethodnom poglavlju. FFT algoritam

zahtjeva 2Nlog, N koraka transformacije, dok DFT zahtjeva 2/N? koraka transformacije.

Diskretna Fourierova transformacija predstavlja kljucan alat za analizu medicinskih podataka
jer omogucava prebacivanje vremenskih signala u frekvencijsku domenu, §to znatno olakSava ot-

krivanje dijagnoze bolesti.
Uklanjanje i filtriranje Suma iz signala joS je jedno podrucje primjene FFT algoritma.
Primjer 4.1. Skicirajmo signal x(t) pomocu programskog paketa ’Matlab’, koji je zadan izrazom:
x(t) = 3sin(2710t) + 5sin(2w45t). 4.1)
Iz zadanog zbroja signala moZemo ocitati frekvenciju prvoj i drugog signala:
fi=10H,, fo = 45H, 4.2)

Dodavanjem nasumicnog suma izvornom signalu, dobijemo prikaz kao na slici 6.2.
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x(t)
(=1
N\
__\ i

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
[s]

Slika 4.1. Prikaz zadanog signala x(t), izvor: Izradio autor

y(t), x(t)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

Slika 4.2. Prikaz izvornog signala x(t) i zasumljenog signala y(t), izvor: Izradio autor

Nakon diskretizacije i prebacivanja zasumljneog signala u frekvencijsku domenu pomocu F'F'T,
dobivamo prikaz eliminiranog Suma na slici 6.3.
Na frekvencijama f1 i fs koje smo ocitali iz zadanog signala, obicno se pojavijuje znatno nadvi-
Senje. To nadviSenje zapravo predstavlja nas originalni signal x(t), a sve ostalo je Sum koji treba

ukloniti.

Nakon eliminacije Suma, pomocu I F F'T' vracamo se u frekvencijsku domenu, te graficki pri-
kazujemo rekonstruirani signal y(t), oznacen crvenom bojom, te originalni signal x(t), oznacen

plavom bojom.



800 -

PSD

600 -

Slika 4.3. Prikaz eliminiranog Suma, izvor: Izradio autor

x(t), y(t)

e

13 ended by \end{document}. \end{decument} h . L L 1 . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 0.5
t

Slika 4.4. Prikaz originalnog signala x(t) i rekonstruiranog signala y(t), izvor: Izradio autor
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5. Zakljucak

Ovaj rad opisuje diskretnu Fourierovu transformcaiju, opisanu na temelju njezinih karakteris-

tika, primjene i vaznosti.

Diskretna Fourierova transformacija predstavlja kljucan algoritam za obradu i analizu signala.
Koristi se kada promatrani signal nije kontinuiran, ve¢ diskretan, tj. pomocu diskretne Fourierove

transformacije, diskretan signal prebacujemo u frekvencijsku domenu.

Prije detaljnijeg opisa diskretne Fourierove transformacije, na pocetku rada kratko smo opisali
signale, gdje smo dali primjer matematickog zapisa signala te primjere signala u svakodnevnom
Zivotu. Zatim smo opisali proces diskretizacije signala, Sto je neophodno za provodenje diskretne

Fourierove transformacije.

Matematicki zapis diskretne Fourierove transformacije opisan je u treCem poglavlju, kao i
njezin inverz (IDFT). IDFT je korisna za rekonstrukciju signala jer omogucava povratak iz frek-

vencijske u vremensku domenu.

Diskretna Fourierova transformacija ima dobra matemati¢ka svojstva poput lineranosti, peri-

odi¢nosti te Parsevalovog teorema, koji sluzi za izraun energije i snage signala.

Algoritam za brZzi izraCun diskretne Fourierove transformacije, poznat kao brza Fourierova
transformacija (FFT), opisan je u Cetvrtom poglavlju rada. Brzina i efikasnost brze Fourierove

transformacije ¢ine ju neizostavnim algoritmom u znanosti, tehnologiji i inZenjeringu.

DFT i FFT imaju Siroku primjenu u mnogim djelatnostima. Na samom kraju rada stavljen je

fokus na primjenu ovih algoritama u medicini.

Svaka tehnika pa tako i DFT ima svoje dobre i loSe strane. Zbog svoje osnovne zadace, mo-
Zemo analizirati komponente signala u smislu frekvencija. Njezin brZi izracun, poznat kao FFT,
omogucéuje nam prakticnu analizu digitalnih signala, kao 1 brZi proracun kod velikih signala ili
aplikacija. Rezultati dobiveni izracunom DFT mogu biti kompleksni brojevi, $to znaci da imamo

informacije o amplitudi i fazi svake frekvencijske komponente.

Na kraju moZemo zakljuciti da je DFT mocan alat s brojim primjenama.

32



Bibliografija

[1] Sucié, V.: Predavanje "Signali: klasifikacija i svojstva" iz kolegija Signali i sustavi, SveuciliSte
u Rijeci, Tehnicki fakultet, Rijeka, 2018.

[2] Sucié, V.: Predavanje "Signali: osnovni signali i modeli signala" iz kolegija Signali i sustavi,
“ Sveuciliste u Rijeci, Tehnicki fakultet, Rijeka, 2018.

[3] s Interenta, https://www.tutorialspoint.com/digital_communication/digitalq_communica
tion_quantization.htm, 05.06.2023.

[4] s Interneta, https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier, 05.06.2023.

[5] Volarié, I.: "Signali i sustavi - Auditorna vjezba 1, Klasificiranje i osnovna svojstva signala",
Sveuciliste u Rijeci, Tehnicki fakultet, Rijeka, 2022.

[6] Tasic J. F: "Postopki digitalne obdelave signalov", Univerza v Ljubljani, Fakulteta za elektro-
tehniko, 2002.

[7] Sundararajan. D.: "The Discrete Fourier Transform," World Scientific, Singapur, 2001.

[8] s Interneta, https://www.aps.org/publications/apsnews/201003/physicshistory.cfm,
05.06.2023.

[9] Babi¢, H.: "Signali i sustavi”, SveuciliSte u Zagrebu, Fakultet elektrotehnike i raunarstva,
Zagreb,1996.

[10] Dokié, D.: Signali i sustavi, s Interenta, Prva Kragujevacka Gimnazija, Kragujevac, 2016.
[11] Jeren, B.: Signali i sustavi, Skolaska knjiga, Zagreb, 2021.
[12] Vranki¢, M.: "Signali 1 sustavi, zbirka rijeSenih zadataka," Graphis, Zagreb, 2016.

[13] sInterneta: https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/8tjedan_zzv_rjesenja%S5B2%5D.pdf,
05.06.2023.

33



Sazetak i kljuCne rijeci

U ovom radu obraduje se diskretna Fourierova transformacija, navode se njena matematicka
svojstva i primjena. U uvodnom dijelu rada objaS$njen je matematicki tretman signala i njihova
klasifikacija te su navedeni neki klasi¢ni modeli signala. Poseban naglasak stavljen je na modele
diskretnih signala. U glavnom dijelu rada opisana su sva bitna svojstva diskretne Fourierove tran-
sformacije te algoritam FFT koji koristimo za njeno raCunanje. U zavrSnom dijelu rada opisane su

neke primjene diskretne Fourierove transformacije.

Kljucne rijeci: signal, domena, Fourierova transformacija, diskretna Fourierova transformacija,

brza Fourierova transformcacija, primjena
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Summary and key words

This paper deals with discrete Fourier transformation, its mathematical properties and appli-
cation are stated. In the introductory part of the paper, the mathematical treatment of signals and
their classification is explained, and some classic signal models are listed. Special emphasis is
placed on discrete signal models. In the main part of the paper, all the essential properties of the
discrete Fourier transform and the FFT algorithm we use for its calculation are described. In the

final part of the paper, some applications of discrete Fourier transformation are described.

Keywords: Signal, domain, Fourier transform, discrete Fourier transform, fast Fourier tran-

sform, application
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A Matlab kodovi

Jedini¢ni impuls:
n=-5:5;
delta=(n==0);
stem (n,delta, ’filled’);
xlabel(’n’);
ylabel(’s[n]’);

Jedini¢na stepenica:
n=-5:5;
u_step=(n>0);
stem(n,u_step, ’filled’);
xlabel(’n’);
ylabel(’s[n]’);

Jedini¢na kosina:
n=-5:5;
ramp=n.*(n>=0);
stem(n,ramp, ’filled’);
xlabel(’n’);
ylabel(’r[n]’);

Pomaknuta jedini¢na kosina:
n=-5:15;
x=(n-5).*((n-5)>=0);
stem(n,x, filled’);
xlabel(’n’);
ylabel(’r[n]’);

Uklanjanje Suma:
clear all;
close all;
clc;
dt=0.01;
t=0:dt:4;
x=3*sin(2*pi*10*t) + S*sin(2*pi*45*t);
figure(1); %graficki prikaz signala
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plot(t,x,’LineWidth’ ,2);
xlabel(Ct[s]’);
ylabel(’x(t)’);

xlim([0 0.5]);

ylim([-7 7]);

y=x-+rand(size(t)); %ogenerirani Sum
figure(2);
plot(t,y,’r’,;’ LineWidth’,2);
hold on; %prikaz dva ili viSe signala na istom grafu
plot(t,x,’LineWidth’,2);
xlim([0 0.5]);
ylim([-8 8]);
xlabel(’t);
ylabelCy(v), x(1)");
set(gca, LineWidth’,1.2,’FontSize’,16); %prilagodavanje parametara grafa

figure(3);
stem(t,y,r’,’ LineWidth’,1.2); %diskretizacija signala
xlabel(’t);
ylabelCy(t)");

N = length(t); %definiranje N uzoraka po cijeloj vremenskoj osi (N=1000)
Y = fft(y,N); %racunanje brze Fourierove transformacije
PSD = Y.*conj(Y)/N; %PSD=YY*/N
f = 1/(dt*N)*(0:N); %frekvencija
L = 1:floor(N/2); %prikaz pola ukupnog raspona frekvencije
figure(4);
stem(f(L),PSD(L),’r’, LineWidth’,1.5);
xlabel(’f”);
ylabelCPSD’);
set(gca, LineWidth’,1.2,’FontSize’,16);
koef = PSD>100;
PSDc = PSD.*koef; %eliminiranje ostalih frekvencija

figure(5);
stem(f(L),PSDc(L),’r’, LineWidth’,1.5);
xlabel(’f);
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ylabelCPSD’);
Y = koef.*Y;
y = ifft(Y);

figure(6);
stem(t,y,r’,’ LineWidth’,1.5);
xlim([0 0.5]);
ylim([-8 81);
xlabel(’t’);
ylabel("y(t)");

figure(7);
plot(t,x,’ LineWidth’,2);
hold on;
plot(t,y, r’,;’ LineWidth’,2);
xlim([0 0.5]);
ylim([-8 8]);
xlabel(’t’);
ylabel("x(t), y(t)');
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