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1. Uvod

Fourierova metoda rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi jedan je od vaZnijih mate-
matickih alata u proucavanju procesa prijenosa topline, a koristi se za analizu i rjeSavanje jed-
nadzbe provodenja topline. RjeSavanje jednadzbe provodenja topline klju¢no je za razumijevanje

1 predvidanje raspodjele temperature u razli¢itim sustavima.

Prije nego Sto udemo u detalje Fourierove metode, vazno je razumjeti osnovne koncepte provo-
denja topline. Prijenos topline odvija se kroz materijal kada postoji temperaturna razlika izmedu
dviju to¢aka. JednadZzba provodenja topline opisuje promjenu temperature u prostoru i vremenu
1 obicno se izrazava kao parcijalna diferencijalna jednadzba. Fizikalni aspekt provodenja topline
obraden je u idu¢em poglavlju rada, gdje smo dali i kratki povijesni pregled najvaznijih radova i

istrazivanja vezanih za toplinu od antike pa do danasnjeg vremena.

Fourierova metoda temelji se na ideji da se bilo koja funkcija koja zadovoljava odredene
uvjete moze izraziti kao zbroj sinusnih i kosinusnih funkcija. Ova tehnika omogucuje rjeSava-
nje jednadZbe provodenja topline razdvajanjem varijabli i prevodenjem parcijalne diferencijalne
jednadZbe u skup obicnih diferencijalnih jednadzbi. Ova ideja bit ¢e objaSnjena u treCem poglav-
lju, dok ¢e se u Cetvrtom poglavlju prikazati primjena Fourierove metode na konkretno rjeSavanje

jednadzbe provodenja topline.

U petom poglavlju rada dati ¢emo formu jednadzbe u razliCitim koordinatnim sustavima, a
u Sestom poglavlju ¢emo istaknuti kontekst primjene dobivenih rjesenja u elektrotehnici, gdje su

procesi prijenosa topline od velike vaznosti.

Cilj ovog rada je pruziti temeljno razumijevanje Fourierove metode za rjeSavanje jednadzbe
provodenja topline te prikazati primjenu dobivenih rjeSenja u elektrotehnici. To nam omoguduje
proucavanje i predvidanje raspodjele temperature u materijalima te razumijevanje toplinskih pro-

cesa povezanih s elektrotehnikom.



2. Toplina u kontekstu fizike i povijesni pregled istrazivanja topline

Ovaj ¢emo rad zapoceti kracom fizikalnom definicijom topline. Toplina je znanstveni kon-
cept koji je igrao klju¢nu ulogu u razumijevanju prirode i njezinih zakonitosti tijekom povijesti.
Proucavanje topline proslo je kroz znacajan razvoj, a otkrica i istrazivanja koja su se provodila u
tom podruéju omogudila su dublje razumijevanje termickih procesa i stvaranje termodinamike kao

discipline.

Toplina, oznaCena simbolom (), je fizikalna veli¢ina koja opisuje energiju koja se prenosi s
toplijeg tijela na hladnije. Mjerna jedinica topline je dzul (.J), dok je stara jedinica kalorija (cal)
koja iznosi 4,186 J. KoliCina topline koja se razmjenjuje kada se dva tijela razliitih temperatura
dodiruju ovisi o toplinskom kapacitetu tijela C, koji je odreden masom m i specifi¢nim toplinskim
kapacitetom c tvari od koje je tijelo sacinjeno, te temperaturnoj razlici AT". Stoga se moze izraziti

kao

Q= CAT @.1)
ili
Q = cmAT. (2.2)

Jedan dzul definiran je kao koli¢ina energije koja je potrebna da bi se obavio rad od jednog
newton-metra. MoZe se izraziti i kao koli¢ina energije koja se prenosi kroz provodnik kada se na

njemu vrsi rad od jednog vata tijekom jedne sekunde.

Toplina se temelji na kineti¢koj energiji Cestica unutar tijela ili sustava. Kada se tijelo zagrijava,
unutarnja kineticka energija Cestica povecava se, Sto rezultira porastom temperature. Kada se tijela
nalaze na razliitim temperaturama, toplina se spontano prenosi iz tijela vee temperature na tijelo

niZe temperature sve dok ne postignu ravnotezu.

Termodinamika je grana fizike koja se bavi proucavanjem topline 1 njezinih ucinaka na tijela i
sustave. Ona se temelji na osnovnim zakonima o ocuvanju energije i entropiji te pruZa matematicki

okvir za opisivanje termickih procesa. [1]

2.1. Povijesni pregled istrazivanja topline

Nakon $to smo objasnili Sto je toplina, moZemo se upoznati i s osobama koje su, svaka na svoj

nacin pridonijele razumijevanju termodinamike.

Jo§ u antickoj Grckoj, filozofi su razmiSljali o prirodi vatre 1 procesima zagrijavanja. Heraklit,
grc¢ki filozof koji je Zivio oko 500. pr. Kr., vjerovao je da je vatra osnovna supstancija svijeta.

Smatrao je da je vatra rezultat stalnih promjena i kretanja. Demokrit, filozof iz istog razdoblja,



takoder se bavio proucavanjem prirode vatre. On je smatrao da je vatra posljedica kretanja i sudara

atoma. [4]

U Rimskom Carstvu, inzZenjer Hero iz Aleksandrije (10.-70. n. e.) proveo je istraZivanja o
primjeni pare. Hero je opisao principe parnog stroja i parnog tlaka te je koristio paru kao izvor

topline za pokretanje mehanickih uredaja.

Srednji vijek donio je napredak u proucavanju toplinskih fenomena, posebno medu islamskim
znanstvenicima. Al-Kindi (9. stoljece) proucavao je termodinamiku pare i primijetio je da se para
moZe koristiti za pokretanje mehanickih uredaja. Alhazen (965.-1039.) proucavao je lom svjetlosti

i primijetio da svjetlost mozZe generirati toplinu.

U doba renesanse, znanstvenici su nastavili istraZivati toplinske fenomene. Leonardo da Vinci

(1452.-1519.) eksperimentirao je s prijenosom topline kroz provodenje i konvekciju.

Galileo Galilei (1564.-1642.) proucavao je Sirenje topline i promjene volumena tvari pri pro-
mjeni temperature. Jedan od Galileovih doprinosa bio je njegov rad na eksperimentima s toplinom
i Sirenjem tvari. Promatrajuci promjene u volumenu tvari pri razli¢itim temperaturama, primije-
tio je da se tvari Sire kada se zagriju i skupljaju kada se ohlade. Ovi eksperimenti doprinijeli su

razumijevanju veze izmedu temperature i promjena u fizickim svojstvima tvari.

Galileo je takoder istraZivao Sirenje tekucina, posebno vode, pri promjeni temperature. Opa-
Zajuci da se voda Siri kada se zagrije i skuplja kada se hladi, dao je vaZan doprinos razumijevanju

toplinskog Sirenja i koncepta toplinskog volumena.

Pojam temperature takoder se mozZe pripisati Galileu. Smatrao je da je temperatura mjerilo
topline tijela i da se moze kvantitativno izraziti. Ovaj koncept temperature bio je temelj za daljnji

razvoj termodinamike i proucavanje toplinskih svojstava tvari.

U 18. stoljecu, razvoj proucavanja topline bio je obiljeZen znacajnim otkri¢ima i napretkom u
razumijevanju toplinskih procesa. Kaloricka teorija bila je jedna od klju¢nih teorija toga razdoblja,

koja je pokuSavala objasniti prirodu topline i njezin prijenos.

Jedan od vaznih znanstvenika tog razdoblja bio je Joseph Black (1728.-1799.), koji je proveo
istrazivanja o grijanju tvari i promjenama temperatura. On je uveo pojam latentne topline, koji se
odnosi na toplinu koja je potrebna za promjenu agregatnog stanja tvari bez mijenjanja temperature.

Blackova istrazivanja bila su klju¢na za razumijevanje toplinskih svojstava materije.

Nadalje, Benjamin Thompson (1753.-1814.), poznat i kao grof Rumford, bio je znanstvenik
Cija su istrazivanja doprinijela razumijevanju prijenosa topline. Njegovi eksperimenti s buSenjem
toplovodnih cijevi doveo su do otkrica da se toplina moZe generirati trenjem. Rumfordova otkrica

suprotstavila su se kalorickoj teoriji i sugerirala da toplina nije materijalna tvar, ve¢ oblik energije.
U isto vrijeme, Henry Cavendish (1731.-1810.) pridonio je proucavanju termokemije, istra-
zujuci kemijske reakcije koje proizvode toplinu. Njegova istraZivanja o kemijskim reakcijama i

toplinskim promjenama pridonijela su daljnjem razumijevanju veze izmedu kemijskih procesa i



topline.

Kaloricka teorija, koja je prevladavala u 18. stoljecu, tvrdila je da toplina predstavlja tvar koja
se prenosi izmedu tijela. Prema ovoj teoriji, toplina se prenosi putem tvari koju su nazivali "kalo-
ric". Kaloricka teorija pokuSavala je objasniti procese grijanja, hladenja i mijenjanja temperatura

na temelju prijenosa kalorika. [4]

Medutim, tijekom 18. stoljeca, s razvojem eksperimentalnih tehnika i daljnjim istraZivanjima,
pocele su se javljati sumnje u kaloricku teoriju. Krajem 18. i poetkom 19. stoljeca, termodina-
mika je postala sveobuhvatnije podrucje koje je revidiralo i nadmasilo kalori¢ku teoriju, nudeci

novi pristup razumijevanju toplinskih procesa i energije.

U 19. stoljecu, proucavanje topline doZivjelo je znacajan napredak, a znanstvenici su nastavili
istrazivati 1 razumijevati prirodu toplinskih fenomena. U ovom razdoblju dolazi do velikog ra-
zvoja. Termodinamika je postala klju¢no podrucje proucavanja topline, a posebno su se istaknula
trojica znanstvenika. Sadi Carnot, francuski inZenjer, formulirao je temelje termodinamike u svom
radu naziva "RazmiSljanja o motornoj snazi vatre" 1824. godine. Carnot je istraZivao rad parnih
strojeva i proucavao njihovu ucinkovitost. U svom radu, Carnot je postavio temelje za koncept
termodinamickog ciklusa i uveo pojam idealnog termodinamickog stroja, koji se naziva Carnotov
stroj. Njegove ideje postavile su temelje za razumijevanje maksimalne ucinkovitosti toplinskih

strojeva. [4]

Rudolf Clausius, njemacki fizicar, bio je kljucni znanstvenik koji je razvio matematicki forma-
lizam termodinamike. On je formirao drugi zakon termodinamike, poznat kao Clausiusov zakon,
koji je dao kvantitativni opis prijenosa topline izmedu tijela razlicitih temperatura. Clausius je uveo
koncept entropije kao mjeru disperzije energije i definirao je entropiju kao mjeru ireverzibilnosti u

termodinamickim procesima.

William Thomson, poznat kao Lord Kelvin, takoder je pridonio razvoju termodinamike. On je
predlozio termodinamicku ljestvicu apsolutne temperature, poznatu kao Kelvinova ljestvica, koja
je postala temelj modernog mjerenja temperature. Kelvin je takoder dao svoj doprinos razumi-
jevanju termodinamicke ravnoteZe 1 proucavanju termodinamickih procesa u sustavima s niskom

temperaturom.

Naravno, treba spomenuti i ¢ovjeka po kojem je nazvana sama mjerna jedinica za toplinu -
James Joule, engleski fiziCar, proveo je znaCajna istraZivanja koja su povezala toplinu i mehaniku.
Njegov eksperimentalni rad otkrio je vezu izmedu rada i topline, Sto je rezultiralo formulom poz-
natom kao Jouleov zakon. Joule je pokazao da se energija moZe pretvarati izmedu mehanickog

rada i topline te je eksperimentalno potvrdio zakon o oCuvanju energije.

Na slici 2.1 s lijeva na desno nalaze se, kao i u redu pojavljivanja u ovom tekstu Sadi Carnot,

Rudolf Clausius, Lord Kelvin i James Joule.

U drugoj polovici 19. stoljeca, James Clerk Maxwell, Skotski fizi¢ar, ostvario je znacajan na-

predak u razumijevanju veze izmedu elektromagnetizma i topline. Maxwell je formulirao skup



Slika 2.1. Znanstvenici iz 18. stoljeca, izvor: [18]

jednadzbi poznatih kao Maxwellove jednadZbe, koje su objedinile elektricne i magnetske feno-
mene u jedan skup jednadzbi. Ove jednadZbe, objavljene 1865. godine, predstavljaju temelj elek-

tromagnetne teorije.

Maxwellove jednadZbe opisuju elektromagnetske valove koji se mogu Siriti i prenositi energiju
kroz prostor. Maxwell je pokazao da elektromagnetsko zracenje, ukljucujuci vidljivu svjetlost, ima
valnu prirodu te se moZe interpretirati kao oblik energije koji se prenosi putem elektromagnetskog
polja. Ovo otkrice je bilo klju¢no za razumijevanje kako se toplina moZe prenositi elektromagnet-

skim zracenjem.

Maxwellove jednadZzbe su postavile temelje za daljnji razvoj elektromagnetizma i omogucile
su razumijevanje elektromagnetskih fenomena u kontekstu toplinske energije. Ova otkri¢a imala

su velik utjecaj na razvoj optike, elektrotehnike i telekomunikacija.

Uz Maxwella, drugi fizicari poput Heinricha Hertza 1 Henrika Lorentza pridonijeli su razvoju
elektromagnetizma i objasnjavanju veze izmedu elektromagnetskog zraCenja i topline. Njihovi
eksperimenti i teorije dodatno su proSirili nase razumijevanje elektromagnetizma i doprinijeli su

razvoju moderne fizike i primjene elektromagnetskog zracenja u tehnologiji.

Kasnije u 19. stoljecu i ranih 20. stoljeéa, razvoj kvantne mehanike znacajno je utjecao na

nase razumijevanje toplinskih fenomena na mikroskopskoj razini. Znanstvenici poput Maxa Plan-



cka, Alberta Einsteina 1 Nielsa Bohra pridonijeli su razvoju kvantne mehanike i objasnili kako se
energija apsorbira i ispusta u diskretnim kvantama, Sto je imalo implikacije na toplinske procese i

elektromagnetsko zracenje.

2.2. Joseph Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier roden je 21. oZujka 1768. godine u Auxerreu, malom gradicu u
Burgundiji u danasnjoj Francuskoj. Bio je deveto dijete u obitelji, a otac mu je bio kroja¢. Rano
je ostao bez oba roditelja (postoje razni izvori, ali svaki navodi dob ispod 10 godina), ali zahvalju-
juci izvanrednom talentu za matematiku i mehaniku kojeg je pokazivao ve¢ u ranoj dobi uspio je
nastaviti Skolovanje. Upisao je u osnovnu Skolu Pallais u Auxerreu, gdje je ucio iz latinski 1 fran-
cuski jezik. Medutim, njegovi matematicki talenti bili su izvanredni te se mladi Fourier odlucuje
izobrazbu posvetiti znanosti. U dobi od 13 godina, vec je izucio svih Sest svezaka matematickog
djela "Cours de mathématique" Etiennea Bézzouta. Njegove matematicke sposobnosti prepoznate

su, te je u dobi od 15 godina osvojio prvu nagradu za proucavanje mehanike.
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Slika 2.2. Joseph Fourier i naslovnica prvog izdanja "Analiticke teorije topline", izvor: [18, 19]

Sa samo 18 godina, predstavio je svoj istrazivacki rad o algebarskim jednadZbama u Francuskoj
kraljevskoj akademiji znanosti. Kasnije je upisao studij teologije u benediktinskoj opatiji Saint-
Benoit-sur-Loire, ali je ubrzo shvatio da je njegova strast ipak u znanosti. Prebacio se na Ecole

Royale Militaire kako bi studirao matematiku i posvetio se znanstvenom i obrazovnom radu.

Nakon zavrsetka Skolovanja, Fourier se vratio u Auxerre, gdje je postao profesor matematike
u Benedictine Collegeu i istovremeno je nastavio raditi na svojim istraZivanjima. No, Zivot u
Auxerreu bio je obiljeZzen burnim politickim dogadajima tijekom Francuske revolucije. Fourier
je isprva aktivan sudionik u lokalnom Revolucionarnom odboru Auxerrea, privucen egalitarnim
idejama revolucije. Medutim, kasnije se razocCarao u revoluciju zbog velike koli¢ine nasilja koju
Jje prouzrocila te se neuspjeSno pokusao se povuci s politicke scene. Ipak, uhicen je 1794. godine
zbog optuzbi za revolucionarne i teroristicke aktivnosti. Nakon $to je Robespierre smaknut, Fourier

je osloboden.



Njegova Zelja za istraZivanjem odvela ga je u Egipat, gdje je sudjelovao u Napoleonovoj egi-
patskoj ekspediciji kao znanstveni savjetnik. Tijekom svog boravka u Egiptu, Fourier se bavio ma-
tematickim istraZivanjima, ali i aktivno sudjelovao u administraciji i arheoloskim istrazivanjima.
Ovo iskustvo pruzilo mu je priliku za istrazivanje i dokumentiranje egipatske kulture i povijesti,

Sto je rezultiralo objavljivanjem njegova remek-djela "Opis Egipta".

Nakon povratka iz Egipta, Fourier se vratio u Pariz gdje je nastavio svoju znanstvenu i akadem-
sku karijeru. U Parizu tog vremena Fourier je s imao priliku suradivati s vode¢im matematickim
umovima tog doba poput Lagrangea, Laplacea 1 Mongea. Godine 1797. postao je profesor analize
i mehanike na Ecole Polytechnique. Tijekom svoje karijere, Fourier je ostvario znaajne doprinose

u matematici 1 fizici, posebno u podrucju toplinskih i valnih fenomena.

Joseph Fourier umro je 16. svibnja 1830. godine, ostavivsi iza sebe nasljede koje se proteze
1 izvan znanstvenih krugova. Njegovo rano Skolovanje i mladost obiljeZeni su iznimnim matema-
tickim talentom i stras¢u za istrazivanje. Fourierov Zivotni put od siromasnog djeteta do priznatog
znanstvenika 1 sudionika povijesnih dogadaja €ini ga jednim od najzanimljivijih 1 inspirativnih

likova u svijetu znanosti.

Fourierova opsesija toplinom protezala se i na njegov osobni Zivot. Cvrsto je vjerovao da je
toplina klju¢na za odrZavanje dobrog zdravlja, pa je neprestano pregrijavao svoj stan i nosio slojeve
odjece. NaZzalost, preminuo je nakon pada niz stepenice, iako nije dokazano da je to bilo povezano
s njegovim navikama odrZavanja topline. Vazno je napomenuti da se ova dogadaj Cesto spominje u
vezi s njegovim sklonostima pretjeranog zagrijavanja, ali ne postoje izravni dokazi koji povezuju
njegov pad s time [4]. JoS jedna zanimljivost vezana uz njega koja ilustrira koliko je cijenjen u
vlastitoj zemlji je i Cinjenica je jedan od 72 ucenjaka (francuski Savant, moZe se smatrati grupom

znanstvenika, inZenjera itd.) ¢ija su imena ugravirana na Eiffelovom tornju.

Fourierova "Analiticka teorija topline" je monumentalno djelo Josepha Fouriera koje je objav-
ljeno 1822. godine. Ova knjiga predstavlja prekretnicu u razumijevanju topline i revolucionarno

djelo u matematici, fizici i opéenito inZenjerstvu.

U ovoj knjizi, Fourier je razvio matematicki formalizam za analizu provodenja topline. Vje-
rojanto najveci doprinos predstavljen u ovoj knjizi je Fourierov red, koji omogucuje rastavljanje
bilo koje periodi¢ne funkcije na sumu sinusnih i kosinusnih funkcija. Ova tehnika se koristi za re-
prezentaciju periodi¢nih fenomena, kao Sto su oscilacije temperature, zvuka 1 elektromagnetskog

vala.

Uz njega, u knjizi je takoder predstavljen koncept Fourierove transformacije, matemati¢ke me-
tode koja omogucuje analizu i sintezu funkcija u kontinuiranom vremenskoj ili prostornoj domeni.
Taj koncept se i1 danas koristi u disciplinama kao Sto su obrada signala, slikovna analiza, komuni-

kacije, kvantna mehanika, ...

Kako sve ne bi ostalo na matematickim metodama (koje su kasnije primijenjene i na mnogo

drugih prirodnih fenomena i fizikalnih pojava) Fourier je primijenio svoje matematicke metode
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primijenio na svoje proucavanje i analizu toplinskih fenomena. Fourierova analiza toplinske pro-
vodljivosti u materijalima postavila je temelje za razumijevanje prijenosa topline. Njegovi zakoni
toplinske provodljivosti i diferencijalne jednadZbe topline koriste se za proucavanje termickih svoj-
stava materijala, projektiranje sustava za grijanje i hladenje te optimizaciju toplinskih procesa.
Fourier je takoder proucavao prijenos topline kroz povrSine, ukljucujuci radijaciju, konvekciju 1
provodenje. Njegove teorije o prijenosu topline su temelj moderne termicke analize i primjenjuju
se u podrucjima kao S$to su izolacija zgrada, dizajn termalnih sustava, energetska ucinkovitost i

druga podrucja vezana uz toplinske procese.



3. Fourierova metoda

Nakon kratkog pregleda povijesnog razvoja topline, koja ¢e biti tema ovog zavrSnog rada,
potrebno je predstaviti neke osnovne matematicke metode koje je ranije spomenuti J. Fourier pos-
tavio i koje su, kao $to smo napomenuli postale jedan od najvaznijih alata u razli¢itim inZenjerskim

podrucjima.

3.1. Fourierov red

Fourierova red je beskonacan red koji predstavlja periodi¢ne funkcije pomocu kosinusnih i si-
nusnih funkcija. Da bismo mogli definirati Fourierovu red, potrebno je definirati nekoliko klju¢nih

pojmova.

Periodicka funkcija je funkcija koja se ponavlja s istim oblikom i svojstvima tijekom odredenog

intervala koji se naziva period. Drugim rijeCima vrijedi

flz+p) = f(z), (3.1)

zaneko p > 01 sve realne z.

-----

Ove funkcije imaju period 27, Sto znaci da se njihov oblik ponavlja svakih 27 jedinica na realnoj
osi. Tangens i1 kotangens takoder su periodi¢ke funkcije s periodom ponavljanja 7. Periodicke
funkcije su od velike vaznosti u mnogim podrucjima, kao $to su elektrotehnika, fizika, glazba i
analiza signala jer omogucuju modeliranje i opisivanje ponavljaju¢ih fenomena i uzoraka u stvar-

nom svijetu.

Iz (3.1) lako je dokazati da ¢e funkcija s periodom p imati i period 2p, a nadalje i periode np

za svaki cijeli brojn = 1,2, 3, ...

S obzirom da znamo da su trigonometrijske funkcije periodicke moZemo definirati trigonome-
trijski red s:
ag + aj cos(x) + by sin(x) + ag cos(2z) + by sin(2x) + . ..

= ap + Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) (3.2)

n=1

gdje su ag, a1, by, ... koeficijenti reda.

Uzmimo da je funkcija f(x) takoder periodi¢ka s periodom 27 i kao takva se moZe zapisati uz

pomo¢ reda (3.2) koji konvergira. Tada vrijedi:

flx)=ao+ Z(an cos nx + by, sin nx) (3.3)

n=1

11
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i taj se red naziva naziva Fourierov red funkcije f(x). Koeficijenti ove funkcije nazivaju se Fouri-

erovi koeficijenti funkcije te za njih vrijedi:

_ i/f@) dz. (3.4)

T
:%/f(x)cosnxdx n=12,3,... (3.5)
:%/f(x)sinnxdx n=12,3,... (3.6)

Ovi izrazi odnose se na trigonometrijske funkcije s periodom 27, a moguce ih je primijeniti na

bilo koju periodicku funkcije s periodom p = 2L promjenom mjerila na z-osi, pri ¢emu je:

fx) =ao+ ;(an cos n—;:c + b, sin %x), (3.7)
X L
aozﬁ/f(x) dx, (3.8)
“L
. L
anzz/f( )cosn—zxda: n=1,23,... (3.9)
“L
1 . nmx
L/f sm—daj n=1,2,3,... (3.10)

U odredenim slucajevima moguce je daljnje pojednostavljenje s obzirom na parnost, odnosno

neparnost funkcije.

Parne funkcije su funkcije kod kojih vrijedi f(—x) = f(z) i njihov se Fourierov red svodi na
= nm
x) = mﬁ—;an co8 -, (3.11)

kojeg nazivamo Fourierov kosinusni red. Njegovi koeficijenti su:

L
1
——L/f(x)da:, /f cos—dx n=123,... (3.12)
0
Za neparne funkcije pak vrijedi f(—x) = — f(z) i njih se svodi na Fourierov sinusni red:
fx) = an sin n—;x (3.13)
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b«ll\D

L
/ f(z sin@dx (3.14)
0

Sada ¢emo na primjeru jedne jednostavne funkcije prikazati razvoj funkcije u Fourierov red.

Funkcija koju ¢emo razviti zadana je s:

T4z, —7n1<zx<0

fla)=4"
55—z, 0>r<m
i opisana je na intervalu [—m, 7| ., ¢iji je grafi¢ki prikaz dan na sljedecoj slici.
2
0
2

Slika 3.1. Graf funkcije f(x)

Prvo traZzimo konstantu ay uz pomo¢ prethodno navedenog izraza:
s
ey
= — x)dx
T
-7

Uvrstavanjem zadane funkcije dobivamo:

0 g

a0:% /<g+x>dﬁc+/<g—x>dm ,
0

—T

Sto rjeSavanjem integrala prelazi u

1 T +x2
ap=—||zz+ —
O x|\ 2 2/
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Iduc¢i korak je traZenje koeficijenata a,, 1 b,,. Prvo koristimo izraz za a,, , odnosno:

1 ™
= —/f(ﬁ) cos nzdr.
T

Uvrstavamo funkcijuf(z) i sredujemo izraz. Dobivamo:

0 g
1 T T
ap = — (— + 3:) cosnxdx + (— — x) cosnxdx
T 2 2
- 0
0 0 T T
1 T T
= — / 5 cosnxdxr + /xcos nxdx + / 5 cosnxdr — /xcos nxdx
T
—T -7 0 0

Dobiveni izraz pojednostavljujemo integrirajuci po dijelovima, primjenjujuci formulu

T sin nx T sin nx rsinnx  cosnx
T cosnxdr = — dx = + 5
n n n n

pa dobivamo izraz:

1 [7? (sinnx) 0
ay, = — | —
T |2 n

0 +7T sinnx
. 2 n

L Lteosma)?, — (cosna)f]

rsinnr  cosnx T rsinnxr  cosnz\|"
+( | ot ) _< oot ) |
. n n 0 n n 0
Dalje slijedi:

Ay =

2
— _ — -2 -
g [cos 0 — cos (—mn) — cos mn + cos 0] — [1 — cosmn]

2
2

1= (=D
MozZemo primijetiti da je za svaki parni n, a, jednak nuli zbog desnog ¢lana. Ostaje nam
proucavati samo neparne n-ove, odnosnon = 2k + 1 jer oni ne daju trivijalan rezultat. Zato

piSemo i uzimamo u obzir samo

4
Qg1 = ————— k=0,1,2...
7(2k + 1)2

Takoder, vidimo da je funkcija f(x) parna, odnosno da vrijedif(z) = f(—=z), a isto se moZe
vidjeti i ako pogledamo sliku 3.1 zbog simetri¢nosti po y-osi. Za parne funkcije koeficijenti b,, su

nula pa ih nije potrebno traZiti.

Dakle, razvoj Fourierovog red za navedenu funkciju f(x) je

455 2k+1
_w (2k 4+ 1)

k=0
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Na iducem grafu pokazat ¢emo kako se dobiveni red ponasa za razliCiti broj ukljucenih ¢lanova.

Linijom crvene bojom oznacena je funkcija zan = 1, tj.

—~  (2k+1)?
Zapravo nalazimo parcijalnu sumu:
4 cos cos (3 4 cos(3
S1=—+ <f>—|— (Qx):—+cos($)+ (x)
RNV 9

Zelenom bojom oznacena je parcijalna suma za n = 3, a ljubicastom za n = 10. Ovim grafom

prikazujemo nekoliko aproksimacija funkcije preko njezinog Fourierovog reda.

Slika 3.2. Razvoj u Fourierov red funkcije f(x)

Ako usporedimo graf zadane funkcije f(x) sa dobivenom grafovima mozemo uoditi da je za
n-ove vece od 8 (prvih 9 ¢lanova) aproksimacija funkcije poprilicno to¢na. Daljnjom izradom
grafova u alatu Demos (https://www.desmos.com/calculator) moguce je utvrditi da se za n = 100
aproksimacija Fourierovim redom gotovo potpuno poklapa s funkcijom f(x), a najnepreciznije
odnosno najslabije do poklapanja dolazi u krajnjim tockama (—m, 0 i 7). Ta je aproksimacija

prikazana na slici 3.3.

3.2. Fourierov integral

Buduc¢i da mnogi izracuni ukljucuju funkcije koje nisu periodi¢ne i koje su zanimljive na cijeloj
x-o0s1, postavlja se pitanje Sto se moZe uliniti da se proSiri metoda Fourierovih redova na takve

funkcije. Kao rjeSenje ovog izazova namece se Fourierov integral.
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Slika 3.3. Graficki prikaz kvalitete aproksimacije. Fourierova aproksimacija za n = 100 - plavo,
originalna funkcija f(x) - crveno.

Fourierov integral je generalizacija Fourierovog reda za funkcije koje nemaju periodi¢nost.

Zapisujemo ga kao:

f(z) = /[A(w) cos wx + B(w) sin pw]dw, (3.15)
0
gdje su
A(w) = % / f(v) coswv dw (3.16)

B(w) = % / f(v) sinwv dw. (3.17)



4. Parcijalne diferencijalne jednadzbe

JednadZbe u kojima se osim nepoznate funkcije y = y(x) pojavljuju i neke njene derivacije
nazivaju se diferencijalne jednadzbe. Diferencijalna jednadzba koja ne sadrZi parcijalne derivacije
naziva se obiCna diferencijalna jednadzba. Ako diferencijalna jednadZba pak sadrZi parcijalne

derivacija naziva se parcijalna diferencijalna jednadzba.

Parcijalna diferencijalna jednadzba (PDE ili PDJ) je jednadZba koja ukljucuje jednu ili viSe par-
cijalnih derivacija nepoznate funkcije, a koja ovisi o barem dvije varijable. Obic¢no se jedna od tih
varijabli odnosi na vrijeme, dok ostale varijable predstavljaju prostorne varijable. Najvaznije PDE-
ove ¢ine valna jednadZbe koja moze modelirati vibrirajuéu Zicu i vibriraju¢u membranu, jednadzba
provodenja topline za temperaturu u Sipci ili Zici, te Laplaceova jednadZba za elektrostaticki poten-
cijal. PDE-ovi su vrlo vazni u dinamici, elasti¢nosti, prijenosu topline, elektromagnetskoj teoriji i
kvantnoj mehanici. Imaju puno Siri raspon primjena od obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (ODE ili
ODJ), koje mogu modelirati samo najjednostavnije fizikalne sustave.

Obicna diferencijalna jednadzba je jednadZba oblika

F(x’ y? y,7 R y(n)) = O

koja povezuje nezavisnu varijablu z, nepoznatu funkciju y(z) i njene derivacija y'(z), y"(z), ...,
y"(x). Ovdje F oznaCava poznatu funkciju viSe varijabli. Red diferencijalne jednadzbe je red
najvise derivacije koja se u njoj pojavljuje. Kod obi¢ne diferencijalne jednadzbe traZimo nepoznatu
funkciju jedne varijable y(x) [9].

Parcijalna diferencijalna jednadzba je jednadzba koja ukljucuje jednu ili viSe parcijalnih deri-
vacija nepoznate funkcije u odnosu na dvije ili viSe varijabli, pri cemu je obi¢no jedna od varijabli
vrijeme ¢, a ostale su prostorne varijable. Red najviSe derivacije naziva se redom PDE-a. Kao i
kod obic¢nih jednadzbi, kaZzemo da je PDE linearna ako je prvog stupnja u nepoznatoj funkciji u
i njenim parcijalnim derivacijama. Inace ga nazivamo nelinearnim. Ako svaki ¢lan linearne PDE
sadrzi ili funkciju w ili jednu od njenih parcijalnih derivacija, nazivamo tu jednadZbu homogenom.

Inace je nazivamo nehomogenom.

Rjesenje PDE-a u nekom podrucju R prostora nezavisnih varijabli je funkcija koja ima sve
parcijalne derivate koje se pojavljuju u PDE-u u nekoj domeni D koja sadrzi R i zadovoljava PDE
svugdje u R. Cesto se samo zahtijeva da je funkcija kontinuirana na granici R, da ima te derivacije
u unutraSnjosti R i da zadovoljava PDE u unutra$njosti R. Kada R leZi unutar D, pojednostavljuje

se situacija u vezi derivacija na granici R, koja je tada ista na granici kao i u unutrasnjosti R. [5].

Kasnije ¢emo vidjeti da se jedinstveno rjeSenje PDE-a koje odgovara odredenom fizickom
problemu dobiva koriStenjem dodatnih uvjeta koji proizlaze iz problema. Na primjer, to moZe biti

uvjet da rjeSenje u pretpostavljenoj podrucju R poprima odredene vrijednosti na granici (rubni ili

17
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grani¢ni uvjeti). Ili, kada je vrijeme ¢ jedna od varijabli, v ili u;, = OJu/0t (ili oboje) mogu biti

zadani pri ¢ = 0 tj. takozvanim "pocetnim uvjetima" [5].

4.1. Rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Kako bismo docarali primjenu Fourierovog reda i Sto bolje se uveli u rjeSavanje jednadzbi prvo
¢emo pokazati primjer trazenja rjeSenja jednodimenzionalne valne jednadZbe na primjeru vibrira-
juce Zice. Valna jednadzba se u primjeru moZe postaviti kao parcijalna diferencijalna jednadzba
koja glasi:

Pu 0%
o2~ a2
gdje je u(x,t) otklon Zice u nekom vremenu, a ¢ konstanta kojom se modelira materijal.

4.1)

Prije nego pristupimo rjeSavanju diferencijalne jednadZzbe, poznat ¢emo se s dva pojma koja su

potrebna kako bi se iz opéeg rjeSenja PDE-a doSlo do jedinstvenih.

Prvi takav pojam je inicijalni uvjet koji moZzemo definirati kao uvjet koji se primjenjuju na
pocetnom trenutku vremena ili poetnom poloZaju sustava. Opisuje pocetno stanje sustava prije
nego Sto se sustav pocne razvijati ili mijenjati tijekom vremena. Na primjer, ako promatramo
diferencijalnu jednadzbu koja opisuje oscilacije opruge, inicijalni uvjeti mogu biti pocetna pozicija
i brzina opruge u trenutku kada je sustav pokrenut. Ti podaci odreduju poCetno stanje sustava i

omogucuju izraunavanje njegovog ponasanja u kasnijim trenucima vremena.

S druge strane, rubni ili grani¢ni uvjeti su uvjeti koji se primjenjuju na granicama ili rubo-
vima domene na kojoj se promatra matematicki model ili sustav. Matematicki model moZze biti
definiran diferencijalnim jednadZbama ili nekim drugim matematickim izrazima. Granicni uvjeti
predstavljaju ograni¢enja na ponasanje sustava na tim granicama. Primjerice, ako promatramo
jednadzbu topline na Sipki, grani¢ni uvjeti mogu biti temperatura na krajevima Sipke. MoZemo
postaviti uvjet da je temperatura na lijevom kraju 100 stupnjeva Celzijusa, a na desnom kraju 50

stupnjeva Celzijusa. To su grani¢ni uvjeti koji ogranicavaju ponasanje sustava na granicama Sipke.

U promatranom slucaju, mozemo prepoznati odnosno zakljuciti:

1) Inicijalni uvjeti

Forma gibanja Zice u vremenu ovisi o dva pocetna uvjeta odnosno o dvije pocetne vrijednosti
u trenutku ¢ = 0, a to su poCetni otklon Zice i poCetna brzina, koje oznaavamo sa f(z) i g(z) pa
pisemo u(x,0) = f(x) i uy(z,0) = %_1; = g(z) za svaki = za koji vrijedi 0 < z < L.

2) Grani¢ni uvjeti

Zica zategnuta na dva kraja (z = 0 iz = L, gdje L oznacava duljinu Zice) ima dva grani¢na

uvjeta u(0,t) = 0iu(L,t) = 0zasvakit > 0.

Nakon S§to smo utvrdili uvjete koji su nam potrebni za pronalazak rjeSenja, moZemo pristupiti

samom postupku.
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Metoda produkata je matematicka tehnika koja se koristi za rjeSavanje nekih diferencijalnih
jednadzbi. Ova metoda se Cesto primjenjuje na linearnim diferencijalnim jednadZbama s kons-
tantnim koeficijentima. Ideja metode produkata je predstaviti rjeSenje diferencijalne jednadzbe
kao umnoZzak dvaju faktora, ¢esto u obliku suma beskonac¢nih redova ili kona¢nih polinoma. Tako
jedan faktor moZe predstavljati eksponencijalni rast ili pad, dok drugi faktor moZe predstavljati

funkciju koja zadovoljava drugi dio diferencijalne jednadZbe.

Prvo ¢emo primijeniti metodu produkata odnosno metodu separacije varijabli koja e nam

omoguditi pronalazak rjeSenje u obliku

u(z,t) = F(z)G(t). (4.2)

Ovo Ce rjeSenje predstavljati produkt dvije funkcije od kojih svaka ovisi samo o jednoj varijabli,

2 odnosno ¢. U notaciji ¢emo za derivacije po ¢-u koristi tockice ( G),a po z-u crtice (F").

Slijedeéi metodu produkata deriviramo 4.2 po x-u i t-u te dobivamo:

0*u -
— =FGd
ot? ’
odnosno: o
U
— = F"G.
0x?

Uvrstavanjem dobivenog u valnu jednadzbu (4.1) dobivamo

FG = AF'G.

Kako bismo odvojili varijable po ovisnosti u odnosu na z i t podijelit éemo jednadzbu sa 2 FG.
Lijeva strane jednadzbe sada je ovisna iskljucivo o ¢, a na desna o x:
G F//
2G F’

ZakljuCujemo da su obje strane konstantne jer bi u protivhom promjena x-a ili t-a utjecala
samo na jednu stranu $to nije istina u nasem slu¢aju pa piSemo:
G F"
G F

MoZemo uociti da je iz ova dva izraza mnoZenjem s nazivnikom moguce izvuci dvije obi¢ne
diferencijalne jednadzbe:
F'—kF=0 i G-ckG=0.

Nakon §to smo odredili ODE-ove, iduéi korak u rjeSavanju je povratak na grani¢ne uvjete koje smo
definirali na pocetku potpoglavlja. TraZimo F' i GG koji zadovoljavaju grani¢ne uvjete, odnosno
traZimo:

u(0,t) = F(0)G(t) =0 i wu(L,t)=F(L)G(t)=0.
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Za F moZemo uoditi da ako vrijedi G = 0, onda imamo v = F'G = 0 $to nije rijeSenje koje

proucavamo. Stoga (G mora biti razli¢it od 0, pa vrijedi:

PokuSajmo prvo pronaéi oblik konstante k. Ukoliko uzmemo k£ = 0 tada je opCe rijeSenje
jednadzbe F” — kF = 0 dano s F' = az + b, a uvrStavanjem u F'(0) = 0 dobivamo a = b = 0
te ' = 0iu = FG = 0. Ovakvo nam trivijalno rjeSenje ne donosi nikakve zakljucke pa ga
preskacemo.

Iduée razmatramo pozitivno k& = p? za kojeg opCe rjeSenje jednadzbe glasi:
F = Aet* + Be ™",

Iz grani¢nih uvjeta ponovno dobivamo F' = 0 te vrijedi jednak zakljucak kao za k£ = 0.
ZakljuCujemo da k mora biti negativan te uzimamo da je k = —p?. Potom iz ODE uvrstava-

njem dobivamo opce rijeSenje:

F(z) = Acos pxr — Bsin pzx.

Daljnjim uvrStavanjem u granicne uvjete dobiva se
F(0)=A=0, F(L)= Bsin pL = 0.

Ukoliko bismo uzeli B = 0 dobili bi F' = 0 kao rjeSenje §to ne Zelimo pa raCunamo sin pL = 0
odnosno:
nm

L= = — € Z.
P nmw, p 7 n

Uzmimo B = 1, te dobivamo neograni¢eno mnogo rjeSenja F'(z) = F,(z) gdje je

nm

F,(x) = sin Tt n= 1,2, ...
Nakon toga, pristupamo traZenju rjeSenja druge ODE. UvrStavamo pronadeni k = —p* = —(%)2
1 dobivamo:
G- XG =0,
gdje je
Ay = cp= 28
n p L *

Tada je opce rijeSenje
Gn(t) = BpcosA,t + Bi,t.

RjeSenja koja zadovoljavaju valnu jednadZbu uz opisane grani¢ne uvjete su u ovom slucaju:

un(z,t) = Fo(2)G,(t) = sin n%x(Bn cos A\t + Bit), n=12 ... (4.3)
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Dobivene funkcije nazivaju se svojstvenim ili karakteristicnim funkcijama, dok se pripadne
vrijednosti \,, = nmx/L nazivaju svojstvenim ili karakteristi¢nim vrijednostima titranja zice. Skup

(A1, A, As, . . .) naziva se spektrom.

Karakteristi¢ne funkcije (4.3) zadovoljavaju valnu jednadZbu i grani¢ne uvjete. Medutim, kako

bismo zadovoljili i poCetne uvjete nije dovoljan samo jedan wu,,.

U ovom sluc¢aju mozemo iskoristi tzv. Osnovni teorem o superpoziciji za homogene jednadzbe
koji nam govori da ako su u; 1 us rjeSenja homogene linearne jednadzbe u nekom podrucju R, onda
je1u = ciuy + cous s bilo kojim konstantama c; 1 ¢ rjeSenje te jednadZbe u tom podrucju. Zbog
toga Sto je valna jednadzba linearna i homogena slijedi da je suma beskonacno mnogo rjesenja u,

takoder njezino rjeSenje. Nadalje prouc¢avamo beskonacni red:
[e'e) fe’e) Conm
= Z U (z,t) = Z sin —x(Bpcos \t + BiApt) . A= —. 4.4)
= n=1 L

Vratimo se na prvi poCetni uvjet koji se odnosi na pocetni otklon Zice: u(x,0) = f(z). U (4.4)
uvrStavamo

ZB sm—x—f(x) 0<z<L

Moramo odabrati takav B,, da u(z, 0) postane Fourierov sinusni red za f(z):

/f sin@da: n=12,...

Potom zadovoljavamo drugi pocetni uvjet - poCetnu brzinu: u(z,0) = % = g(z). Takoder

potrebno je derivirati (4.4) po t-u te dobivamo:

du
ot t=0

n=1

— [Z(( Bp,sin A\t + B, cos Apt) sin?))] ZB A, sin 7L nwL — g0
t=0

Sada moramo izabrati takavB;; da u poCetnom vremenskom trenutku ¢ = 0 derivacija %; 9u pyde

Fourierov red funkcije g(x):

L
2

B\, = 7 /g(:v) sin ?dw

0
Cijelu funkciju dijelimo s A, i umjesto nje uvrStavamo cijeli izraz (\, = cnw/L) iz Cega
dobivamo: 5
2
By = — [ g(x)sin T e n=12,

Pokazali smo da je u(z,t) s koeficijentima B,, i B} rjeSenje valne jednadzbe koje zadovoljava po-

Cetne i grani¢ne uvjete ukoliko red (4.4) konvergira kao i redovi dobiveni dvostrukim deriviranjem

izraza po x i po t te imaju kontinuirane sume % i %
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Kako bismo utvrdili konac¢no rjesSenje (4.4) moZemo zbog jednostavnosti razmatrati slucaj kad
je poCetna brzina g(x) = 0 jer je tada B = 0 $to nam omogucava da (4.4) pojednostavljeno

zapisemo kao:
nmx cnm

u(zx,t) = Z B,, cos \,tsin < Ap = —.
n=1

Ovaj izraz moZe se smatrati rjeSenjem valne jednadzbe.

Na kraju mozemo popisati korake koje smo primijenili kako bismo dosli do rjeSenja valne
jednadzbe jer su oni univerzalni i viSestruko primjenjivi.

1) Prvi korak u rjeSavanju je koriStenje metode separacije varijabli kojom pronalazimo rjeSenje

oblika u(z,t) = F(x)G(t) , te jednadZbu razbijamo na dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe.

2) Drugi korak je pronalazak rjeSenja diferencijalnih jednadZbi dobivenih u prvom koraku koji

zadovoljavaju granine uvjete.

3) Na kraju, koristimo Fourierov red te iskoriStavamo rjeSenja dobivena u drugom koraku kako
bismo dobili konacno rjeSenje na pocetku zadane jednadzbe koje zadovoljava i grani¢ne i poCetne

uvjete.



5. Jednadzba provodenja topline i njeno rjeSavanje Fourierovom metodom
5.1. JednadZba provodenja topline

U prethodnim poglavljima dali smo uvod u parcijalne diferencijalne jednadzbe, a sada slijedi
njihova primjena na jednadZbu provodenja topline. JednadZbu, koja govori o tome kako se toplina
rasporeduje po tijelu u prostoru, na samom pocetku potrebno je modelirati uzevsi u obzir zakone
fizike. Smatramo da su specificna toplina i gusto¢a materijala tijela konstantne te da se u tijelu ne

stvara niti nestaje toplina.

Eksperimenti pokazuju da se u tijelu toplina Siri u smjeru opadanja temperature, a stopa Sirenja
je proporcionalna gradijentu temperature. Drugim rije¢ima, brzina v protoka topline u tijelu ima
oblik

v=—Kgradu, (5.1)

gdje je u(x,y, z) temperatura na odredenoj tocki (x, y, z) u vremenu ¢. Termalna provodljivost K

je konstantna u slu¢aju homogenog materijala i neekstremnih temperatura.

Neka je 7" dio tijela ograni¢en povrSinom S i vanjskim jedini¢nim normalnim vektorom n
takvim da vrijed teorem divergencije. Tada je v - n komponenta v u smjeru n. Dakle, |v - nAA| je
koli¢ina topline koja izlazi iz T (ako v - n > 0 u nekoj tocki P) ili ulazi u 7" (ako v - n < 0 u toc¢ki

P) u jedinici vremena na nekoj tocki P povrsine S kroz maleni dio AS od S od povrsine AA. [5]

Prema tome, ukupnu koli¢inu topline koja protjece kroz S od T' moZe se prikazati povrSinskim

é/y.mm.

Koriste¢i Gaussov teorem koji kombiniramo s (5.1) ovaj povrSinski integral moZemo pretvoriti

integralom:

u volumni integral po podruc¢ju 7. Dobivamo:

//v-ndA:—K//(gradu)- n dA
S S
——K///div(gradu)dx dy dz——K///V2u dr dy dz.
T T

S druge strane, ukupna koli¢ina topline u 7" se racuna kao:

H:///Upudxdydz
T

23
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s gusto¢om p i o koeficijentom toplinske kondukcije koji karakterizira materijal i utjeCe na brzinu

prijenosa topline kroz njega. Smanjenje // u vremenu moZemo zapisati kao

OH du
~ o = —///apa dx dy dz.
T

Zbog prve fizikalne pretpostavke s pocetka potpoglavlja znamo da se u tijelu ne stvara niti nestaje

toplina. Stoga moZemo izjednaciti dva prethodna izraza, pa dobivamo:

—///ap%dxdydz:—K///VQudxdydz,
T T

odnosno, pojednostavljivanjem:
0 K
///(_u — AV2u)dr dydz =0, & =—.
Y ot op

Budu¢i da gornji izraz vrijedi za bilo koje podrucje 7' na tijelu, integrand (ako je kontinuiran)

mora biti jednak nuli pa piSemo:
ou

FTie V2.
Dobivena diferencijalna jednadZba naziva se jednadzba provodenja topline i koristi se za mo-

deliranje protoka topline. Pomocu nje pronalazimo temperaturu u(z, y, z, t) u tijelu sa¢injenom od

homogenog materijala u prostoru. Konstanta c¢? predstavlja toplinsku difuzivnost [5]. K predstav-

lja toplinsku provodljivost, o specifi¢nu toplinu, a p gustoéu materijala od kojeg je tijelo. V?u je

Laplacijan od u te u z, y, 2 koordinatnom sustavu kakav promatramo glasi:

Pu  Pu  u

2, __
Viu=o2 oz Tan

Toplinska jednadZba, osim $to opisuje prijenos topline u materijalu, cesto se naziva i difuzij-
skom jednadzbom. To je zato Sto dijeli sli¢nosti s matemati¢kim modelom za procese difuzije,

poput difuzije kemikalija ili plinova.

Bas kao Sto toplina difuzira, pri cemu toplina tee s podrucja vece temperature prema podru-
¢jima niZe temperature, kemijska difuzija ukljucuje kretanje molekula ili Cestica s podrucja vece
koncentracije prema podru¢jima niZe koncentracije. Matematicki model i principi koji upravljaju

oba procesa su sli¢ni, zbog Cega se toplinska jednadzba naziva difuzijskom jednadZzbom [5].

5.2. Primjena Fourierove metode u rjeSavanju jednadzbe provodenja topline

Nakon §to smo u prethodnim poglavlju dali osnovne korake za rjeSavanje parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe i u prvom potpoglavlju modelirali jednadZbu topline, nadalje slijedi njezina kon-

kretizacija.
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5.2.1. Jednodimenzionalna jednadZba provodenja topline

Prvo ¢emo prouditi jednodimenzionalnu jednadZzbu topline koju ¢emo prouciti na primjeru

duge tanke Sipke kao na slici ispod 5.1.

I —
0 x=L

Slika 5.1. Model duge Sipke

Ovakva duga tanka metalna Sipka ili (kako bismo zadrzali iste fizikalne pretpostavke) Zica
konstantnog presjeka i izradena od homogenoga materijala usmjerena je duz x-osi i bo¢no je pot-
puno izolirana, tako da toplina te€e samo u smjeru z-osi. U takvom, "ispeglanom" slu¢aju u ovisi

samo o vremenu i z-u pa se u tom slu¢aju Lapacijan moZe reducirati na u,, = 0%u/dz>.

Prema tome i jednadzba topline postaje jednodimenzionalna i glasi:

ou 0%

Iako se na prvu Cini da je jednadzba prili¢no sli¢na onoj u prethodnom poglavlju njihovo po-
naSanje, odnosno rjeSenja prili¢no su razliita, ipak princip pristupa rjeSavanju isti je kao Sto je
opisano u navedenom poglavlju. Dodatno, u ovom slucaju potreban je samo jedan pocetni uvjet

kako bismo pronasli rjesenje. [5]

Prvi i najjednostavniji primjer koji ¢emo rjeSavati ima grani¢ne uvjete gdje su oba kraja Sipke

na temperaturi nula koje mozemo pisati kao:
uw(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0. (5.3)

Takoder, za ovaj najjednostavniji primjer uzet ¢emo da je temperaturu Sipke u vremenu ¢ = 0

zadana kao f(z) pa je na$ pocetni uvjet:

u(z,0) = f(x). (5.4)
Ako ujedinimo pocCetni uvjet s grani¢nima, znamo i da vrijedi f(0) = 0te f(L) = 0.

Prvi korak je ponovno traZenje dvije obicne diferencijalne jednadzbe za Sto primjenjujemo

metodu produkata te uvrStavamo u(z,t) = F(x)G(t) u (5.2). Koristimo istu notaciju kao i prije,

odnosno G = G pr = ‘3275. Uvrtavanjem dobivamo izraz FG = ¢2F”G kojeg svodimo na:
G F"
G F°

I u ovom slucaju lijeva strana ovisi samo o t, a desna samo o x pa kao i u valnoj jednadzbi obje

moraju biti jednake nekoj konstanti k, koja ponovno mora biti negativna pa uzimamo k = —p? i
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dobivamo: )
o P
2G F '

Iz gornjeg izraza lako je izdvojiti dvije obi¢ne diferencijalne jednadZzbe koje glase

F"+p*F =0 (5.5)

G+ p*G = 0. (5.6)

Iduéi korak ukljucuje pronalazak rjesenja koja zadovoljavaju grani¢ne uvjete (5.3). Opce rjeSenje
za (5.5) glasi
F(z) = Accos px + Bsin px.
Iz grani¢nih uvjeta ¢itamo u(0,t) = F(0)G(t) = 0iu(L,t) = F(L)G(t) = 0. Zakljucujemo da
bismo izbjegli ne trivijalna rjeSenja (npr. u = 0) potrebno je uzeti F'(0) = 01 F(L) = 0. Iz toga
slijedi £(0) = A =01 F(L) = Bsin pL. = 0, gdje je ponovno zbog trivijalnosti druge opcije
B # 0. Zato pisSemo sin pL = 0 iz Cega slijedi
p:n% n=1,2.3,...
Radi jednostavnosti, za vrijednost B uzimamo B = 1 pa dobivamo:

nmx
F,(x) = sin =
(x) = sin 7

Dalje rjeSavamo drugu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu (5.6). Zapisujemo
G+XG=0, I =—0,
a opce rjeSenje ove jednadzbe glasi za konstantan B,,:

Go(t) = Bue™t n=1,2,....

Ujedinjavanjem rjeSenja dolazimo do skupa karakteristi¢nih funkcija:

Un(2,) = F(2)Gn(t) = By sin "leeA%t n=1,2,... (5.7)

s pripadajuc¢im karakteristicnim koeficijentom:

Kako bismo pronasli rjeSenje koje zadovoljava pocetne uvjete prelazimo na treci korak rje-
Savanja odnosno primjenu Fourierovog reda. Promatramo red karakteristi¢nih funkcija koji smo

prethodno pronasli

Up(z,t) = Z up(z,t) = Z B, sin ?e’\%t. (5.8)
n=1 n=1
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Zbog eksponencijalnog faktora, sve vrijednosti u rjeSenju teZe nuli kako se ¢ priblizava besko-

nacnosti. Brzina opadanja se povecava s rastu¢im n.

Koristimo pocetni uvjet (5.4) i piSemo:

Kako bi (5.8) zadovoljilo pocetni uvjet 5,,-ovi moraju biti koeficijenti Fourierovog sinusnog reda

pa vrijedi

hll\v

L
/f sm—dx n=12...
0

5.2.2.  Dvodimenzionalna jednadZba provodenja topline

Nakon §to smo analizirali jednodimenzionalnu jednadZbu, idu¢i je korak njezino proSirenje na
dvije dimenzije:
Pu u

ou Ou | O
ox?2  Oy?’’

ou _ ag2. 2
oy c“Vau = c(

Ako je jednadZba neovisna o vremenu vrijedi i g—”; = () pa piSemo:

2 2
%:%+g—;:0. (5.9)

Na ovaj nacin definiran problem obuhvaca parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koja se promatra

u odredenom podrucju R u ravnini xy, zajedno s odredenim grani¢nim uvjetima na granici tog
podrucja C. Ovaj problem se naziva problem s grani¢nim uvjetima (Boundary Value Problem,
krat. BVP) jer trazimo rjeSenje koje zadovoljava PDE unutar podrucja R i odgovarajuce uvjete na

granici C' [5].

Postoji viSe vrsta grani¢nih problema, a u ovom radu ¢emo se fokusirati na prvi grani¢ni pro-
blem koji se jo§ naziva i Dirichletov. On ima unaprijed definiranu vrijednost v na granici C.
Postoje joS 1 Neumannov (drugi BVP) kod kojeg je na granici C unaprijed odredena normalna de-
rivacija u,, = g—z. Treéi BVP zapravo je kombinacija prva dva te se zbog toga naziva i MjeStoviti

granicni problem.

Prelazimo na rjeSavanje Dirichleovog problema za 5.9. Prvo je potrebno postaviti zadatak -
proucavat ¢emo pravokutnik /2 smjesten u koordinatnom sustavu zy. Njegove donje koordinate
iznose A(0,0) i B(b, a), temperatura oznacena kao u(z,y) ¢e na gornjoj strani pravokutnika biti
jednaka zadanoj funkciji dok ée na ostale tri strane vrijediti u(z,y) = 0. Gornje koordinate tada
glase C'(a,b) i D(0,b).

Iz postavke moZemo procitati i grani¢ne uvjete koji glase:

F(0)=0 i F(a)=0. (5.10)
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D u=f(x) C
u=0 R u=0
A ® u=0 # >

Slika 5.2. Pravokutnik R

Nadalje, rjeSavanju pristupamo na jednak nacin kao u prethodnim primjerima - prvo koristeci
metodu produkata zapiSemo u(z,t) = F(x)G(t). Zatim iz 5.9 ¢itamo u,, = —u,,. Kombinaci-
jom metode produkata i izraza iznad dobivamo odvojene varijable koje obje moZemo izjednaciti s

negativnom konstantom & odnosno:
1 0°F 1 0°G

F o2 G oy

S ljjeve strane (u odnosnu na z) piSemo:

O*F
— +kF =0.
Ox? +
Zatim iz (5.10) pronalazimo £,
_ nm?
=
te su netrivijalna rjeSenja onda:
F(z) = Fy(z) =sin %2 n=1,2,... (5.11)
a

Druga obi¢na diferencijalna jednadZba nakon uvrstavanja pronadenog k glasi:

*G  nrw
o a9

dok su njezina netrivijalna rjeSenja:

C(9) = Guly) = Ae™/* 4 B~V

Znamo da je temperatura na cijeloj donjoj strani pravokutnika R jednaka nuli pa vrijedi i

G,(0) =0.1z G, = A, + B, iskori§tavamo A,, = — B,, §to nam omogucava da zapiSemo:

Gly) = Guly) = A, (e"™/a 1 e=v/0) = 94, sinh Y,
a
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Iz izraza iznad i (5.11) uocavamo da vrijedi

24, = A’

Sada moZemo zapisati red karakteristi¢nih funkcija za na$ problem kao:

un(x,y) = F.(2)G,(y) = A;, sin %x sinh Y| (5.12)

a

Do sad smo se bavili rjeSenjima koja zadovoljavaju grani¢ne uvjete vezane za temperaturu koja
1znosi nula, ali postoji joS jedan pocetni uvjet koji govori o temperaturi gornje granice pravokutnika
i on glasi

u(z,b) = f(z).

Prisjetimo se opceg izraza za red u koji ¢emo u idu¢em koraku uvrstiti pronadeno rjesenje (5.12)

kako bismo pronasli rjeSenje koje ¢e zadovoljiti i posljedni granicni uvijet.

=3 ulr.y).

PiSemo:

un(, ZA* sm—smhn—ﬁb = Z(A* sinh n—m)sinm

a a a
n=1

Iz na ovaj nacin zapisanog izraza moZemo prepoznati da je izraz u zagradama Fourierov koeficijent
od f(x) odnosno

b, = A* smh”—ﬂ’: /f sm—dx (5.13)

Iz (5.13) 1 (5.12) nalazimo konacno rjeSenje naSeg problema koje glasi:

:iun(x Y) ZA* sin—smhw7
n=1

a

gdje je

2 r nww
A= ———————— in —dx.
" asinh(mry/a)/f(x)sm a
0

5.2.3. Primjena Fourierova integrala kod rjeSavanja jednadZbe provodenja topline

U poglavlju "Jednodimenzionalna jednadzba provodenja topline" bavili smo se jednadZbom

provodenja topline u dugoj metalnoj Sipci. Osnovni oblik jednadzbe koji smo koristili glasio je

ou  ,0%u

ot~ o
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Sad ¢emo duljinu Sipke produZiti u beskonac¢nost kako bismo dobili model jako dugacke Sipke,

a Sipka Ce 1 dalje ostati izolirana kao Sto je opisano ranije [5].

Ovakve se Sipke (cijevi i sli¢no) koriste na primjer, u elektri¢cnim motorima, poput osovina ili
namota, koje prenose toplinu nastalu uslijed gubitaka u motoru te omogucuju ucinkovito odvode-
nje topline i sprjeCavaju pregrijavanje motora. Takoder, u elektronici i racunalstvu, duge metalne
Sipke se koriste u hladnjacima ili hladnim plocama kako bi se odvodila toplina iz elektroni¢kih
komponenti poput procesora ili tranzistora. Ove Sipke omogucéuju ucinkovito rasipanje topline i

odrzavanje optimalne temperature elektronickih uredaja.

U ovom slucaju problem nece imati grani¢ne uvjete (pa ih se nece ni razmatrati), ali ¢emo

pokazati da je do rjeSenja moguée doci koriste¢i samo jedan pocetni uvjet koji glasi:
u(z,0) = f(z) —oo<x< o0,

gdje je f(x) kao i ranije poCetna temperatura promatrane Sipke.

Ponovno koristimo metodu produkata (odnosno: u(x,t) = F(x)G(t) ). 1z jednadZbe provo-
denja topline metodom produkata dobivamo iste obicne diferencijalne jednadzbe kao i za Sipku
ograni¢ene duljine. Dvije ODE su:

F'+p’F =0

G+ p*G = 0.

Njihova su rjeSenja:

F(x) = Acospx + Bsinpz

G(t)=e ““".

Ponovno smo izabrali & = —p? jer bi u protivnom za G dobili rastuéu eksonencijalnu funkciju
pa bi rezultat bio neprimjenjiv u fizikalnom smislu tj. pravim modelima. Zbog toga dobivamo
rjeSenje jednadzbe:
u(z,t;p) = FG = (Acos px + Bsin pr)e " (5.14)
Bilo koji niz funkcija iz (5.14), koja se dobiva na uobicajeni nain uzimajuci p kao visekratnik
cijelog broja, rezultirat ¢e periodicnom funkcijom u z-u kad je vrijeme ¢ jednako nuli. Jednadzba
provodenja topline homogena je i linearna funkcija [5]. Medutim, buduéi da funkcija f(z) iz
zadanih pocetnih uvjeta ne mora biti periodicna, potrebno je koristiti Fourierove integrale umjesto

Fourierovih nizova kako bismo dosli do rjeSenja.

Takoder, koeficijenti A i B u (5.14) su proizvoljni i mogu se promatrati kao funkcije od p, koje
oznaCavamo s A = A(p) i B = B(p).
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Primjenjujemo Fourierov integral i pronalazimo rjeSenje koje vrijedi ukoliko ovakav integral

postoji te moZe biti dvaput deriviran po z-u i jednom po ¢. Tada rjeSenje glasi:

- /U(.T,t;p)dp - /(A(p) cos pr + B(p) sin px)e_CZCQtdp.
0 0

Nakon §to smo pronasli rjeSenje, trazimo koeficijente A(p) i B(p) takve da odgovaraju pocet-

nom uvjetu. Prema tome zapisujemo

0) = /[A(p) cos px + B(p)sin pzldp = f(x).

Iz formule (3.16) 1 (3.17) prepoznajemo

1 o0
=— / f(v)cos pv dv,
77

1 o
= — / f(v)sin pv dv.
T

Zatim pronadene vrijednosti vraéamo u Fourierov integral te dobivamo:
1
=— [[| f(v)cos(px — pv)du]dp.
0 —oo

Sada je mogudée zapisati integral i bez pocetnog uvjeta kao:

oo o0

0= [1[ 1) costpn = pore*acip.

0 —

MozZzemo okrenuti redoslijed integracije pa dobivamo izraz s koji ¢e Ce biti lakSe dalje raCunati

odnosno . .
1 2.2
u(z,t) = —/f / e~ cos(px — pv)dpldv. (5.15)
7r
0 —o0

Primjenjujuéi formulu
/632 cos 2bs ds = geb2

0

mozemo pronadi vrijednost unutarnjeg integrala

% N2
/ e~ cos(px — pv)dp = 2::/\2 P (x402:5)) g

0
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Dobiveni rezultat uvr§tavamo u (5.15) iz ¢ega dobivamo:

= [ rwen-C

20\/5

u(z,t) =

r—v

a ovaj se izraz moZe i dalje pojednostaviti ako kao integracijsku varijablu odaberemo z = = i

Nase traZzeno rjeSenje tada zadovoljava pocetni uvjet i glasi:

oo

1 e
u(z,t) = \/—__4 f(x + 2czv/t)e ™ dz.

7t

5.2.4. Trodimenzionalna jednadZba provodenja topline

Na kraju éemo prouciti problem potpuno izoliranog trodimenzionalnog vodica topline koji
je potpuno izoliran u Kartezijevim koordinatama kako bismo se upoznali s trodimenzionalnom

jednadzbom provodenja topline u tri dimenzije.

\ 1O PV‘Y e ****** "

Slika 5.3. Protok topline u Kartezijevom koordinatnom sustavu

Kao 1 u prethodnim dijelovima rada, prou¢avamo metalnu Sipku koja provodi toplinu (ovoga
puta ta Sipka ima i trecu dimenziju te je kvadratnoga oblika (5.3)). Kroz nju protjece toplina u
u smjerovima paralelnima visini, Sirini i duZini Sipke. PiSemo da je u(x,y, z) temperatura u bilo

kojoj tocki koordinata z, y, z unutar Sipke [10].
Trodimenzionalna jednadzba provodenja topline u vremenu ¢ moZe se zapisati kao:

ou 0w Pu  O*u

i 2
o~ GEt e T o) (5.16)

Radi jednostavnosti uzet ¢emo slucaj stacionarnog stanja gdje se temperatura ne mijenja u

odnosu na ¢ $to zna¢i da mozemo zapisati % = 0.
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Dakle
Pu  Pu  u u  O*u 82u_

Ox? + oy? + 022) =0 pa Ox? + oy? + 022

A(

0.

Postavljamo i rubne uvjete koji glase
w(0,y,2) =0, u(r,0,2) =0, wu(r,y,0)=0
u(ly,y,2) =0, wulx,ly2) =0, u(x,y,l3) = f(z,vy).

Kao i ranije pretpostavljamo da je © = X (x)Y (y)Z(z), odnosno primjenjujemo metodu pro-

dukata. U gornjoj jednadzbi vrSimo supstituciju 1 dobivamo:

X 0*Yy 0*7Z
Y/ — 4+ XZ—+ XY — =
0x? + 0y? + 022 0

Nakon pojednostavljivanja i sredivanja dobivamo izraz:

Xl/ Y/l Z//
T
X - Y * Z
Iz gornjeg izraza moZemo zakljuciti
X// Y/I 9
X"y~ n
i
X// Z// 9
X~z "

proglasivsi p; i po konstantama. Postupak dalje nastavljamo kao u ve¢ opisanom dvodimenzional-

nom slucaju.



6. Jednadzba provodenja topline u razlicitim koordinatnim sustavima

JednadZba provodenja topline je fundamentalna jednadzba koja opisuje Sirenje topline ili to-
plinskih promjena u materijalima. Primjenjuje se u razli¢itim koordinatnim sustavima, poput po-
larnog, cilindriénog i sfernog, kako bi se opisali razliciti geometrijski oblici ili sustavi koji su
prisutni u stvarnom svijetu. Uzimanje u obzir razliitih koordinatnih sustava omogucuje nam da

modeliramo sloZene fizikalne fenomene koji se javljaju u takvim sustavima [17].

Na primjer, u polarnom koordinatnom sustavu, jednadZba topline moZe uzeti u obzir asime-
tricne toplinske tokove koji se javljaju u kruznim ili prstenastim geometrijama. Cilindri¢ni koor-
dinatni sustav koristi se za opisivanje sustava koji imaju cilindricnu simetriju, poput cjevovoda ili
rotirajucih cilindara. Sferni koordinatni sustav koristi se za opisivanje sferi¢no simetri¢nih sus-
tava, kao Sto su planete ili okrugli objekti. U takvim slucajevima, jednadzba topline u sfernim

koordinatima omogucéuje nam proucavanje toplinskog transfera kroz sferi¢ne strukture [17].

Ako uzmemo za primjer nekoliko konkretnih primjera iz svijeta elektrotehnike, elektriéne za-
vojnice ¢esto imaju oblik prstena ili spirale te se mogu opisati pomocu polarnog koordinatnog sus-
tava. Jednadzba topline u polarnim koordinatima koristi se za proucavanje raspodjele temperature
u takvim strukturama i analizu toplinskih gubitaka. S druge strane, elektromotori ¢esto imaju slo-
Zene geometrije, ukljucujuéi rotirajue komponente poput statora i rotora zbog ¢ega se za analizu
toplinskih ucinaka u elektromotorima koriste razliciti koordinatni sustavi. Cilindri¢ni koordinatni
sustav moZe se koristiti za opisivanje rotacijske simetrije motora, dok se za analizu toplinskih efe-
kata u statoru i rotoru moZe koristiti Kartazijev koordinatni sustav. Dok se npr. u analizi sloZenih
elektromagnetskih polja u antenama ili optickim vlaknima mogu se koristiti cilindricni ili sferni

koordinatni sustav, ovisno o simetriji i geometriji sustava.

Opcenito, koriStenje jednadzbe topline u razli¢itim koordinatnim sustavima omogucuje nam
prilagodavanje modela stvarnom obliku i geometriji sustava s kojima radimo. U iduc¢im potpoglav-
ljima izvest ¢emo iz osnovnog oblika jednadZbe prevodenja topline za tri spomenuta koordinatna

sustava.

Kao osnovu za izvodenje jednadZbe topline u razli¢itim koordinatnim sustavima koristit ¢emo

op¢u jednadZbe provodenja topline iz prethodnog poglavlja 5.16.

Ponovimo, opc¢a jednadzba provodenja topline u trodimenzionalnom kartezijevom koordinat-
nom sustavu glasi:
ou 2(82u N 0*u N 82u)
— =cC .
ot oxr?  0y? 022

34
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6.1. JednadZzba u polarnom sustavu

Polarni koordinatni sustav koristi se za opisivanje simetrije oko srediSta, poput kruznih ili pr-
stenastih struktura. Polarni koordinatni sustav koristi dvije koordinate -  (udaljenost od sredista)

i 6 (kutna pozicija).

Y
-

P{x, y) Cartesian
CJ I P(r,& ) polar

» X

Ll

z

Slika 6.1. Polarni koordinatni sustav

Da bismo izveli jednadZbu topline za polarni koordinatni sustav, moramo transformirati dife-

rencijalne operatore s kartezijevih koordinata u polarni koordinatni sustav.

Krenimo od opc¢e dvodimenzionalne jednadZbe provodenja topline u kartezijevim koordina-

D _ (o
at ¢ \ sz oy? )’

Dalje ¢emo izvesti izraz za provodenje topline u polarnim koordinatama koristeci transforma-

tama:

ciju koordinata.
Koristimo sljedece transformacije: x = rcosf iy = rsiné.

IzraCunamo parcijalne derivacije u s obzirom na z 1 y:

ou_our  0uos
or  Ordx 000z’
ou Ou & Oou 00

oy oray odoy

Zatim, izraCunamo druge parcijalne derivacije u s obzirom na x i y:

O _ 0 (ow\ _ 0 (oudr  ouon
0x2  Oxr \ox) Oz \ordx 000x)’

Pu_ 0 (o) _ 0 (uor  ou
oy2 Oy \dy) oy \ordy 0600y)’
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Nadalje, koristimo izraze za derivacije transformacija:

or

%20039,
g—;—sine,
90  sinf
or  r
90  cost
oy v

Zatim uvrstimo dobivene izraze u prethodne derivacije:

Gu_ 9 (Ou ., 0Ouf sinb
022 oz \or 7T Bg r )

Pu_ 0 (0u o ou (s
oy2 Oy \ Or St 00 r )

Racunamo druge parcijalne derivacije u s obzirom na r i 6 i dobivamo:

Pu_ o (ou) _ ot
or2  or \ or

- or?’
Pu 9 (ou) Ou
00> 00 \00) 06>
Na kraju, uvrstimo dobivene izraze u pocetnu jednadZzbu za provodenje topline i dobivamo:

@— 2 @4_1@4_1@
ot — ¢ or2  ror 12002

6.2. Jednadzba u cilindri¢cnom sustavu

Na slici ispod mozemo vidjeti usporedbu prikaza koordinate u 3 razli¢ita koordinatna sustava

za koja ¢emo izvesti jednadZbu provodenja topline.

Prvo ¢emo izvesti jednadzbe za cilindri¢ni koordinatni sustav.

Cilindri¢ni koordinatni sustav koristi tri koordinate - r (udaljenost od osi z), € (kut u ravnini

xy) 1 2z (visina). Na slici 6.2 moZemo vidjeti ilustraciju koordinata (treci sustav) .

Nakon $to smo opisali koordinate, izvodimo jednadzbu topline za cilindri¢ni koordinatni sustav

[16].

Derivacija po r-koordinati:

ou_ou o ou o0 ou 0z
or Or Or 00 or 0z Or
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Cartesian coordinates Spherical coordinates Cylindrical coordinates
z z z
——————— .2 \ax 0,2
I | 1
| [ |
| /’ 1 1
i reo i
! ’ ! 1
I 7 1 1
,

: 0./ :
: ™ : :
1 ’ 1 1
I / 1 1
: — . : y - : y
: [ : 0 < !
I 1 ~ 1
i i r i

_______________ _|/ N~ \\I

X X X

Slika 6.2. Usporedba tocke u kartezijevom, cilindricnom i sfernom koordinatnom sustavu

Derivacija po z-koordinati:
Ou  Ou 8r+6u 89+8u 0z
Oz  Or 0z 00 0z 0z 0z
Derivacija po #-koordinati:
ou  Ou 8T+6u 80+8u 0z
99 Oor 90 00 00 0z 06
Derivacija drugog reda po r-koordinati:
Pu 9 (Ou
or2  Or \or)’
Derivacija drugog reda po z-koordinati:
Ou_ 0 (ou
022 02 \0z)"

Na kraju zamijenimo sve derivacije u op¢oj jednadzbi provodenja topline (5.16) s dobivenim
izrazima:
ou 82u+18u+102u+02u
—=C | +-"F+5==+= |-
ot or?2  ror  r200?  0z?
Dobivena je jednadZba topline za cilindri¢ni koordinatni sustav koji se primjenjuje za opisiva-

nje sustava s cilindricnom simetrijom, kao §to su cijevi, rotirajuci valjci i sli¢no.

6.3. JednadZzba u sfernom sustavu
Na kraju ¢emo izvesti jednadzbu topline za sferni koordinatni sustav. I dalje koristimo istu
osnovnu formulu koju prilagodavamo.

Sferni koordinatni sustav koristi se za opisivanje sferi¢no simetri¢nih struktura i koristi tri ko-

ordinate - r (udaljenost od sredista), ¢ (kutna pozicija) i ¢ (kutna pozicija). Na slici 6.2 mozemo
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vidjeti ilustraciju koordinata (drugi sustav). Ovako izvedena jednadZzba topline u sfernom koordi-
natnom sustavu uzimat ¢e u obzir diferencijalne promjene temperature s obzirom na udaljenost od

sredista (1), kutnu poziciju u odnosu na os z () i kutnu poziciju u odnosu na os x (¢) [17].

Da bismo izveli jednadZbu topline za sferni koordinatni sustav, moramo transformirati diferen-

cijalne operatore od kartezijevih koordinata za sferni koordinatni sustav.
Derivacija po z-koordinati:

ou Ou Or Ou 00 Ou 8_4,0

dr or 0x 06 Or ' dp Ox
Derivacija po y-koordinati:

Ou_ou or ou 90 ou v
oy Or dy 06 Oy 0Op Oy
Derivacija po z-koordinati:

Ju Ou Or Ou 00 Ou Oy

9: or 0z 90 9z dp 9z
Derivacija drugog reda po r-koordinati:
Ou_ o0 (ou
or2  Or\or)’
Derivacija drugog reda po #-koordinati:
10°v 10 (Ou
2002 r200 \ 00 )"

Derivacija drugog reda po ¢-koordinati:

1 Pu 10 (ou
r2sin? 0 0p?  r2sin’f0p \Op )

Nakon $to smo pronasli sve potrebne izvode i uvrStavamo ih u op¢u jednadzbu provodenja

topline (5.16), te dobivamo jednadZbu topline za sferni koordinatni sustav:

ot or2  ror 1r?sinfd0 00 r2sin?6 0p? )




7. Primjene u elektrotehnici

Nakon $to smo se upoznali s raznim nacinima pristupa rjeSavanju jednadzbi topline i pogledali
neke osnovne primjere, za kraj ¢emo dati pregled Cetiri stvarna primjera koja se koriste u elek-
trotehnici 1 industriji. MoZemo i napomenuti da danas takve primjere ne rjeSavaju sami inZenjeri

rucno, ali za pravilan rad i razvoj nuZno im je dubinsko poznavanje i razumijevanje tematike.

7.1. Toplinska analiza na primjeru transformatora

Kako bismo jos§ malo predocili kompleksnost i razli¢ite moguénosti primjene jednadzbi topline

uzet ¢emo za primjer transformatore.

Transformator je elektricni uredaj koji prenosi elektricnu energiju izmedu dvije ili viSe razina
napona. Najvazniji su i najskuplji uredaji u elektroenergetskoj mreZi za prijenos 1 distribuciju elek-
tricne energije. Oni pretvaraju elektri¢nu energiju iz elektrana za krajnje korisnike. UCinkovitost
ovih uredaja kljucna je za osiguranje pouzdanosti i isporuku elektricne energije. Kako transfor-
matori rade na temelju elektromagnetskih principa, dolazi do odredenih gubitaka energije koja se
pretvara u toplinu. Ovi gubici mogu dovesti do povecanja temperature unutar transformatora, $to
moze imati negativan utjecaj na njegovu ucinkovitost i dugovjecnost. JednadZba topline je ma-
tematicki model koji se koristi za opisivanje 1 analizu prijenosa topline kroz materijal, a njena u
transformatoru omogucava proucavanje raspodjele temperature unutar transformatora te utvrdiva-
nje kriticnih toc¢aka i uvjeta rada. Jednadzba topline koja se primjenjuje u transformatorima obi¢no
ima oblik:

aT

2
= aVeT

gdje je T’ temperatura u unutrasnjosti transformatora, t je vrijeme, « je toplinska vodljivost materi-
jala, V2 je Laplaceov operator koji opisuje drugi prostorni izvod temperature, a () predstavlja izvor
ili potro$nju topline. Primjena jednadZbe topline u transformatorima moZe pomo¢i inZenjerima da
optimiziraju dizajn transformatora, poboljSaju ucinkovitost, smanje gubitke i osiguraju pouzdan

rad.

Pretpostavimo da imamo suhi transformator koji radi pod stalnim opterecenjem. Cilj je anali-
zirati raspodjelu temperature u transformatoru kako bismo osigurali da se temperatura ne povecava
iznad sigurnosnih granica - ogranic¢enja temperatura koja treba postivati radi sigurnog i pouzdanog
rada. Previsoka temperatura moZe uzrokovati smanjenje izolacijske svojstvenosti materijala, po-
gorsati uéinkovitost, smanjiti radni vijek i ¢ak dovesti do oStecenja ili kvara transformatora. Stoga
je vazno analizirati raspodjelu temperature kako bi se identificirale kriti¢ne tocke i osiguralo da

temperature ostaju unutar dopustenih granica [13].

39
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Na pocetku definiramo geometriju transformatora i svojstva materijala, kao $to su toplinska
vodljivost 1 specifi¢na toplina. Transformatori se sastoje od razliitih materijala s razlicitim ter-
malnim svojstvima. Primjerice, jezgra transformatora moze biti izradena od Celika s visokom
toplinskom vodljivos¢u, dok su namotaji obi¢no izolirani bakrom ili aluminijskim provodnicima.
Svaki od ovih materijala ima svoju toplinsku vodljivost i specifi¢nu toplinu, $to utjece na raspodjelu
temperature unutar transformatora. Treba uzeti u obzir i ¢injenicu da transformatori generiraju gu-
bitke energije koji se pretvaraju u toplinu, a najvazniji gubici su Zeljeza u jezgri transformatora i u

provodnicima namotaja.

Zatim, primjenjujemo jednadzbu topline na prostor i vrijeme unutar transformatora. Ovisno o
sloZenosti geometrije i materijala, jednadZbu topline moZemo rijeSiti analiticki ili numericki koris-
te¢i raCunalne simulacije. Za sloZenije transformatorske sustave, analiticko rjeSavanje jednadzbe
topline moZze biti tesko ili nemoguce. U takvim slucajevima koriste se numeric¢ke simulacije kao
metoda rjeSavanja jednadzbe topline. Racunalni programi i alati, kao Sto su metoda konacnih
elemenata ili metoda kona¢nih volumena, koriste se za modeliranje transformatora, postavljanje
rubnih uvjeta, odredivanje termalnih svojstava materijala i dobivanje detaljnih informacija o ras-

podjeli temperature[11].

Slika 7.1. Primjer racunalne simulacije za analizu temperature unutar transformatora [12]

Jednom kada rijeSimo jednadzbu topline, dobivamo raspodjelu temperature unutar transforma-
tora tijekom vremena. MoZemo identificirati toCke s najviSom temperaturom, kao S§to su spojevi
izmedu namotaja ili odredeni dijelovi jezgre. Ove tocke mogu biti potencijalno kriticne i zahtije-

vaju posebnu paznju kako bi se osiguralo da temperatura ostane unutar sigurnosnih granica.

Analiza temperature temeljena na jednadzbi topline moze pomoc¢i u identifikaciji podrucja s
visokom temperaturom i prepoznavanju nedostataka u hladenju. Na temelju tih informacija, in-
Zenjeri mogu prilagoditi dizajn transformatora kako bi poboljsali protok zraka, dodali dodatne
hladnjake, koristili ventilacijske sustave ili primijenili termalne izolacije kako bi se ucinkovitije

uklonila toplina [12].

Ipak valja napomenuti 1 da su danas vecina instaliranih energetskih transformatora su transfor-
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matori s uljnim izolacijskim sustavom jer omogucuju rad na visokim razinama snage.

== cooloil flow == hot il flow => air flow
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Slika 7.2. Protok topline u transformatoru s uljnim izolacijskim sustavom [15]

Nazalost, ulje koje pruza hladenje i izolaciju aktivnog dijela transformatora postupno se de-
gradira tijekom vremena i ima ograniceno vijek trajanja (20-ak godina) kada se postuje normalni
raspon radnih temperatura (60 do 100 stupnjeva celzija). Medutim, preoptereceni transformatori
mogu dosegnuti vise radne temperature i u nekim slu¢ajevima premasiti 1000°. Pri takvim tem-
peraturama moze se primijetiti brza degradacija ulja, ¢ak 1 do potpune degradacije transformatora
[14]. Pracenjem razine i kvalitete ulja u kombinaciji s analizom termalnih karakteristika inZenjeri
mogu detektirati potencijalne probleme degradacije i poduzeti korektivnih mjera prije nego Sto
dode do kriti¢nih stanja [15].

Slika 7.3. Sustav za procjenu kolicine ulja u spremniku transformatora razvijen u Simensu na
temelju koncepta konvektog prijenosa topline [15]

7.2. Termalno upravljanje u visokonaponskim transformatorima

JednadZba topline primjenjuje se za modeliranje termalnih svojstava visokonaponskih transfor-
matora i analizu raspodjele temperature unutar njih. Matematicki izrazeno, jednadZzba topline za

transformator s nepropusnim feromagnetnim jezgrom moZze se zapisati kao:
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Ju

C—

7

gdje je T temperatura koja ovisi o vremenu t i prostornim koordinatama (z,y, z), p je gustoéa

= V(kVT) + Q,

materijala, c¢ je specifi¢na toplina, k je koeficijent toplinske provodljivosti i () predstavlja izvor
topline[6]. Analiza ove jednadZbe topline omogucuje identifikaciju podrucja s visokim tempera-
turama unutar transformatora, $to moZze dovesti do degradacije izolacijskih materijala ili smanjene
efikasnosti. Optimizacija geometrije, materijala i hladenja transformatora temelji se na rezultatima

termalne analize.

7.3. Termalna simulacija elektri¢nih sklopova

JednadZba topline primjenjuje se za simulaciju termalnih svojstava elektri¢nih sklopova, uklju-
cujudi integrirane krugove i visokofrekventne komponente. Matematicki izrazeno, jednadzba to-
pline u dvodimenzionalnom prostoru moZe se zapisati kao:

ou Pu  O*u

E:a(@ﬂLa—yzﬂ-Q,

gdje je u funkcija temperature koja ovisi o vremenu ¢ i koordinatama (x,y), « je koeficijent ter-
malne provodljivost, a () je izvor topline. Primjena jednadZbe topline omogucuje identifikaciju
podrucja s visokim temperaturama unutar elektri¢nih sklopova, $Sto moze utjecati na performanse i
pouzdanost. Kroz pravilno hladenje, odabir materijala s dobrim termalnim svojstvima i optimiza-
ciju dizajna sklopova, moguce je poboljSati termalnu ucinkovitost i smanjiti rizik od pregrijavanja

[7].

7.4. Termalna analiza elektricnih motora

JednadZba topline koristi se za analizu termalnog ponasanja elektricnih motora i procjenu tem-
perature unutar razli¢itih dijelova motora. Primjerice, u slucaju trofaznih asinkronih motora, jed-

nadZba topline moZe se zapisati kao:

pc% = V(kVT) + Py,
gdje je T' temperatura koja ovisi o vremenu ¢ i prostornim koordinatama (x,y, z), je p gustoéa
materijala, c je specifi¢na toplina, & je koeficijent toplinske provodljivost, a P, predstavlja gene-
riranu toplinu unutar motora [6]. Analiza ove jednadZbe topline omogucuje identifikaciju podru-
¢ja s visokim temperaturama koja mogu uzrokovati pregrijavanje i oSteenje motora. Primjenom
naprednih metoda rjeSavanja jednadzbe topline, poput metode konac¢nih volumena ili metode ko-

nacnih elemenata, moguce je poboljSati termalnu ucinkovitost i pouzdanost elektri¢nih motora.
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7.5. Simulacija termalne difuzije u mikroelektronici

JednadZzba topline u mikroelektronici koristi se za simulaciju termalne difuzije u sloZenim in-
tegriranim krugovima. Matematicki izraZeno, jednadzba topline u trodimenzionalnom prostoru

moze se zapisati kao:

@ = aVu,

ot

gdje je u funkcija temperature koja ovisi o vremenu ¢ i trodimenzionalnim koordinatama(x, y, z),
a « je koeficijent termalne difuzije. Numericke metode, poput metode konacnih elemenata, me-
tode konacnih razlika ili metode konac¢nih volumena, primjenjuju se za diskretizaciju prostora i
vremena te rjeSavanje ove jednadzbe. Simulacija termalne difuzije omogucuje analizu raspodjele
temperature i toplinskog prijenosa kroz mikroelektronicke komponente, §to je kljucno za procjenu

termalnih performansi, pouzdanosti i dizajna.



8. Zakljucak

U ovom zavrSnom radu opisana je Fourierova metoda koja predstavlja klju¢ni matematicki alat
u proucavanju procesa prijenosa topline. Ova metoda omoguduje analizu i rjeSavanje jednadzbi
provodenja topline, Sto je kljucno za razumijevanje i predvidanje raspodjele temperature u razlici-

tim sustavima.

U radu smo istaknuli osnovne koncepte provodenja topline, objasnili jednadZbu provodenja
topline kao parcijalnu diferencijalnu jednadZbu te predstavili povijesni pregled istrazivanja veza-
nih za toplinu. Zatim smo detaljno opisali Fourierovu metodu, koja se temelji na razdvajanju
varijabli 1 izraZzavanju funkcija kao zbroj sinusnih 1 kosinusnih funkcija. Navedeni su koraci za
rjeSavanje jednadzbe koji su univerzalni i primjenjivi na sve parcijalne diferencijalne jednadzbe.
Dodatno, dali smo primjer aproksimacije dobivene razvojem Fourierovog reda te smo graficki

prikazali aproksimaciju.

Nadalje, prikazali smo primjenu Fourierove metode u rjeSavanju jednadzbi provodenja topline,
ukljucujuéi jednodimenzionalne, dvodimenzionalne i trodimenzionalne slu¢ajeve te razmotrili raz-
licite koordinatne sustave u kojima se jednadzba provodenja primjenjuje. Takoder smo istaknuli

primjenu Fourierovog integrala u analizi toplinskih procesa.

Na kraju, fokusirali smo se na primjenu dobivenih rjeSenja Fourierove metode u elektrotehnici.
Prikazali smo primjere primjene ukljucujuéi toplinsku analizu transformatora kao op¢i primjer i
primjer sloZenosti i brojnih moguc¢nosti termalne analize. Zatim smo kraée opisali termalno uprav-
ljanje u visokonaponskim transformatorima, termalnu simulaciju elektri¢nih sklopova, termalnu

analizu elektricnih motora i1 simulaciju termalne difuzije u mikroelektronici.

Sveukupno, ovaj rad pruza temeljno razumijevanje Fourierove metode za rjeSavanje jednadzbe
provodenja topline i prikazuje njezinu primjenu u elektrotehnici. Razumijevanje i primjena ove
metode kljucni su za proucavanje toplinskih procesa i predvidanje temperature u razli¢itim mate-

rijalima i sustavima.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Tema ovog zavr$nog rada je Fourierova metoda za rjeSavanje jednadZbe provodenja topline.
Na pocetku rada opisana je povijest istraZivanja topline i pregled rada Josepha Fouriera. Zatim je
opisana Fourierova metoda, Fourierov red i integral te je prikazan razvoj funkcije po Fourierovom
redu. Nakon $to su postavljeni metodicki temelji, postavljena je osnovna jednadzba provodenja
topline te je prikazana primjena Fourierove metode u njezinom rjeSavanju u jednoj, dvije i tri di-
menzije i u cilindri¢nom, sfernom i polarnom koordinatnom sustavu na razli¢itim primjerima. Na
kraju rada Citatelj se upoznaje s izabranim primjenama jednadZbe provodenja topline u elektroteh-

nici.

Kljucne rijeci: jednadzba provodenja topline, Fourierova metoda, Fourierov red, parcijalna di-

ferencijalna jednadzba
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Summary and key words

The topic of this final thesis is the Fourier method for solving the heat equation. At the be-
ginning of the paper, the history of heat research and an overview of Joseph Fourier’s work are
described. Then the Fourier method, the Fourier series and the integral are described, and the
development of the function according to the Fourier series is shown. After the methodological
foundations were laid, the basic equation of heat conduction was set and the application of the Fo-
urier method in its solution in one, two and three dimensions and cylindrical, spherical and polar
coordinates was presented on different examples. At the end of the paper, the reader is introduced

to selected applications of the heat equation in electrical engineering.

Keywords: heat equation, Fourier method, Fourier series, partial differential equation
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