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1. Uvod

Diferencijalne jednadZzbe se intenzivno koriste za modeliranje Sirokog spektra problema u elek-
trotehnici, mehanici ¢vrstog i1 fluidnog materijala, biologiji, znanosti o materijalima, ekonomiji,
ekologiji, informatici itd. Neke od najpoznatijih diferencijalnih jednadzbi su Navier Stokesove

jednadzbe u dinamici fluida, Maxwellove jednadZbe za elektromagnetizam itd.

Nazalost, iako diferencijalne jednadzbe mogu opisati velik broj problema, samo mali dio njih
moze se egzaktno rijeSiti pomocu elementarnih funkcija (polinomi, sinus, kosinus, logaritmi itd.)
1 njihovih kombinacija (kompozicijske funkcije). Neke klase diferencijalnih jednadZbi mogu se
rijeSiti analiticki, no Cesto to zahtijeva velike napore i primjenu naprednih matematickih teorijskih
znanja. Ako analiticko rjeSenje nije dostupno, poZeljno je pronaci priblizno rjeSenje jednadzbe. To
se postiZe numerickim metodama. U ovom radu, pokazat ¢u kako numericki rijesiti diferencijalne
jednadZbe, koristeci jednu od metoda rjeSavanja, metodu konacnih razlika (eng.finite difference
method - FDM).

Metoda konacnih razlika je aproksimacijska metoda za rjeSavanje raznih rubnih i pocetno-
rubnih diferencijalnih problema za diferencijalne jednadZbe. To ukljucuje linearne i nelinearne,
vremenski neovisne i ovisne probleme. Ova se metoda moZe primijeniti na probleme s razli¢itim

oblicima ruba, razli¢itim vrstama rubnih uvjeta i za podrucje koje sadrzi viSe razli¢itih materijala.

U metodi konacnih razlika, derivacije u diferencijalnoj jednadzbi aproksimiraju se pomocu
formula konacnih razlika. Na taj nacin mozemo transformirati diferencijalnu jednadzbu u sustav
algebarskih jednadzbi za lakSe rjeSavanje. Tridijagonalni sustavi su posebna vrsta linearnih sus-
tava s ne-nul elementima samo na glavnoj i dvjema susjednim sporednim dijagonalama. Oni se
Cesto koriste u razli¢itim podruc¢jima kao $to su numericka analiza, inZenjerstvo i financije. Pred-
nost tridijagonalnih sustava je da se mogu rjesSavati efikasnijim algoritmima poput Thomasovog
algoritma, koji ima linearnu sloZenost u odnosu na broj nepoznanica. Njihova posebna struktura
pruza moguénost razvijanja specificnih metoda za rjeSavanje, ¢cime se postiZze dublje razumijevanje

i primjena matematickih koncepta u rjeSavanju linearnih sustava.

Aproksimacija derivacija konacnim razlikama je jedna od najjednostavnijih 1 najstarijih me-
toda rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi. Koristio ih je L. Euler ve¢ u 18. stoljecu, za probleme
jednodimenzijskog prostora, dok ih je pocetkom 20. st., najvjerojatnije, C. Runge proSirio na
primjenu u dvodimenzionalnim prostorima. Nagli razvoj metode konacnih razlika u numeri¢kim
primjenama zapocele su ranih 1950-ih potaknuti pojavom i razvojem racunala koji su omogucili

tehnoloSku podlogu za rjeSavanje slozenih problema znanosti i tehnologije.

Python je popularan programski jezik koji se Cesto koristi u numerickoj analizi. Zahvaljujuci
jednostavnosti i bogatoj biblioteci modula, Python pruza programerima mocan alat za implemen-

taciju 1 analizu numerickih metoda konacnih razlika. Koriste¢i Python, moZemo lako izraCunati
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numericke aproksimacije diferencijalnih jednadzbi, simulirati fizikalne procese i analizirati rezul-
tate. Sintaksa Pythona olakSava pisanje Citljivog koda, dok brojne biblioteke poput NumPy 1 SciPy

pruzaju funkcionalnosti za brzo izraCunavanje i koriStenje numerickim podacima.

U ovom radu pruZit ¢emo sveobuhvatan pregled strukture i primjene metode konacnih razlika
na rubne probleme. Zapocet cemo s uvodom u osnovne pojmove koji su kljuéni za razumijeva-
nje rubnih problema i njihovo rjeSavanje. Nakon toga, detaljno ¢emo objasniti metodu konacnih
razlika, koja je jedna od najcesce koriStenih numerickih tehnika za rjeSavanje rubnih problema.
Opisat ¢emo korake i postupke primjene metode, isticu¢i njezine prednosti 1 ograni¢enja. Ova
analiza ¢e omoguditi razumijevanje kako metoda konacnih razlika funkcionira i na koji nacin se
primjenjuje u praksi. Jedan od klju¢nih dijelova rada bit ¢e primjena metode konacnih razlika
na konkretnim primjerima iz podrucja inZenjerstva. Kroz ove primjere, Citatelji ¢e dobiti uvid u
stvarne probleme koje metoda konacnih razlika moze rjeSavati, kao 1 njenu primjenu u razliitim
inZenjerskim disciplinama. Analizirat ¢emo rezultate i donositi zakljucke o primjenjivosti metode
na razlicite scenarije. Da bismo omogucili prakticnu primjenu metode konacnih razlika, takoder

¢emo implementirati ovu metodu koriste¢i Python programski jezik.



2. Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju dajemo kratak uvod u osnovne matematicke pojmove 1 tvrdnje koje su bitne

za metodu konacnih razlika.

2.1. Derivacija

Derivacija je matematicka operacija koja oznacava stopu promjene neke funkcije u odnosu na

promjenu njezine varijable. Derivacija funkcije f : D — R utocki x € D se definira kao:

flz+h) - f(x)

h ) (2.1)

f'(z) = lim

h—0

ako postoji. f/(z) jo§ zovemo i prva derivacija funkcije f(x), dok derivacije viseg reda, f™ defi-

niramo rekurzivno f™ = (f(»=1)),

f@) | fi) f@) | @ ] @ [ e
1
C ] arcsin T shx chx
l—zx=
1
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1 1
" nr" ! arctan x = thx ——
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Slika 2.1. Derivacije elementarnih funkcija, Izvor: [14]

derivacije elementarnih funkcija.

Geometrijska interpretacija derivacije je vidljiva na Slici 2.2., dok smo na Slici 2.1. prikazali
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Slika 2.2. Geometrijska interpretacija derivacije, Izvor: autor

2.2. Diferencijalna jednadzba

Diferencijalne jednadzbe su matematicke jednadZbe koje povezuju nepoznatu funkciju s nje-
zinim derivacijama. Koriste se za modeliranje Sirokog raspona fizickih fenomena, od kretanja
objekata do ponaSanja elektricnih krugova i Sirenja bolesti. Diferencijalna jednadzba obicno se
piSe u obliku:

f (0.9, y, ...,y(")) =0, (2.2)

gdje je y nepoznata funkcija, x je nezavisna varijabla, a f je funkcija koja opisuje odnos izmedu
njih. Diferencijalne jednadzbe se mogu klasificirati prema njihovom redu i linearnosti. Red dife-
rencijalne jednadzbe je najvisi red derivacije koji se pojavljuje u jednadzbi. Na primjer, diferen-
cijalna jednadZba prvog reda ukljucuje samo prvu derivaciju od y, dok diferencijalna jednadzba

drugog reda ukljucuje drugu derivaciju od y [1].

Diferencijalna jednadZba je linearna ako se moZe zapisati u obliku:

an(2)y"™ + an_1(2)y "V + -+ ar(2)y + aolx)y = f(2), (2.3)

gdje su a, (), an_1(x),...,a1(x), ao(x) i f(z) funkcije od z. Bitno je istaknuti u linearnoj diferen-
cijalnoj jednadzbi, koeficijenti a,(x), a,_1(x), ..., a1(x), ap(z) su konstante ili funkcije samo od

x, a ne ovise o y ili njezinim derivacijama [1].

RjeSavanje diferencijalne jednadZbe ukljucuje pronalaZenje funkcije y koja zadovoljava jed-
nadzbu. To se moZe uCiniti analitiki ili numericki. Analiticke metode ukljucuju pronalazenje
eksplicitne formule za y u odnosu na x, koristeci tehnike poput separacije varijabli, integracije i

supstitucije. Numericke metode ukljucuju aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jednadZbe upotre-



bom metoda poput Eulerove metode, Runge-Kutta metoda i metoda konac¢nih elemenata i kona¢nih

razlika.

2.3. Rubni problem

Rubni problemi su klasa problema u matematici koja ukljucuju pronalaZenje rjeSenja diferen-
cijalne jednadzbe uz zadane rubne uvjete. Pojavljuju se u mnogim podrucjima znanosti i tehnike,

ukljucujudi fiziku, kemiju i financijski sektor.

U rubnom problemu, diferencijalna jednadzba je definirana na nekoj domeni, a rjeSenjem je
potrebno zadovoljiti odredene uvjete na granici domene. Ti uvjeti mogu biti definirani u obliku
fiksnih vrijednosti rjeSenja, njegovih derivacija ili njihove kombinacije. Cilj problema je pronaci

rjeSenje koje zadovoljava i diferencijalnu jednadzbu i rubne uvjete [1].

Klasificiraju se u nekoliko vrsta: Dirichletovi rubni problemi, Neumannovi rubni problemi ili
mjeSoviti. U Dirichletovom rubnom problemu, rubni uvjeti odreduju vrijednosti rjeSenja na rubu

domene. Dirichletov rubni problem za ODJ prvog reda opcenito glasi:

f(z,y,y) =0
f(a) =ya, F(b) =y

(2.4)

Na primjer, raspodjela temperature u metalnoj ploci moze se opisati pomocu toplinske jed-
nadzbe, a Dirichletov rubni problem moZe ukljucivati zadavanje temperature na rubovima ploce.
U Neumannovom rubnom problemu, rubni uvjeti odreduju vrijednosti derivacije rjeSenja na gra-

nici domene. Neumannov rubni problem za ODJ 1. reda:

flz,y,y) =0
f'(a) = ya, f'(0) = v

(2.5)

Na primjer, protok tekucine u cijevi moze se opisati pomoc¢u Navier-Stokesove jednadzbe, a

Neumannov rubni problem moZe ukljucivati zadavanje gradijenta tlaka na krajevima cijevi [4].

......

neke jednostavne rubne probleme, ali za ve¢inu problema su potrebne numeri¢ke metode. Nu-
mericke metode ukljucuju diskretizaciju domene u skup tocaka i aproksimaciju rjeSenja na svakoj
tocki pomoc¢u metode konacnih razlika ili metode konacnih elemenata. Dobiveni sustav jednadzbi
se moze rijesiti pomocu tehnika linearne algebre, poput Gaussove eliminacije ili faktorizacije ma-
trice [1].



2.4. Aproksimacija funkcije i domena
2.4.1. Taylorova metoda

Taylorova metoda je matematic¢ka metoda koja se koristi za aproksimaciju funkcija u nekoj
tocki. Ona se bazira na Taylorovom razvoju funkcije oko neke tocke, koji se sastoji od polinoma

koji aproksimira funkciju u nekoj tocki i pripadne greske aproksimacije [1].

Taylorov razvoj funkcije f(x) oko tocke a dan je sa:

s =1+ 26—+ T —ap s P06 oy im0
gdje R, (z) oznaCava n-ti ostatak Taylorovog razvoja:
_ f(n+1)(za:) n+1
R, (z) = m(iﬁ —a)"", (2.7)

pri ¢emu je z,, neki broj izmedu x i a [5].

Taylorova metoda je vrlo precizna za funkcije koje su blizu linearne u tocki a, medutim, kako
se udaljavamo od tocke a preciznost metode se smanjuje. Taylorova metoda takoder zahtijeva poz-
navanje viSih redova derivacija funkcije koji se koriste, a Sto moZe biti tesko u nekim sluc¢ajevima

[S]. Prikazali smo aproksimaciju Taylorovim polinomom na Slici 2.3.

i
=g
a5

I ® fix) @ Taylorov polinom

Slika 2.3. Prikaz usporedbe f(x) i aproksimacije Taylorovim polinomom, Izvor: [12]

Metoda konac¢nih razlika je metoda aproksimacije derivacije funkcije koriStenjem konacnih

razlika. Derivacija se aproksimira omjerom prirasta funkcije (razlikom funkcijskih vrijednosti) i



pripadnog prirasta nezavisne varijable. Postoji nekoliko metoda konac¢nih razlika koje ¢emo uvesti

u nastavku.

2.4.2. Shema prema naprijed

Ova shema aproksimira prvu derivaciju funkcije koristeéi razliku izmedu vrijednosti funkcije
u dvije susjedne tocke. Zove se "shema prema naprijed" jer koristi vrijednost funkcije u trenutnoj

tocki i sljedecoj tocki [2]. Formula za shemu prema naprijed je dana kao:

flx+h) - fx)

o) = HEEH T

(2.8)

gdje je h > 0 udaljenost izmedu dviju susjednih to¢aka. Pogreska aproksimacije je proporcionalna
h.

Naime, iz Taylorovog razvoja 1. reda imamo vezu s aproksimacijama konac¢nih razlika:

f'(a)

f(z) = fla) + T(ff —a) + Ry (z),
fla+h)=f(a)+ f'(a)(a+h—a)+ Ry, (2.9)
oy - LD s By

pri éemu je Ry po (2.7) proporcionalan h%. Ovo je formula za konaénu razliku prvog reda koja
se Cesto koristi za deriviranje funkcija. Vidimo da je ova formula u biti aproksimacija derivacije
funkcije pomocu Taylorovog razvoja 1. reda [1]. Na Slici 2.4. se nalazi geometrijska interpretacija

sheme unaprijed.

f(x)

tnfl tn tn +1

Slika 2.4. Geometrijska interpretacija sheme unaprijed, Izvor: [13]



2.4.3. Shema prema nazad

Ova shema aproksimira prvu derivaciju funkcije koristeéi razliku izmedu vrijednosti funkcije
u dvije susjedne tocke. Zove se "shema prema nazad" jer koristi vrijednost funkcije u trenutnoj

tocki i prethodnoj tocki [2]. Formula za shemu prema nazad je dana kao:

HOE f(w) - i(x - h>, (2.10)

gdje je h udaljenost izmedu dviju susjednih tocaka. Pogreska u ovoj shemi je takoder proporci-

onalna h [1]. Na Slici 2.4. se nalazi geometrijska interpretacija sheme pri kojoj se uzima prethodna

tocka.

tnf 1 tn tn +1

Slika 2.5. Geometrijska interpretacija sheme unazad, Izvor: [13]

2.4.4. Centralna shema

Ova shema aproksimira prvu derivaciju funkcije koristeéi razliku izmedu vrijednosti funkcije
u dvije tocke, jedne smjeStene "ispred” trenutne toCke i jedne smjeStene "iza" trenutne tocke [2].
Zove se "centralna" ili "midpoint" shema jer koristi sredinu izmedu dvije tocke, kao Sto je vidljivo
na Slici 2.6., dok smo Slikom 2.7. pokazali sve sheme s pripadnim jednadZbama. Formula za

centralnu razliku je dana kao:

gdje je h udaljenost izmedu dviju susjednih to¢aka. Pogreska je proporcionalna h? [1].

2.4.5. Aproksimacija druge derivacije

Drugu derivaciju aproksimiramo na jedan od sljedeca tri nacina:
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tnfl tn tn +1

Slika 2.6. Geometrijska interpretacija centralne sheme, Izvor: [13]

* konacnim razlikama unaprijed
flx4+2h) =2f(x+h)+ f(z)

/() ~ = , 2.12)
¢ konacnim razlikama unazad
z)—2f(x —h)+ f(z —2h
¢ centralnim konac¢nim razlikama
h)—2 —h

gdje je h udaljenost izmedu dviju susjednih tocaka.

Sada ¢emo izvesti formulu (2.14) koristeci izraz za centralne konacne razlike prvog reda (2.11)

u tockama x + % 1x — % s korakom % Dobivamo

Pty KT =10

h
PR RS (L))

Sada moZemo aproksimirati drugu derivaciju koriste¢i ove aproksimacije za prvu derivaciju 1

aproksimaciju centralnom kona¢nom razlikom prvog reda za drugu derivaciju u tocki x s kora-
kom h (2.11):

flla+5) - fla—35)

f//(x) ~ h
flath)—f(=) _ f(@)—f(z=h)
~ h h (2.15)
h
 Jle4h) = 2f(2) + flz— 1)
h? '

Red pogreske centralne konacne razlike drugog reda je h?.
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u(z)
razlika unazad centralna razlika

/ ”‘l Ui
i razlika unaprijed dr - Ax
F——

or 2Ax

Az Az (au) Ui — Ui

Slika 2.7. Usporedba prethodno navedenih shema konacnih razlika, Izvor: [3]

2.5. Usporedba razli¢itih aproksimacija kona¢nim razlikama

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kolika je zapravo toCnost aproksimacije, pogreska i even-
tualna odstupanja izmedu razli¢itih shema i pri razliitim aproksimacijskim koracima. Razmotrit

¢emo tri razlicite funkcije:

flz) = 2%,
g(x) = cos(x),
h(z) = e,
‘ h
30
25
20
15
10
: 5
S Nl oS 20 N SoS B 0 5 S Ne/ 20 25 N S
-5

Slika 2.8. f(x), g(x), h(x), Izvor: autor

Za svaku od ovih funkcija aproksimirat éemo vrijednost prve derivacije u tocki xp = 2. S

obzirom da su funkcije jednostavne, prvo ¢emo ih derivirati analiticki kako bismo dobili referentne
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vrijednosti za usporedbu s aproksimacijama. Derivacije gore navedenih funkcija su redom:

f'(@) = 2z,
g'(x) = —sin(z),
W(z) = 2ze”,

g'(2) = —sin(2) = —0.9093,
R (2) = 4e* ~ 218.3926.

Slika 2.9. f°(x), g’(x), h’(x), Izvor: autor

Na Slici 2.8. su grafi¢ki prikazane funkcije f(x), g(z), h(z), dok na Slici 2.9. moZemo vidjeti

kako se te iste funkcije promijene pri njenim derivacijama.

Sada ¢emo primijeniti metodu konacnih razlika kako bismo aproksimirali derivacije ovih funk-
cija. Koristit ¢emo aproksimacije prve derivacije za sve tri sheme (unaprijed, unazad i centralnu)
pri razlicitim vrijednostima koraka h = 0.1, h = 0.01, h = 0.001 i usporediti ih.

flwo+h) = flzo) _ f2+h) = [f(2)

f{znaprijed(l‘()’ h) = h = h )
f;nazad(xm h) - = f< ) }fl(mo — ) - f(2) — £(2 — h)v
flan+ 1) = 2= 1) _ [+~ f2—h)

fc,entralna (ZE(), h) = 2h - 2h

o f(x)=12%20=2, f(x0) = f'(2) =4
U tablicama 2.1. i 2.2. moZemo vidjeti razliku pri razli¢itim koracima i za razliite aprok-

simacije. Iz njih je vidljivo da pri centralnoj aproksimaciji jedino nema pogreske, ni pri
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Tablica 2.1. Aproksimacije konacnim razlikama pri razlicitim koracima za f{(x)

Aproksimacija | h=0.1 | h=0.01 | h =0.001
lltnap'rijed 4.1 4.01 4.001
;nazad 3.9 3.99 3.999
c,entralna 4 4 4

Tablica 2.2. Apsolutne pogreSke pri razlicitim koracima za f(x)

Apsolutna pogreska h=0.1]h=0.01|h=0.001
|//(2) = flnaprizea2: M) | 0.1 0.01 0.001

1f(2) = [l (2, 1) 0.1 0.01 0.001
|f/(2) — c,entralna(27 h)| 0 0 0

razli¢itim koracima ni od egzaktnog rjesenja, dok su medu ostalim dvjema aproksimacijama
pogreske iste, a Sto im je korak manji, time im je i pogreSka manjeg iznosa. Aproksima-
cije za funkciju f(x) i egzaktne derivacije moZemo vidjeti na Slici 2.10. iz ¢ega moZemo
primijetiti da se centralna aproksimacija poklapa s egzaktnom derivacijom, dok su ostale

aproksimacije s istom apsolutnom pogreskom, koja je sve manja, s §to ve¢im korakom.

—— Egzaktna derivacija
aproksimacija unaprijed
—-= aproksimacija unazad
Centralna aproksimacija o

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X

Slika 2.10. Aproksimacija derivacije za f(x) = 2 Izvor: autor

g(x) = cos(z), 7o = 2, ¢'(z0) = ¢'(2) =~ —0.9093

U tablicama 2.3. i 2.4. usporedujemo razliku medu aproksimacijama i koracima za funkciju
g(x), iz kojih je vidljivo da kod ove funkcije ima pogreske i za centralnu aproksimaciju,
ali je svejedno pogodnija od ostale dvije aproksimacije, dok je medu njima pogodnija ona
za unazad. I u ovom slucaju vrijedi, da je najmanja pogreska za sve tri aproksimacije pri

najmanjem koraku.



Tablica 2.3. Aproksimacije konacnim razlikama pri razlicitim koracima za g(x)

Aproksimacija | h =0.1 | h=0.01 | h =0.001
Gunaprijed -0.88699 | -0.90720 | -0.90908
G -0.92857 | -0.91136 | -0.90950
Yeentralna -0.90778 | -0.90928 | -0.90929
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Tablica 2.4. Apsolutne pogreske pri razlicitim koracima za g(x)

Apsolutna pogreska h=0.1|h=0.01 | h=0.001
19'(2) = Ghnaprijea(2,h)| | 0.02231 | 0.0021 | 0.00022

19'(2) — Gl usaa(2,R)| | 0.01927 | 0.00206 0.0002
19'(2) = Gontraina(2, )| | 0.00152 | 0.00002 | 0.00001

Na slici 2.11. smo pokazali koliko se aproksimacije razlikuju od egzaktne derivacije. Tako-
der, mozemo primijetiti kako pri ekstremima derivirane funkcije g(x) su pogreske aproksi-
macija minimalne za sve tri aproksimacije, pa se udaljavanjem od ekstrema, pogreske pove-

cavaju.

1.00 4+ = Egzaktna derivacija
aproksimacija unaprijed

—-= aproksimacija unazad

0.75 1 ... Centralna aproksimacija

0.50 ~

0.25

0.00 ~

g'(x}

—0.25 1

—0.50 1

—=0.75 1

—=1.00 4

Slika 2.11. Aproksimacija derivacije za g(x) = cos(z), Izvor: autor

e hz) = e, o =2, h(x9) = W (2) ~ 218.3926

Tablice 2.5. 1 2.6. imaju vece oscilacije u pogreskama zbog aproksimacije kompleksnije funk-
cije h(z). Mozemo zakljuciti da pri nedovoljno malim korakom, pogreske su puno veée nego za
funkcije f(x) i g(z). I u ovom slucaju kao u svakom dosada$njem, najpogodnija aproksimacija

je centralna. Za funkcije ovog tipa je izuzetno bitno uzeti Sto manji korak da bi dovoljno smanjili
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Tablica 2.5. Aproksimacije konacnim razlikama pri razlicitim koracima za h(x)

Aproksimacija | h =0.1 h=0.01 | A =0.001
Wonaprijed 276.71313 | 223.38757 | 218.88478

R osad 176.32097 | 213.55781 | 217.90202

R, oriraina 226.51705 | 218.47269 | 218.39340

Tablica 2.6. Apsolutne pogreske pri razlicitim koracima za h(x)

Apsolutna pogreska h=01 | h=0.01 | h=0.001
11 (2) = Dl paprijea(2, 1) | 58.32053 | 4.99497 | 0.49218
(W (2) — Il anaa(2, 1)) | 42.07163 | 4.83479 | 0.49058
(W (2) — B piraina(2, 1) | 8.12445 | 0.08009 | 0.0008

pogresku i time povecali to¢nost aproksimacije. Usporedba egzaktne derivacije i pripadnih aprok-
simacija za funkciju h(x) mozemo vidjeti na Slici 2.12. gdje moZzemo primijetiti da pri nekim
dijelovima funkcije je relativno mala pogreska u aproksimacijama, dok u nekim se naglo pove-
¢ava. To se dogada zato Sto je u tim djelovima prirast derivacije, odnosno druga derivacija od
h, relativno velik broj (h”(2) = 18¢* ~ 982.8), a vidjeli smo da pogreska aproksimacije ovisi o
drugoj derivaciji (vidjeti (2.6)—(2.7), 2.9)).

= Egzaktna derivacija
aproksimacija unaprijed
300 7 —-- aproksimacija unazad
----- Centralna aproksimacija
200 4
100 4
X o
i
—-100 4
—200 - i
i
=300 1 ‘;'
[

T T T T
—-2.0 -1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Slika 2.12. Aproksimacija derivacije za h(z) = e*’, Izvor: autor

Opcenito, mozemo zakljuciti da kvaliteta aproksimacije derivacija metodom konacnih razlika
ovisi o funkciji koja se analizira, a takoder 1 o veliCini koraka h. Za neke funkcije kao Sto su
f(z) = 2% i g(x) = cos(z), aproksimacije su tocnije i apsolutne greSke su manje. Medutim, za
druge funkcije, kao §to je h(z) = e, apsolutna pogreska je puno veéa naspram one u f(z) i

g(x). Razlog je §to greSka aproksimacije derivacije ovisi o veli¢ini druge derivacije. Potrebno
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je koristiti izuzetno male korake kako bi se postigla prihvatljiva tocnost, §to moZemo primijetiti
u tablici 2.6. Centralna aproksimacija obi¢no daje najmanje apsolutne pogreske u usporedbi s
ostalim aproksimacijama, te je to u skladu s ocekivanjima jer smo vidjeli u ranijem poglavlju da
je red pogreske centralne konac¢ne razlike proporcionalan h?, dok je za druge dvije vrste kona¢nih
razlika red pogreske proporcionalan h.



3. Metoda konacnih razlika

Metoda konacnih razlika je jedan od nacCina numerickog rjeSavanja diferencijalnih jednadZzbi.
Naime, numeri¢kim metodama aproksimiraju se rjeSenja jednadzbi, te iako nisu egzaktna ona
uvelike olakSavaju rjeSavanje neke diferencijalne jednadZzbe. U sustini, derivacije u diferencijalnoj
jednadzbi zamijenimo s aproksimiranim izrazima ¢ime dobivamo obi¢nu algebarsku jednadZbu
koju je znatno lakSe rijesiti. Rezultat rjeSavanja te algebarske jednadZbe su aproksimirana rjeSenja

[1].

Uzmimo za primjer jednostavnu obic¢nu diferencijalnu jednadzbu:
Y (x) =z, (3.1
Cije je opCe rjesenje:
y:/xdx:%Q—i-C, (3.2)
gdje je C neodredena konstanta.

Medutim, nas ne zanima rjeSavanje ove jednadzbe integriranjem, ve¢ ju Zelimo rijesiti nume-
ricki. Jednadzba poput ove je kontinuirani problem, a da bi ju rijeSili numericki, potrebno ju je
pretvoriti u diskretan problem tako da uzmemo konacan broj vrijednosti y i derivaciju zamijenimo
aproksimiranim izrazima, specificno, kona¢nom razlikom unaprijed:

dy

%(%) ~ Vit " Y (3.3)

h )
gdjejey; ~ y(x;), xrog < o1 < ... < x, ekvidistantne tocke, te h = x; —x;_1. Na taj na¢in dobijemo

sljedecu aproksimativnu jednadzbu [3]:

Yi+1 — Yi

. = ;. (3.4)

Preuredivanjem jednadZzbe (3.4) dobivamo sljedeci izraz za v,
Yitr1 = zh +y;, (3.5)

1 sada moZemo izraCunati svaki ;1 s pretpostavkom da nam je poznato y;.

Za §to tocniju aproksimaciju Zelimo uzeti Sto viSe podintervala, i Sto manji korak. Na taj nacin,
smanjujemo pogresku te dobivamo rjesenje koje je priblizno jednako egzaktnom rjeSenju. Medu-
tim, povecanjem broja podintervala ne smanjujemo samo mogucu pogreSku, nego i pove¢avamo

broj jednadzbi koje ée biti potrebno rijesiti.

17
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3.1. Primjeri implementacije metode konacnih razlika na rubne probleme
3.1.1. Primjer 1

Zadan je rubni problem:

" o _ E :Z_
v +y=uz, y(0)=1, y(2> 5 1. (3.6)

Rijesit ¢emo ovaj problem metodom diskretizacije, odnosno konacne razlike uzevs$i da je m = 5

te ¢emo usporediti dobivena rjeSenja s egzaktnim rjeSenjem.

Da bismo rijesili ovaj problem koriste¢i metodu konac¢nih razlika, prvo moramo diskretizirati

domenu [0,7/2]. Ako postavimo da veli¢ina pomaka bude h = %/2, gdje je m broj podinter-
vala. Definirat éemo ¢vorove kao x; = th zai = 0,1,...,m. Koriste¢i aproksimaciju za drugu
derivaciju y” i prve derivacije 1, dobit ¢emo sljedecu jednadzbu:
i1 — 2y + Yo .
Yitl vity 1—|—yi::vl- zai=1,2,...,m, (3.7)

h2

gdje je y; aproksimacija y(z;). Preoblikovat éemo jednadzbu da dobijemo y;1:
Yirr = 2y — Yo + (2 — i) zai=0,1,....m—1. (3.8)

MozZemo Kkoristiti ovu jednadZzbu za izracun vrijednosti y; za ¢ = 0,1, ..., m primjenom rubnih

uvjetayo = liy, =5 — 1

Yirr =2y — yi1 + 03 —y), i=1,. 4 (3.9)
Za i = 2, imamo:
ys = 2y> — y1 + h*(z2 — y2) = 2y> — y1 + (0.31416)*(0.62832 — ), (3.10)
Zai = 3:
ys = 2ys — yo + h*(z3 — y3) = 2y3 — y2 + (0.31416)%(0.94248 — y3), (3.11)
Konacno, za i = 4:
Ys = 2us — ys + 2 (x4 — ya) = 2ys — ys + (0.31416)%(1.25664 — y4). (3.12)

Dobivamo sustav od pet jednadzbi i pet nepoznanica koje moZemo rijeSiti. Naime, da si olak-

Samo rjeSavanje, koristit cemo matrice:

1 0 0 0 0\ [n 1
1 —1.9011 1 0 0| 0.0621
0 1 ~1.9011 1 0| |yl =100933
0 0 1 ~1.9011 1| |y 0.1241
0 0 0 0 1) \us T



RjeSavanjem dobivenog linearnog sustava slijedi:

Y1 1

Yo 0.8867
ys | = | 0.7479
Y4 0.6284
Ys 51

Na sljedecoj slici prikazat cemo dobiveno rjeSenje graficki.
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1.0 4
0.9 1
0.8 1
-

0.7 1
0.6 1

T T T T

X1 X2 X3 Xaq

Xj

Slika 3.1. Graf dobivenog rjeSenja, Izvor: autor

Egzaktno rjeSenje diferencijalne jednadzbe je y(x) = cos(x) — sin(x) + x. Kako su dane

vrijednosti za y; za+ = 1, 2, 3, 4, 5, apsolutna pogreska za svaki od ¢-tih koraka moze se izraCunati

kao |y; — y(x;)|. Uzimajudi vrijednosti za y; iz prethodnog rjeSenja, dobivamo:

lyn — y(z1)] = |1 — (cos(0) —sin(0) + 0)| = 0,

ly2 — y(z2)] = 10.8867 — (cos(0.62832) — sin(0.62832) + 0.62832)| ~ 0.03715,
lys — y(x3)| = 10.7479 — (cos(0.94248) — sin(0.94248) + 0.94248)| ~ 0.02665,
lys — y(x4)| = |0.6284 — (cos(1.25664) — sin(1.25664) + 1.25664)| ~ 0.01380,
lys — y(ws)| = ‘5 <COS( — sin( ) + g)‘ =0.

Vidimo da su apsolutne pogreske male $to ukazuje na to da je numericko rjeSavanje metodom

konacnih razlika dobro aproksimiralo egzaktno rjeSenje.

Slika 3.2. nam daje predodzbu koliko se aproksimirana rjeSenja razlikuju od egzaktnih. Kao

Sto smo prije naveli, pove¢anjem broja podintervala i smanjenjem koraka h pogreska postaje sve

manja.
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1.0 - —— Egzaktno rjiesenje (cos(x) - sin(x) + x)
—&— Dobiveno rjesenje
0.9 1
0.8 1
-
0.7 1
0.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Slika 3.2. Usporedba egzaktnog rjesenja i dobivenog rjesenja, Izvor: autor

3.1.2. Primjer 2
Pokazat ¢emo metodu konacnih razlika na jo§ jednom primjeru ODIJ:
y' +xy — xy = 2z, (3.13)

s rubnim uvjetima y(0) = 11 y(2) = 8.
Prvi korak u rjeSavanju ovog problema jest diskretizacija kontinuirane domene, tj. dijeljenje
na diskretne segmente. Nakon toga se odabire veli¢ina koraka, h, koji definira diskretne tocke u

domeni. Na primjer, odabirom ~ = 0.5, dobivamo Cetiri segmenta i pet diskretnih tocaka: x; = 0,

ro =05, 235=1,24 = 1.5, x5 = 2.

Cilj je pronaci priblizne vrijednosti funkcije y u svakoj od ovih tocaka, Sto znaci da imamo pet
nepoznanica i potrebno je pet jednadzbi kako bismo ih rijesili. Da bi dobili te jednadzbe, koristit

¢emo zadanu ODJ i zamijeniti derivacije u njoj s aproksimacijama konac¢nih razlika.

S obzirom na to da imamo tocke ili ¢vorove u lokacijama koje su udaljene h, moZemo razmo-
triti tocku X, gdje je y(l’z) = Y, y(ZE + h) = y($¢+1) = Yi+1, 1 y(l’z - h) = y(.TZ'_1> = Yi—1-

Kako bismo to postigli, slijedimo nekoliko koraka:

1. Zamijenimo egzaktne derivacije u zadanoj ODJ aproksimacijama konac¢nih razlika i primi-

jenimo jednadzbu na odredenoj lokaciji (x;, ;).
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U naSem primjeru, to moZemo zapisati kao:

Yier =20t Yo | Yit1 — Vi
h? " 2h

2. Sljedece Sto moZemo napraviti je preoblikovati kako nam jednadzba 3.14 izgleda:

h h

Koristeéi jednadzbu (3.15), moZemo dobiti jednadzbu za svaku unutarnju tocku u domeni.
Sto se ti¢e prve i posljednje toke, odnosno rubne tocke, ve¢ imamo za njih jednadzbe za-

hvaljujuéi danim rubnim uvjetima.

3. U iduéem koraku cilj nam je sastaviti sustav linearnih jednadzbi.

Primjenjujuéi rekurzivnu formulu na unutarnje tocke i koristeéi rubne uvjete za veé defini-

rane tocke, moZemo uspostaviti sustav linearnih jednadzbi:

N = 17
0.875y; — 2.125ys — 1.125y5 = 0.25,
0.75ys — 2.25y5 + 1.25y, = 0.5, (3.16)

0.625y5 — 2.375y4 + 1.375y5 = 0.75,
Ys = 8.

Dobiveni sustav se sastoji od pet jednadzbi s pet nepoznanica, koji se moZe rijeSiti. Sustav

zapisan matriéno glasi:

1 0 0 0 0 n 1

0875 —2.125 1.125 0 0 Yo 0.25
0 075 -—225 125 0 ys | =1 05
0 0  0.625 —2375 1.375 | | v 0.75
0 0 0 0 1 ys 8

4. Sada nam samo preostaje rijesiti linearni sustav jednadzbi pomoc¢u matrica, dobiveno rjeSe-

nje je:
Y1 1
Yo 2.0711
ys | = | 3.3565
Y4 5.1991
Ys 8

Dobivena matri¢na rjeSenja moZemo plotirati na grafu da dobijemo ideju o njenim kretanjima,

Sto smo 1 uradili kao Sto je vidljivo na Slici 3.3.
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g 4 —@— Rjesenje

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
X

Slika 3.3. Graf dobivenog rjesenja, Izvor: autor

3.1.3. Tridijagonalni sustavi linearnih jednadzbi

Pri rjeSavanju linearnih sustava u kontekstu metode konacnih razlika, dobiveni sustav je tridi-
jagonalan, odnosno ima ne-nula elemente eventualno samo na glavnoj i dvjema susjednim spored-
nim dijagonalama. Iz tog razloga, kod primjene metode konacnih razlika, ¢esto se koriste algoritmi

specijalno dizajnirani za rjeSavanje tridijagonalnih sustava.

Sustav algebarskih jednadZzbi koji dobijemo prilikom primjene metode konacnih razlika se

moZe zapisati u obliku matrice A i vektora b:
Az =b. (3.17)

Ovdje je A kvadratna matrica koja sadrzi koeficijente konacnih razlika, x je vektor nepoznatih
vrijednosti koje Zelimo odrediti, a b je poznati vektor s desne strane. Cilj je pronaci vektor x koji

zadovoljava jednadzbu i daje rjeSenje problema koji se modelira [9].

RjeSavanje tridijagonalnih sustava moZe biti posebno efikasno jer omogucava primjenu poseb-
nih algoritama koji iskoriStavaju strukturu tridijagonalnih matrica. Jedan od takvih algoritama je
Thomasov algoritam, koji se Cesto koristi za rjeSavanje tridijagonalnih sustava s linearnom vre-

menskom sloZeno$¢u [10].
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Matematicki, takav tridijagonalni sustav moZe se zapisati kao:

bz + cize = dy,

a;Ti—1 + bz + cixip = d;,

(3.18)
ayry-1 + byry = dy,
’i:1,2,...,N, alch:O.
Alternativno, tridijagonalni sustav se moZe prikladnije prikazati u obliku matrice:
_bl (05} 0 L 0 171 T ] [ dl |

C1 bg Co e 0 ) dg

: = : ) (3.19)
an—1 by—1 an ITN-1 dn—1
0 CN—-1 bN N dN

Linearni algebarski sustav jednadZzbi mozZe se rijesiti pomocu Gaussove eliminacije, koja ima
pojednostavljeni oblik za tridijagonalne matrice i Cesto se naziva Thomasov algoritam. Elimi-
nacijski korak Thomasovog algoritma ukljucuje eliminaciju elemenata ispod glavne dijagonale
dodavanjem dviju uzastopnih redaka pomnoZenih odgovaraju¢im skaliranim faktorima, pocevsi
od prvog retka odozgo. Nakon zavrSetka eliminacijskog koraka, vrijednost zadnje nepoznanice,

TN, moze se izraCunati kao x := g—x.

U jednadzbi za zy_; neposredno iznad zadnje jednadZbe, postoje samo dvije nepoznanice,
xn 1xy_1. Bududi da je xy vec izracunat u eliminacijskom koraku, njegova vrijednost se moze
supstituirati u ovu jednadzbu kako bismo odredili x_;. Taj postupak se nastavlja supstitucijom
izraCunatih vrijednosti unatrag u prethodne jednadzbe. Prijelazom na jednadzbu za x5, postoje
samo dvije nepoznanice, xny_o 1 Ty_1, a buduci da je xy_; vec izraCunat, moZe se supstituirati u
tu jednadzbu kako bismo odredili x5 _5. Ovaj postupak supstitucije unatrag ponavlja se sve dok se

ne odrede sve nepoznate vrijednosti tridijagonalnog sustava jednadzbi.

3.2. Metoda konacnih razlika u Pythonu

Python je visoko razvijani programski jezik opcenito poznat po svojoj jednostavnosti, Citlji-
vosti i fleksibilnosti. Python je interpretirani jezik visoke razine koji omogucava brzo pisanje koda
i olakSava rad s razli¢itim tipovima podataka. Njegova sintaksa je Cista i intuitivna, Sto ga Cini
pogodnim za pocetnike, ali takoder i za iskusne programere. Python je popularan u raznim podru-
¢jima, ukljucujuci web razvoj, znanstveno istraZzivanje, analizu podataka i umjetnu inteligenciju,

te ima veliku 1 aktivnu zajednicu koja podrZava razvoj i Sirenje jezika.
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RjeSavanje tridijagonalnih sustava je vaZan problem u matematici i numerickoj analizi. Tri-
dijagonalni sustav sastoji se od jednadzbi u kojima postoje tri dijagonalne linije koje sadrze ko-
eficijente. Python nudi razne metode za rjeSavanje tridijagonalnih sustava. Jedan od pristupa je
koristenje Thomasovog algoritma. U Pythonu postoji implementacija Thomasovog algoritma koja
omogucava brzo rjeSavanje tridijagonalnih sustava. Osim toga, Python takoder pruza mogucnosti

za numericku analizu i manipulaciju matrica, Sto olakSava rjeSavanje sloZenih sustava jednadzbi.

import numpy as np

def rjesavanje_tridijagonalnih_sistema(a, b, c, d):
n = len(d)
c_dash = np.zeros(n)
d_dash = np.zeros(n)
¥ = np.zeros{n)

c_dash[&]
d_dash[8]

c[e] / ble]
dfe] / b[e]

for i in range(1, n):
¢ _dash[i] c[i] / (b[1] - a[i] * c_dash[i - 1])
d_dash[i] (d[i] - a[i] * d_dash[i - 1]} / (b[i] - a[i] * c_dash[i - 1])

¥[n - 1] = d_dash[n - 1]

for i in range(n - 2, -1, -1):
x[i] = d_dash[i] - c_dash[i] * x[1 + 1]

return x

Primjer:

= [1, 2, 3] # Dornja dijagonala
(4, 5, 6] # glavna dijagonala

= [7, 8, 8] # gornja dijagonala
[18, 11, 12] # desna strana

O nooow

solution = rjesavanje tridijagonalnih_sistema(a, b, c, d)
print{"Solution:", solution)

Seclution: [-4.5 4. -8. ]

Slika 3.4. Kod u Pythonu za tridijagonalne sustave, Izvor: autor

Na Slici 3.4. Prikazana je implementacija metode za rjeSavanje tridijagonalnih sustava. U

nastavku se nalazi objasnjenje oznaka u kodu.

* a, b, ¢, d: Ovo su liste koje predstavljaju koeficijente tridijagonalnog sustava Az = b. Svaka
lista odgovara jednoj dijagonali matrice A, pri cemu a predstavlja donju dijagonalu, b glavnu

dijagonalu, a ¢ gornju dijagonalu. Lista d predstavlja desnu stranu sustava.
* n: Ova varijabla sprema veli¢inu tridijagonalnog sustava, odnosno duljinu liste d.

* c_dash, d_dash, z: To su privremene liste koje se koriste u algoritmu za pohranu privreme-

nih vrijednosti.
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* ¢_dash|0] i d_dash[0]: Ovo su poCetne vrijednosti za prve elemente lista ¢_dash i d_dash.
IzraCunavaju se na temelju prvih elemenata lista c i d, podijeljenih s odgovaraju¢im elemen-

tom liste b.

* Prva petlja od 1 do n izraCunava vrijednosti c_dash i d_dash za preostale elemente. Te
se vrijednosti odreduju na temelju trenutnog elementa liste ¢, prethodnog elementa c_dash,
liste a, b i1 prethodnog elementa d_dash. Ova petlja efektivno izvodi "forward sweep" (pro-

gresivno kretanje) Thomasova algoritma.
* z[n — 1] dodjeljuje vrijednost d_dash[n — 1], §to je posljednji element vektora rjeSenja .

* Druga petlja se krece unatrag od n — 2 do 0 i izraCunava preostale elemente vektora rjeSenja
x koristeéi vrijednosti d_dash i c_dash. Ova petlja izvodi "back substitution" (supstituciju

unatrag) korak Thomasova algoritma.

* Na kraju, funkcija vraca vektor rjeSenja z.

Thomasov algoritam je ucinkovita metoda za rjeSavanje tridijagonalnih sustava, a ovaj kod ga
implementira u Pythonu. Izbjegava potrebu za inverzijom matrice i smanjuje racunalnu sloZenost

u usporedbi s drugim metodama za racunanje linearnih sustava.

3.2.1. Primjena konac¢nih razlika kod modeliranja vertikalnog hica

Imamo raketu koju lansiramo, a Zelimo da se nalazi 50 metara iznad tla nakon 5 sekundi od
lansiranja. Pretpostavljamo da nema otpora zraka. Zanima nas koja bi trebala biti pocetna brzina

pri lansiranju rakete [11].

Slika 3.5. Raketa koja se vertikalno lansira nepoznatom pocetnom brzinom, Izvor: [11]

Da bismo rijesili ovaj zadatak, mozemo primijeniti metodu konacnih razlika na drugu deri-

vaciju promjene visine rakete u odnosu na vrijeme. Ovu drugu derivaciju moZemo aproksimirati
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koristeci aproksimacije kona¢nim razlikama. Da bismo odgovorili na ovo pitanje, moZemo obli-

kovati problem kao rubni problem za ODJ drugog reda. ODJ je sljedeca:
y' = —g. (3.20)

Pripadni rubni uvjeti glase y(0) = 01 y(5) = 50. Zelimo odgovoriti na pitanje, koja je vrijednost
y'(0) pri lansiranju.

Ovo je prili¢no jednostavno pitanje koje moZemo rijesiti analiticki, 1 to s tocnim odgovorom
y'(0) = 34.5, no mi ¢emo to rijesiti metodom konacnih razlika, i to pomoéu programskog alata

Pythona.

Na Slici 3.5. se nalazi karikatura rakete koju Zelimo lansirati vertikalno u zrak za koju traZimo
pocetnu brzinu kojom bi uspjesno lansirali postivajuéi uvjet da postigne visinu od 50m nakon 5s.
Slika 3.6. predstavlja diskretiziranu mrezu na n jednakih podintervala, udaljene za korak h medu

susjednim toCkama.

Zamjenom druge derivacije sa centralnom kona¢nom razlikom dobivamo nasSu Zeljenu algebar-

sku jednadZbu koju ¢emo jednostavnije rijesiti.
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Slika 3.6. Interval [a,b] na n jednakih podintervala duljine h, Izvor: [11]

S obzirom da je vremenski interval [0, 5], uzmemo da je n = 10, tada je h = 0.5. Koriste¢i

aproksimirane derivacije konac¢nih razlika, imamo sljedece:

Yo = 07
Yict — 2y + Y = —gh®i=1,2,..,n— 1, (3.21)
Y10 = 50
U matricnom zapisu dobijemo:
1 0 Yo 0
1 -2 1 " —gh?
1 =2 1| | ¥ —gh?
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Stoga imamo ukupno 11 jednadZbi u sustavu koje moZemo rijeSiti primjenom odgovarajuce me-
tode.

Na Slici 3.7. prikazan je kod koji ukljucuje unoSenje potrebnih biblioteka i postavljanje po-
trebnih parametara za prikazivanje grafova. Zatim definirat ¢emo varijable 1 konstruirati matricu
A koristeci aproksimacije konacnim razlikama. Takoder, kod stvara vektor b na temelju odredenih
uvjeta. Linearne jednadZbe definirane s matricom A i vektorom b rjeSavaju se pomoc¢u matema-
tickih operacija, rezultirajuéi vektorom rjeSenja y. Takoder, kod generira vremenski vektor ¢ 1
prikazuje vrijednosti visine u odnosu na vrijeme. Konacno, graf se prikazuje, pruzajuéi vizualni
prikaz visine tijekom vremena. Na Slici 3.8. se nalazi graficki prikaz rjeSenja.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def rjesavanje_tridijagonalnih_sustava(a, b):
n = len(b)
c_prime = np.zeros(n - 1)
d_prime = np.zeros(n)
y = np.zeros{n)

c_prime[8] = A[®e, 1] / A[8, 8]
d_prime[@] = b[e] / A[e, @]

for i in range(l, n - 1}):
c_prime[i] = A[i, 1 + 1] / (A[i, 1] - A[d, 1 - 1] * c_prime[i - 1])

for i in range(l, n):
d_prime[i] = (b[i] - A[i, i - 1] * d_prime[i - 1]) / (A[i, i] - A[i, i - 1] * c_prime[i - 1])

y[n - 1] = d_prime[n - 1]
for i in range(n - 2, -1, -1)
y[i] = d_prime[i] - c_prime[i] * y[i + 1]

return y
n =18
h=(5-8)/n
A = np.zeros{(n + 1, n + 1))
ale, ] = 1
Aln, n] =1

for i in range(l, n}):
A[i, 1 -1] =1
A[i, i] = -2
A[i, 1 +1] =1

b = np.zeros({n + 1)

b[1:-1] = -9.8 * h**2

b[-1] = 5@

# rjefenje

y = rjesavanje_tridijagonalnih_sustava(a, b)
t np.linspace(®, 5, 11)

plt.figure(figsize=(16, 8))
plt.plot(t, y)

plt.plot(5, 5@, 'ro')
plt.xlabel( vrijeme (5)")
plt.ylabel({ visina (m)")
plt.grid(True)

plt.show()

Slika 3.7. Python kod za rjesavanje rubnog problema, Izvor: autor

Na Slici 3.8. vidimo kako bi izgledala putanja naSe rakete, a crvena tocka predstavlja uvjet
zadatka koji je glasio da Zelimo da se ta naSa raketa nalazi na 50 metara iznad tla nakon 5 sekundi

od lansiranja, §to smo uspjesno postigli postivajuci zadani rubni uvjet pri rjeSavanju problema.
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Slika 3.8. Vizualni prikaz rjesenja zadatka, odnosno putanje rakete, Izvor: autor

Sada odredimo %/(0). Iz aproksimacija kona¢nim razlikama znamo da je

Yi

PR Al 3.22
Y R Yir1 ~ o (3.22)

Sto znaci da je za ¢ = O:
100) A Y1 — Y- 393

ali ne znamo §to je y_;. Zapravo, moZemo izracunati y_; jer znamo vrijednosti y na svakoj mrezZnoj

tocki. Iz aproksimacije konacnim razlikama za drugu derivaciju, znamo da je:
Y1 = 240 +y1 = —gh?, (3.24)

stoga moZemo rijeSiti za y_; 1 zatim dobiti brzinu pri lansiranju. Sad moZemo ubaciti (3.24) u
(3.23):
(y1 — (—=gh* +2y0 —y1))

/ ~

(3.25)

i dobijemo rjesenje koje glasi:
y'(0) = 34.5m/s.

MoZemo primijetiti da dobivamo ispravnu brzinu pri lansiranju koriste¢i metodu konac¢nih razlika.



4. Problemi provodenja topline

U ovom poglavlju primijenit ¢éemo metodu na nekoliko primjera iz inZenjerstva, specifi¢no,

zadatke vezane uz problem provodenja topline.

4.1. Stacionarna jednadzba provodenja topline u jednoj dimenziji

JednadZba provodenja topline opisuje ravnoteZu topline u materijalu, gdje toplina protjece iz
toCaka s viSom temperaturom prema tockama s niZom temperaturom, a toplinski izvori mogu do-

davati ili oduzimati toplinu iz sustava [6].

JednadZbu se mozZe rijeSiti analiticki u nekim posebnim sluc¢ajevima, ali u vecini prakti¢nih

primjena rjeSava se numerickim metodama.

Uzet ¢emo jednostavan primjer provodenja topline:

Lijevi kraj =100 K Desni kraj = 1000 K

& 2%

DuljinaL=1m
<€ >

Bakrena Sipka

Slika 4.1. Vizualni prikaz zadatka provodenja topline po Sipci, Izvor: autor

Kao §to je prikazano na Slici 4.1, imamo Sipku dugu 1m nacinjenu od bakra. Na jednom kraju
te Sipke odrzavana je temperatura od 100/, a dok drugi kraj je zagrijan na 1000 K. Nas cilj ¢e biti

pronaci temperature na razli¢itim mjestima duz te Sipke. Jednadzba koja opisuje proces glasi:

0*T g 10T

2 Tk a0 D

gdje je:
* « - termalna difuzivnost m?/s,

29
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s a=k/pc,

k - toplinska provodljivost materijala W/(m - K),
* p - gustoca materijala kg/m3,
* ¢ - specifi¢na toplinska kapacitivnost materijala J/(kg - K),

* g - volumetri¢na stopa unutarnje generacije topline W/m3.

Pretpostavljamo da varijacija temperature duz y i z smjerova nije znacajna u odnosu na vari-
jaciju duZ = smjera [8]. U nastavku rjeSavamo jednadzbu (4.1) sa sljedecim dodatnim pretpostav-

kama:

* g = 0, Sto ukazuje na odsutnost unutarnje generacije topline,
* temperatura se ne mijenja s vremenom, S$to ukazuje na uvjet stacionarnog stanja.

Primjenom navedenih pretpostavki na jednadzbu (4.1) dobivamo Z = 0; gdje T = T(x), a

ova parcijalna diferencijalna jednadzba se moze dalje pojednostav1t i u obi¢nu diferencijalnu jed-
nadzbu. [8]

Dobili smo stacionarnu jednadzbu 7” = 0 koju moZemo zbog njene jednostavnosti rijesiti
i analiticki, medutim mi ¢emo je rijeSiti i metodom konacnih razlika. Njeno analiticko rjeSenje

dobijemo integriranjem polazne jednadZbe:

T// (

/ T//

0,

/07
C

=C, 4.2)
/ / Cdx,
T(x)=Czx+ D,
gdje su C'i D konstante integracije.
U ovom posebnom slu€aju potrebna su nam dva rubna uvjeta, te oba su nam dostupna:
* Temperatura (1) jednaka je T},,j1 = 100K za x = Om,
 Temperatura (1') jednaka je T},qjo = 1000K za x = 1m.
Pocetnu jednadzbu (4.2) zamijenimo s aproksimacijom druge derivacije:
i1 — 2Yi + Vi
Yig1 — 2Y; + Y L _o. 4.3)

h2
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Zamijenit ¢emo y sa 1" koji ¢e nam predstavljati temperaturu te pomnoZimo prethodnu jednadzbu
(4.3) s h? da dobijemo jo$ jednostavniji oblik:

Tita =21+ 11 = 0. (4.4)

I ovo je jednadzba koju smo dobili koriste¢i metodu konacnih razlika. Podijeliti éemo naSu cijev na
jednake segmente, recimo u njih pet, i = 1, 2, 3,4, 5, 6, za koje su nam za prvu i zadnju veé poznate
njihove pripadne temperature. Sad za svaki 7 raspiSemo jednadzbu ubacujuéi ih u jednadzbu (4.4):

za i = 2 dobivamo:

Ty — 2Ty +T; = 0, 4.5)
1= 3:

Ty —2T3 + Ty = 0, (4.6)
1= 4:

Ty — 2Ty + T5 = 0, 4.7)
konacno, za ¢ = 5 imamo:

Te — 215 +T, = 0. (4.8)

Ty 1Ty su nam poznati kao rubni uvjeti i njih moZemo ubaciti u prethodne jednadzbe (4.5) i (4.8),

te navedene jednadZbe prebacimo u matri¢ni oblik:

2 1 0 0\ (T —100

2 1 0 ||| | o
0o 1 -2 1 .| 0o |’
0 0 1 -2/ \T; —1000

gdje su nam pripadna rjesenja, odnosno temperature u zadanim to¢kama:

T 100K
Ty 280K
Ty | | 460K
.| | 640K
Ts 820K
Te 1000K

Problem moZemo rijesiti i koriStenjem Pythona. Prvo, trebamo definirati koeficijente tridija-
gonalne matrice 1 desnu stranu sustava kao liste. Zatim, pozvat cemo se na funkciju sa Slike 3.4.
koju ¢emo implementirali u Pythonu kako bismo dobili vektor rjeSenja. Ispisivanjem dobivenog

vektora rjesenja u Pythonu, provjeravamo je li ono isto kao rjeSenje koje smo dobili ru¢no.

Usporedivanjem dobivenih rjeSenja s ve¢ poznatim rjeSenjima, potvrdujemo da se rjeSenje tri-
dijagonalnog sustava izracunato u Pythonu podudara s ve¢ dobivenim rjeSenjima, kao §to smo i

prikazali na Slici 4.2.
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import numpy as np

def rjesavanje_tridijagonalnih_sustava(a, b, c, d):
h = len(d)
X = np.zeros(n)

# Eliminacija unaprijed

for i in range(1l, n):
m=a[i] / b[i-1]
b[i] = b[i] - m * c[i-1]
d[i] = d[i] - m * d[i-1]

# Supstitucija unatrag
x[n-1] = d[n-1] / b[n-1]
for i in range(n-2, -1, -1}):
x[1i] = (d[i] - c[i] * x[i+1]) / b[i]

return x

'.|_|;

Koeficijenti tridijagonalnog sustava

a=1[1, 1, 1, 1]

b =[-2, -2, -2, -2]
c=[1, 1, 1, 8]

d = [-16e, e, 8, -1800]

solution = rjesavanje tridijagonalnih_sustava(a, b, c, d)
print{"Rjesenje:", solution)

Rjetenje: [280. 468. 648. 220.]

Slika 4.2. Kod u Pythonu za rjeSenje gornjeg primjera, Izvor: autor

Takoder, koriStenjem Pythona moZemo prikazati dobiveno rjeSenje i graficki. Graficki prikaz
rjeSenja koristan je jer nam pruZza jasniju sliku o promjenama i trendovima u rjeSenju. MoZe nam
pomodi u prepoznavanju vaznih obrazaca, ekstrema ili glatkih prijelaza u vrijednostima. Takoder
nam olakSava usporedbu razliCitih rjeSenja ili analizu utjecaja promjene koeficijenata na rezultat.

Graf nas podrZava u boljem razumijevanju i interpretaciji rjeSenja tridijagonalnog sustava.

Slika 4.3. prikazuje kod potreban za plotiranje dobivenih vrijednosti temperatura kao vizualnu
reprezentaciju rjesenja rubnog problema. Na osi apscisa imamo indekse ili pozicije u vektoru rje-
Senja, dok se na osi ordinata prikazuju vrijednosti samog rjeSenja, odnosno dobivene temperature.
Graf nam omogucuje da intuitivno shvatimo kako se vrijednosti mijenjaju u sustavu i kakav je

oblik rjesenja, koji u nasem slucaju, je priblizno linearan.

4.2. Prijenos topline kroz rebrastu povrsinu

Razmotrimo sada malo sloZeniji primjer: prijenos topline kroz rebrastu povrSinu.



33

# Rjefavanje tridijagonalnog sustava
solution = rjesavanje_tridijagonalnih_sustava(a, b, c, d)

# Dodavanje rubnih tofaka na poletak i kraj vektora rjesenja
solution = np.insert(scolution, &, 18&)
solution = np.append(solution, 18@@)

# Generiranje x-koordinata
¥ labels = ['x\u2881', 'x\u2882', 'x\u2es83', "x\u2e34', 'x\u2B85°, 'x\u28856"]

# Plotiranje rjeSenja

plt.plot(x_labels, solution, marker='o', linestyle='-', color="h")
plt.xlabel(r'$x_i%")

plt.ylabel('T ")

plt.title( 'RjeSenje rubnog problema’)

plt.grid(True)

plt.show()

Rjesenje rubnog problema

1000 -

800 ~

600 ~

400

200 ~

X1 Xz Xz Xa X= Xe
Xj

Slika 4.3. Kod i graficki prikaz u Pythonu za rjeSenje provodenja temperature, Izvor: autor

Prijenos topline kroz rebrastu povrSinu odvija se putem procesa konvekcije i kondukcije. Re-
brasta povrSina se koristi kako bi se povecala povrSina koja dolazi u kontakt s okolinom te se na
taj nacin povecala ucinkovitost prijenosa topline. Konvekcija se odvija zbog strujanja fluida oko
rebraste povrSine. Toplina se prenosi s rebraste povrSine na okolinu zahvaljujuci strujanju fluida
oko rebara, §to povecava protok topline iz rebraste povrSine u okolinu. Kondukcija se odvija zbog
toplinske provodljivosti materijala iz kojeg je napravljena rebrasta povrSina. Toplina se prenosi
kroz rebraste materijale, Sto omogucava da toplina prode kroz rebrastu povrSinu i prenese se na

okolinu. Kombinacija konvekcije i kondukcije omoguéuje u€inkovit prijenos topline kroz rebrastu
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povrSinu. U praksi, rebraste povrSine se Cesto koriste u razli¢itim uredajima, kao $to su hladnjaci,

izmjenjivaci topline, 1 drugi uredaji u kojima je prijenos topline bitan [7].

Rebraste povrsine koriste se za poboljSanje prijenosa topline izmedu tijela i okolne tekucine.
To je osnovna metoda koja se Cesto koristi kada se ne mogu promijeniti ovisni parametri kao $to
su temperatura tekucine 1 koeficijent prijenosa topline konvekcijom. Koeficijent prijenosa topline

konvekcijom ovisi o svojstvima tekucine, rezimu strujanja i brzini protoka.

U elektronici se rebraste povrSine koriste za odrZzavanje komponenata unutar radnih tempera-
tura uz pasivno ili aktivno hladenje. Istrazivanja se provode eksperimentalno, analiticki i numericki
kako bi se pronasli najpogodniji geometrijski oblici. Analiza prijenosa topline konvekcijom zah-
tijeva numericko rjeSavanje viSe povezanih diferencijalnih jednadzbi Cak i za jednostavne geome-
trijske oblike. Metoda konacnih razlika je Siroko koriStena za analizu prijenosa topline s razliCitim

geometrijama, veli¢inama i radnim uvjetima [6].

Tp

Slika 4.4. Geometrijski prikaz rebraste povrsine, Izvor: [6]

U ovoj situaciji na Slici 4.4. imamo opcenito temperaturu 7' = T'(z) gdje je = smjer kretanja,
temperaturu tijela 7;, temperaturu okolne tekucine 7, duljinu L, Sirinu w i debljinu povrSine
t, toplinsku provodljivost materijala rebraste povrSine k, ¢ predstavlja stopu prijenosa topline te

koeficijent prijenosa topline konvekcijom h.

Rubni uvjeti mogu se definirati na razliite nacine, ali opéenito mozemo reci da je temperatura

rebra na zidu jednaka temperaturi tijela, a rebra na kraju su izolirana. To nam daje sljedece:

T(0) = T),
dT (4.9)
a(L) =0 “=(0) = 0.

Nas cilj je dobiti temperature pri razli¢itim udaljenostima 7'(z) . Da bismo to postigli, moramo

odrediti diferencijalnu jednadzbu.
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qCOI”IV

qcond,x qcond,x+Ax
—>

AX

Slika 4.5. Kontrola volumena prijenosa topline kroz rebrastu povrsinu, Izvor: [6]

Za odredeni volumenski presjek rebara moZemo definirati stope prijenosa topline putem kon-

dukcije kroz rebra i konvekcije s rebara na zrak kao sto je prikazano na Slici 4.5.

Geonw = hP(T — Ty ) Az,

dT
Qeonds = —kA. <£) , (4.10)
dT
Geond,z+Ax = _kAc (d_) 5
x z+Ax

gdje je qeony Stopa prijenosa topline putem konvekcije s rebara na okolni zrak, g.,,q Stopa prijenosa
topline putem kondukcije kroz rebara, PP opseg (tako da je Pdx povrSina prijenosa topline na fluid),

A, je poprecni presjek i (fl—g)m gradijent temperature u smjeru .

IzvrSavajuci ravnoteZu kroz kontrolni volumen dobivamo:

Qcond,z+Axz = Gcond,x — Geonv (411)
—kA, (d—T> = —kA, (d—T) — hP(T — Tw)Auz,
dr ) . A, dx ), 412
()ne— (£) e
—kA AT T = —hP(T —Ty).
¢ Ax ( )

Uzimanjem limesa kad Az — 0 u zadnjoj jednakosti u (4.12) dobivamo

d*T
—kA. | —= ) =—-hP(T -1T,). 4.13

(G) ——rr—1 @13
Daljnim sredivanjem jednadzbe (4.13) gdje radi jednostavnijeg zapisa zamijenimo izraz é‘—i s m?
dolazimo do:

d*T  hP

— = (T —Ty),

dz? kA, (4.14)

T, - T.) ’

- = m — 1),

dz?

¢ime smo dobili trazenu jednadZbu.
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MoZemo dobiti egzaktno rjeSenje za tu ODJ. Radi prakti¢nosti, definirajmo novu varijablu, 6,
koja je normalizirana temperatura § = T'— T, pri ¢emu se derivacije § i 7' podudaraju. Ubacujuci

nove varijable u jednadZzbu (4.14) dobijemo sljede¢u homogenu jednadzbu drugog reda:
0" —m*0 = 0. (4.15)

Egzaktno rjeSenje tada glasi:
O(z) = cre” ™ + o™, (4.16)

gdje su ¢ 1 ¢y konstante. Kada vratimo supstituciju € dobijemo:

T(x) = To + c1e” ™ + coe™. 4.17)

Takoder, zbog ve¢ zadanih rubnih uvjeta moZemo lako odrediti naSe neodredene konstante. Za

rubni uvjet z = 0, imamo 7'(0) = T}, §to nam daje sljedecu jednadzbu:

Too +cC1+c = Tb- (418)
Za drugi rubni uvjet x = L, imamo ‘é—g (L) = 0, ¢ime dobivamo drugu jednadZbu:
c1(=m)e™ ™ + cyme™ = 0. (4.19)

Iz jednadZbe (4.18) moZemo izraziti c;:
co =Ty — Ty — 1, (4.20)
te zatim ubacimo jednadzbu (4.20) u (4.19):
cr(—m)e™™ 1 (T, — Ty — c1)me™ =0, (4.21)

i sad mozemo rijesiti za c;:

ci(me™ — me ™) = me™H(Ty, — T.),
en(m(em” — ™) = me™ M (T, — Tie), 4.22)
me™E (T, — Tio)
= .
1 m(eml — e=mL)
Sad kad imamo ¢;, moZemo je ubaciti nazad u pocetnu jednadzbu (4.20) za cs:
mL T — Too
e =Ty — Too — & Lo~ Too) (4.23)

eml _ g—mL ~
S odredenim konstantama c; i c; moZemo zapisati kona¢ni oblik nase Zeljene jednadzbe T'(x):

emL (Tb — TOO)

emL _ e—mL

emL (Tb — Too>

emL _ e—mL

T(z) =T + R e (4.24)

Koristit ¢emo ovo kako bismo provjerili to¢nost numeri¢kog rjeSenja.
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Sada ¢emo rijesiti problem numericki koriste¢i metodu konacnih razlika. Zamijenit ¢emo de-

rivaciju u jednadzbi (4.15) s aproksimacijom konacne razlike:

Tioa =21+ Tia

— 2
koju moZemo preurediti u rekurzivnu formulu:
T+ Ti(—=2 — Ax*m?) + Ty = —m*Ax’Ty.. (4.26)

Ovo nam daje jednadZbu za sve unutarnje ¢vorove. MoZemo Koristiti gornje rubne uvjete da dobi-

jemo jednadzbe za rubne ¢vorove. Iz rubnih uvjeta (4.9) dobijemo dvije dodatne jednadzbe

T =1, 4.27)
Tn - Tn—l

=0—-T,1—T,=0. 4.28
AL 1 (4.28)

Kombiniraju¢i sve prethodno navedene jednadZzbe dobivamo odgovarajuéi sustav zapisan ma-
tricno AT = b

0 0 0 0 Ty T,
0 1 —2-—Az’m? 1 0 T —m2Ax?T,,
) : | = : . (4.29)
0 0 1 —2—Az*m? 1 1.1 —m?Ax*T,,
0 0 0 1 -1 T, 0

Da implementiramo ovaj problem u Pythonu, moramo izabrati neke proizvoljne parametre.
Duljina rebara je definirana na pocetku zadatka, te ona iznosi L = 1m, diskretizirat cemo naSu
mrezunan = 100 podintervala, a korak medu susjednih toc¢aka mreze ¢emo izraCunati preko izraza
h = n%l = ﬁ. Temperaturu tijela postavimo proizvoljno na 7, = 100°C, a temperaturu okoline
na 7, = 20°C. Postavili smo da parametar m bude m = 1, koji predstavlja korijen vrijednosti %

radi jednostavnosti zapisa. Rubni uvjeti su ve¢ prije definirani koje ¢emo sad koristiti u kodu.

Na slici 4.6. smo sve te parametre uveli u nas kod koji izbacuje rjeSenje tridijagonalnog sustava
i opisuje promjenu temperature duz povrsine rebara. U kodu smo stavili da i dobivena rjeSenja pri-
kazuje graficki da moZemo vizualno zakljuciti kako se mijenja temperatura kada se pribliZavamo
drugom kraju rebara, kao Sto je vidljivo na Slici 4.7. U praksi, morali bi prilagoditi puno vise

parametara da bi opisali slican problem iz okoline, dok smo mi prikazali pojednostavljen slucaj.

Slika 4.8. prikazuje odstupanje egzaktnog rjeSenja od rjeSenja dobivenog metodom konacnih
razlika, te moZemo zakljuditi da su pribliZzno istih vrijednosti. Smanjenjem koraka i povecanjem

diskretizacijske mreZe, posljedi¢no Ce se i smanjiti njena pogreSka vidljiva na slici.



import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# definiranje parametara

L=1.8 # duljina rebra

n = 188 # broj podintervala

Th = 188.8 # temperatura tijela
T_infinity = 28.8 # temperatura ckoline
m=1.8 # proizvoljni parametar m

# Diskretizacija domene
h=L/ (n+1)
¥ = np.linspace(@, L, n+2)

A = np.zeros({n, n})

diagonal = np.ones{n)
sub_diagonal = np.ones(n - 1)
super_diagonal = np.ones(n - 1)

for i in range(1, n - 1):
Ali, i] = -2.8 - (h**2 * m**2)
Afi, 1 - 1] = 1.8
Afi, 1 +1] = 1.8

Al8, 8] = 1.8
A[n-1, n-1] = -1.8

# desng strana, ukljufeni rubni wvjeti
b = np.zeros(n)

b[e] = Tb

b[1:] = -m**2 * h**3 * T infinity

# rjefenje tridijagonalnog sustava
T = np.linalg.solve(a, b)

# izrada grafa
plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.xlabel('Pozicija (x)")
plt.ylabel( ' Temperatura (T)")

plt.plot(x[1:-1], T, label= 'Distribucija temperature po povriini rebra’)
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

Slika 4.6. Kod u Pythonu koji racuna promjenu temperature duZ rebara, Izvor: autor
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Slika 4.7. Graficki prikaz temperature duZ rebara, Izvor: autor
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Slika 4.8. Odstupanje dobivenog rjesenja od egzaktnog rjesenja, Izvor: autor



5. Zakljucak

U ovom radu obradena je metoda konac¢nih razlika za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi i pripadnih rubnih problema. U uvodnom dijelu rada objasnjen je sav matematicki aparat
neophodan za razumijevanje navedene metode. Tako je definirana derivacija, diferencijalna jed-

nadZzba, rubni problem i slicno.

Osnova metode konac¢nih razlika je aproksimacija derivacije koju smo izveli pomocu Tayloro-
vog razvoja funkcije. Na taj smo nacin izveli razliite aproksimacijske sheme, kao §to su razlike
unaprijed, unazad i centralne razlike. Analizirali smo izvedene sheme na viSe primjera i usporedili
ih s obzirom na toCnost aproksimacije derivacije. Pokazali smo empirijski da se kod aproksimacija
pojavi pogreska usporediva s onom koju su predvidjeli teorijski izvodi. Takoder smo pokazali da
za tocnu aproksimaciju trebamo odabrati zna¢ajno manji korak ako je prirast derivacije oko tocke

aproksimacije velik.

U nastavku smo primijenili metodu konacnih razlika na konkretne rubne probleme. Pokazali
smo da se na taj nacin rjeSavanjem rubnih problema svodi na rjeSavanje linearnih sustava cCija je
matrica tridijagonalnog oblika. Objasnili smo kako se takvi sustavi mogu rijesiti Thomasovim

algoritmom.

Metodu konacnih razlika implementirali smo i u programskom jeziku Python-u. Drugim ri-
je€ima, u programskom jeziku Python, napisali smo programski kod za Thomasov algoritam i
primijenili ga na viSe primjera. Koristenje Pythona omogucéila nam je i graficko prikazivanje nu-

merickog rjeSenja, ali i usporedbe analitickog 1 numeric¢kog rjesenja.

U radu smo rijesili nekoliko apstraktnih primjera rubnih problema, ali i nekoliko primjera s
jasnom inzZenjerskom primjenom. Tako smo se bavili problemom vertikalnog hica i distribucije
topline u ravnom Stapu. U zadnjem dijelu rada primijenili smo metodu konacnih razlika na nesto

sloZeniji problem provodenja topline kroz rebrastu povrSinu.

MozZemo zakljuciti da je metoda konacnih razlika relativno jednostavna za primjenu kod rjesa-
vanja rubnih problema. Moze se uociti da poteSko¢a moZe nastati u dva slucaja. Naime, aproksi-
macija derivacije mozZe biti viSe i manje tocna te tako numericko rjeSenje ovisi o kvaliteti odabrane
aproksimacijske sheme. Nadalje, pokazali smo da se traZenje numerickog rjeSenja rubnog pro-
blema svodi na rjeSavanje linearnog sustava Sto takoder moZe imati svoje izazove, posebice u
slucaju veceg broja nepoznanica koje se dobije finijim diskretizacijama domene. Takoder, pro-
gramski jezik Python pokazao se dobrim izborom za implementaciju opisane metode, posebno sa

stajaliSta jednostavnosti i dostupnosti softvera.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U ovom radu opisali smo metodu konacnih razlika za numericko rjeSavanje rubnog problema
obicnih diferencijalnih jednadZbi. Metoda je bazirana na aproksimaciji derivacija podjeljenim raz-
likama. U radu su objasnjeni svi pojmovi nuZni za razumijevanje metode (derivacija, diferencijalna
jednadzba, rubni problem, Taylorov razvoj). Izvedeno je nekoliko aproksimacijskih shema deri-
vacije 1 analazirana je njihova to¢nost. Nadalje, metoda konacnih razlika je primijenjena na vise
primjera s posebnim naglaskom na primjenu u inZenjerstvu. Metoda je implementirana unutar

programskog jezika Python.

Kljuéne rijec¢i: metoda konacnih razlika, Taylorov polinom, derivacija, diferencijalna jednadzba,

provodenje topline, Python
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Summary and key words

In this paper, we described the finite difference method for numerically solving the boundary
value problem of ordinary differential equations. The method is based on the approximation of
derivatives by divided differences. The paper explains all terms necessary for understanding the
method (derivation, differential equation, boundary value problem, Taylor development). Several
approximate derivation schemes were derived and their accuracy was analyzed. Furthermore, the
finite difference method is applied to several examples with a special emphasis on the application

in engineering. The method is implemented within the Python programming language.

Keywords: finite difference method, Taylor polynomial, derivative, differential equation, heat

conduction, Python
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