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1. Uvod

Razvojem tehnologije i automatizacije sve vise je zastupljena potreba za elektricnim uredajima,
te time i elektricnom energijom. Moderna tehnologija sve je viSe sloZenija, potrebno je osigurati
njezinu ucinkovitost, pouzdanost i sigurnost. Jedan od vecih problema na koje nailaze inZenjeri je
problem prekomjerne topline, od trenja do samog toka struje, nastaje toplina. U skladu sa razvojem

same tehnologije, potrebno je i1 razvijati popratnu tehnologiju poput hladenja.

Zanemarivanjem generiranja topline moze do¢i do gubitaka, te potencijalnih oStecenja uredaja
1 komponenata. Upravo iz tog razloga traZe se brojna rjeSenja kako bi se generiranje topline sma-
njilo ili disipiralo u okolinu. Od hladnjaka, ventilatora do posebnih mentalnih okvira, svima je

zajednicki cilj prenijeti toplinu s uredaja u okolinu.

Kako bi inZenjeri adekvatno uklonili toplinu, te smanjili njeno generiranje, potrebno je unapri-
jed poznavati gibanja i generiranja topline, a kako bi to mogli odrediti, sluZe se brojnim simulacija
koje modeliraju tok topline. Upravo za to modeliranje potrebne su toplinske jednadzbe. Kako
bi se izvrSila simulacija, potrebno je rjeSavati toplinske jednadzbe koristeci brojne metode, jedna
od njih je 1 putem Laplaceovih transformacija. Vrsta integralne transformacije koja diferencijalne
jednadzbe pretvara u algebarske, Sto e biti pokazano kroz rad. Takoder ¢emo proSiriti svojstva
Laplaceovih transformacija, te ih primjeniti i na funkcije pogreSke, vaznu funkciju u matematici
koja se pojavljuje u razli¢itim podrucjima znanosti i inZenjerstva. lako njezina prvobitna primjena
lezi u vjerojatnosti i statistici, dokazati ¢emo kako funkcije pogreske opisuju i tok topline kroz

materijal.

Prilikom dizajniranja toplinskih sustava, aproksimacije viSe nisu dovoljne, kako bi inZenjeri
bili u stanju dizajnirati i analizirati razne toplinske sustave grijanja, hladenja ili drugih konstruk-
cija, te kako bi u¢inkovito smanjili stvaranje topline i povecali njenu disipaciju u okolinu, potrebne
su im precizne simulacije. Takve simulacije nije moguce ostvariti samo pomocu toplinskih jed-
nadzbi, potrebni su rubni 1 pocetni uvjeti, koji pruzaju viSe detalja o termodinamickim stanjima
sustava. Upravo kod takvih jednadzbi sa rubnim i pocetnim uvjetima su Laplaceove transformacije
osobito korisne. Kroz rad ¢emo ukazati kako njihova primjena olakSava rjeSavanje diferencijalnih
problema, ali i kako moZe biti poblemati¢na prilikom vracanja u vremensku domenu, odnosno
primjenom inverznih Laplaceovih transformacija. Time ¢emo dobiti kona¢nu funkciju u vremen-
skoj domeni, putem koje ¢emo simulirati specificne uvjete, te ih prikazati graficki i time dokazati

ispravnost rjesSenja.



2. Jednodimenzionalna toplinska jednadzba

JednadZzbe koje opisuju neku promjenu sadrze u sebi derivacije. Ako se promjena prati kroz
viSe varijabli, primjerice kroz prostor i vrijeme, tada jednadZzbe sadrZe parcijalne derivacije. Takve

se jednadzbe nazivaju parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Toplinska jednadzba je jedna od temeljnih parcijalnih diferencijalni jednadzbi, te opisuje pro-
mjenu temperature sustava. Zbog nehomogene raspodjele temperature u prostoru dolazi do tokova
topline, pri cemu je tok topline s tocke viSe temperature usmjeren prema tocci manje temperature.

To znaci da ¢e temperatura biti funkcija prostora i vremena u oznaci
u(x,t), (2.1)

gdje je u temperatura u to€ci z u trenutku ¢.

Izvedimo sada jednodimenzionalnu toplinsku jednadZbu, za pomoé¢ ¢emo Koristiti izvor [1].

Polazi$na tocka za izvod te jednadZbe je izraz za toplinsku energiju:
Q = mcAu, (2.2)

gdje je () toplinska energija koja se dovodi tijelu mase m toplinskog kapaciteta c §to temperaturu

tijela povecava za Au. Takoder, to je i toplina koja se oslobada pri hladenju tog tijela za Auwu.

Jedan od osnovnih zakona koji opisuje tok topline je Fourierov zakon. Prema Fourierovom
zakonu toplina teCe u smjeru temperaturnog gradijenta, te je tok topline proporcionalan povrSini
i temperaturnom gradijentu. U jednoj dimenziji se tok topline modelira vremenskom derivacijom
toplinske energije, a temperaturni gradijent prostornom derivacijom temperature. Prema tome,

Fourierov zakon za jednodimenzionalan tok topline dan je izrazom

0Q ou

— = —-MA— 23

ot ox’ 2.3)
pri cemu je A povrSina popre¢nog presjeka, a A koeficijent toplinske provodnosti. Negativan

predznak upucuje na smjer toplinskog toka.

Jednodimenzionalni tok topline promatrati ¢emo na modelu homogene metalne Sipke prikaza-

nom na sljedecoj slici.

e ’ )
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Slika 2.1. Model homogene metalne Sipke. Izvor: [2]



Homogenost Sipke ogleda se u konstantnoj gustoci mase p, konstantnom poprecnom presjeku
A i konstantnom toplinskom kapacitetu c. Takoder ¢emo pretpostaviti da je pozitivan tok topline s

lijeve strane prema desnoj.

Promotrimo oznaceni segment x + Ax. Kako se radi o cilindricnom obliku volumena AAz,
masa tog dijela dana je izrazom
m = pAAx. (2.4)

Promjena toplinske energije za segment = + Az u intervalu At prema (2.2) i (2.4) poprima
oblik
AQ = pAAzxcu(z,t + At) — pAAxcu(z, t). (2.5)

Do izraza za A() mozemo doci i na drugi nacin. Naime, ukupna promjena toplinske energije
¢e biti razlika topline koja dostrujava s lijeve strane i izlazi sa desne strane popre¢nog presjeka A

u intervalu At. Tako je prema Fourierovom zakonu (2.3)

) — AAL (—)\@ ) . (2.6)
T ax r+Ax

Sada ¢emo iskoristiti zakon oCuvanja energije, prema kojem je u zatvorenom sustavu zbroj svih

AQ = ANt (—A@
ox

energija konacan, te se energija ne moZe stvoriti niti unistiti. Zbog toga su promjene energije dane

izrazima (2.5) i (2.6) jednake, pa njihovim izjednaavanjem slijedi:

pAAzxcu(z,t + At) — pAAzxcu(z,t) = AAL (—)\@ ) — AAt (—)\a—u ) , @27
O T O z+Azx
Sto sredivanjem prelazi u:
At - pe Az ' ’

Ako izrazu (2.8) promatramo jako mali vremenski trenutak i jako mali dio Sipke, odnosno ako

promatramo limese kada At — 0 i Az — 0, prema definiciji parcijalnih derivacija slijedi

ou 0%u

5 = KJ@, (29)

. : A . e
pri ¢emu je k = — toplinska difuzivnost.
pc

2.1. Rubni i pocetni uvjeti

Parcijalna diferencijala jednadZba, kao i obi¢na diferencijalna jednadZba ima beskona¢no mnogo
rjeSenja od kojih veéina nije fizikalno relevantna. Nametanjem dodatnih uvjeta iz skupa rjeSenja
biramo ona koja su bitna u specificnim fizickim, tehnickim ili matemati¢kim kontekstima. Te

dodatne uvjete kod parcijalnih diferencijalnih jednadzbi dijelimo na pocetne i rubne uvjete.



Pocetni uvjeti definiraju stanje sustava u poc¢etnom trenutku ¢ = 0. Ovi uvjeti su posebno vazni
za evolucijske parcijalne diferencijalne jednadzbe, odnosno jednadzbe koje opisuju kako se sustav
mijenja s vremenom. Zbog prisustva vremenske derivacije i toplinska jednadzba je evolucijska

parcijalna diferencijalna jednadZba.

Kod toplinske jednadZbe pocetni uvjet obi¢no se zadaje izrazom

u(z,0) = f(x), (2.10)

pri ¢emu je f(x) funkcija koja opisuje raspodjelu temperature prije poetka promatrane promjene

temperature.

Rubni uvjeti definiraju ponaSanje rjeSenja na granicama domene u kojoj je parcijalna diferenci-
jalna jednadZzba definirana. Oni osiguravaju dodatne informacije potrebne za potpuno odredivanje
rjeSenja.

Toplinska jednadzba omogucava razmatranje razliitih rubnih uvjeta, ali se najce$¢e proma-

traju sljedeci slucajevi:

1. Kada se krajevi metalne Sipke drZe na konstantoj temperaturi:

u(0,t) = u(L,t) = konst. (2.11)

2. Kada je toplinski tok na rubu konstantan:

a2

I = konst. (2.12)

=0

Istaknimo da se drugi sluc¢aj modelira pomocu Fourierova zakona (2.3) te da se on najceSce

koristi u obliku

@
ox

kojim se modeliraju izolirani krajevi Sipke.

_ Ou

= =0 (2.13)

r=L

z=0

Rubni uvjet oblika (2.11) naziva se Dirichletov rubni uvjet, a oblika (2.12) Neumannov rubni

uvjet.

2.2. Newtonov zakon hladenja i Robinov rubni uvjet

Za opisivanje problema koje ¢emo rjesavati u ovom radu potreban nam je i Newtonov zakon
hladenja. Njime je opisan prijenos topline izmedu povrSine objekta i okoline, pri cemu se toplinski
tok izraZava kao razlika izmedu temperature povrsine v i temperature okoline u.,. Matematicki,

ovaj zakon se moZe zapisati kao:
0Q
ot
gdje je @ toplina, a h koeficijent konvektivnog prijenosa topline.

h(u — us), (2.14)



Uzevsi u obzir Fourierov zakon (2.3), Newtonov zakon hladenja poprima oblik:
ou h
dr  MA

pri ¢emu Ce predznak biti pozitivan ako toplina iz objekta prelazi na okolinu.

(v — ux), (2.15)

Ako bismo htjeli opisati da temperatura na rubu prelazi u okolinu prema Newtonovom zakonu

hladenja to bi za rub x = 0 bilo:

ou(0,t)
+ P a(u(0,t) — ux), (2.16)
gdje je
h
o= VR (2.17)

Za ovaj rubni uvjet mozemo rec¢i da je kombinacija Diricheltovog i Neumannovog rubnog

uvjeta, a takav se rubni uvjet zove Robinov rubni uvjet.

2.3. Klasifikacija toplinske jednadzbe

Toplinska jednadZba spada u klasu linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda
koje se dalje mogu podijeliti na hiperbolic¢ke, parabolicke i elipticke jednadZbe prema obliku glav-
nog dijela operatora L. Sluzeci se izvorom [3] opisujemo kojoj klasi je pridruZena toplinska jed-

nadzba. Linearne parcijalne diferencijalne jednadZbe drugog reda imaju opci oblik:
L(u) = Auyy + 2Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + Fu = G, (2.18)

gdje je L(u) operator, a A, B, C, D, E, F, G funkcije varijabli z, y u nekom podrucju 2 C R2.

Ovaj se tip jednadZzbi dalje moZe podijeliti na hiperbolicke, parabolicke i elipticke jednadzbe

prema obliku glavnog dijela operatora L.

Operator L glavni je dio operatora L, te je definiran kao:

2 2 2
0 > Lo (2.19)

Lyo=A 2B
0 0x? + 0x 0y + 0y?

Glavnom dijelu operatora L pridruZena je diskriminanta:
A(z,y) = B*(z,y) — Az, y)C(x,y). (2.20)

Ako je ova diskriminanta pozitivna jednadzbu ¢emo zvati hiperbolickom, ako je negativna eliptic-
kom, a ako je jednaka nuli parabolickom. Klasifikacija na spomenute tipove jednadzbi potjece od

klasifikacije krivulja drugog reda oblika
Ar* +2Bxy+ Cy* + Dx+ Ey + F = 0, (2.21)

koje predstavlja hiperbolu, parabolu ili elipsu u ovisnosti je li diskriminanta A = B? — AC pozi-

tivna, negativna ili jednaka nuli.



JednadZbu provodenja topline (2.9) moZemo zapisati u obliku:

Up — Kllgy = 0, (2.22)
pa vrijedi da je:
A= —k, B=C=0. (2.23)
Time je diskriminanta jednaka:
A(z,y) = B(z,y) — Alz,y)C(x,y) =0, (2.24)

Sto znaci da je jednadZba provodenja topline parabolicka jednadzba.

Parabolicke jednadzbe se kao jedna od temeljnih glavnih klasa parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzba koriste za modeliranje brojnih fizikalnih pojava, poput toplinske vodljivosti, difuzije ili
prijenosa mase. Glavna karakteristika paraboli¢kih diferencijalnih jednadZzbi je modeliranje di-
fuzijskih procesa koji glatko prelaze izmedu stanja sustava, kao $to je provodenje topline, gdje s

vremenom dolazi do izjednacavanja temperaturnih razlika.



3. Laplaceove transformacije

Integralne transformacije su operatori kojima se funkcija iz jedne domene prebacuje u drugu
domenu, koja moZe biti realna ili kompleksna. Cilj takvih transformacija je da se u drugoj domeni
promjene neka svojstva funkcija kako bi se olakSalo rjeSavanje problema zadanog u polaznoj do-
meni. Primjerice diferencijalna jednadZzba u polaznoj domeni moze postati algebarska jednadzba u
odredi$noj domeni. U ovom poglavlju precizno definiramo integralne transformacije s naglaskom

na Laplacevovu transformaciju i njena svojstva. Poglavlje je uglavnom prema izvoru [4].

Definicija 3.1 (Integralna transformacija). Neka je zadana funkcija f : D — R, D C R. Funkciju

B
F(s) = / K(s, ) f (1) dt, (3.1)

zovemo integralnom transformacijom funkcije f(t), pri éemu funkciju K (s,t) zovemo jezgrom

integralne transformacije.

Iz definicije integralne transformacije jasno je da integralnu transformaciju odreduje njena jez-
gra. Najcesce koriStene integralne transformacije s pripadnim jezgrama navedene su u sljedecoj

tablici.

Tablica 3.1. Primjeri integralnih transformacija i njihovih jezgara.

Transformacija Jezgra Q I5;
Mellinova st 0 00
Fourierova e~ 2mist —00 | o0
Laplaceova e st 0 00

1 1
Hilbertova — —00 00
TS —1
2t
Abelova —_— S 00
t2 _ 82

Jedna od najcesce koristenih integralnih transformacija je Laplaceova transformacija koju pre-

cizno definiramo u sljedecoj definiciji.



Definicija 3.2 (Laplaceova transformacija). Neka je zadana funkcija f : [0,00) — R. Funkciju

oo

F(s) = / e~ £ (1) dt, (32)

0

zovemo Laplaceovom transformacijom funkcije f(t). Funkciju f(t) cesto nazivamo originalom, a
funkciju F(s) slikom.

3.1. Izracunavanje Laplaceovih transformacija

PokaZimo sada na nekoliko primjera kako se izraCunavaju Laplaceove transformacije nekih

funkcija.

Primjer 3.1 (Laplaceova transformacija konstante). Neka je f(t) = a, pri cemu je a € R neka

konstanta. UvrStavanjem funkcije f(t) u izraz (3.2) slijedi:

I 1
F(s) = /ae_St dt =a (——e_St
s
0

Primjer 3.2 (Laplaceova transformacija potencije). Odredimo Laplaceovu transformaciju funkcije

) . (3.3)

0

f(t) = t% Uvrstavanjem u definiciju Laplaceove transforamcije (3.2), te primjenom formule
parcijalne integracije' slijedi:

—st

u =t du = 2t dt, dv = et dt, v=— , (3.4)
S
% e—st oo w e—st
L{t*} = /th—St dt = ———t? +/ 2t dt. (3.5)
S 0 S
0 0

Ponovnom primjenom formule parcijalne integracije i sredivanjem izraza dobivamo:

u = 2t, du = 2dt, dv = e " dt, v=— , (3.6)
5
—st o8} s —st [e’s)
oy € 2e N
ﬁ{t}_—822t0+/ Fdi=—5e Rt (3.7)
0

Uzimajudi da je f(t) = 3, te primjenjujudi isti postupak, samo s jednom parcijalnom integra-
cijom vise, dobivamo:
. 6
3

'Formula parcijalne integracije dana je izrazom:

/udvzvu—/vdu.
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Nastavimo li ovaj postupaka, lako moZemo izvesti opcenitiju formulu, tj. formulu za Laplace-

ovu transformaciju funkcije f(t) = t" koja glasi:

n!
8n+1 :

L{m} = (3.9)

Primjer 3.3 (Laplaceova transformacija eksponencijalne funkcije). Neka je zadana funkcija f(t) =

e, Uvrstavanjem funkcije u definiciju Laplaceove transformacije (3.2), te sredivanjem, dobi-

vamo:
00 o0
—t(s—a) |*® 1

L{e"} = / ee™ dt = / Ll = : (3.10)

s—a | S—a
0 0

Analognim postupkom moZemo izvesti Laplaceove transformacije i drugih elementarnih funk-

cija, a najcescCe koriStene transformacije nalaze se u tablici 3.2.

Tablica 3.2. Laplaceove transformacije nekih elementarnih funkcija.

Funkcija f(t) Slika F'(s)
" n!
t Sn+1
eat 1
S—a
. a
Sln(at) m
S
COS(CLt) m
sinh(at) 5 ¢ 5
S —a
cosh(at) %
S —a
. b
e’“t sm(bt) m

U ovoj tablici moZemo vidjeti da se Cesto promatraju funkcije argumenta wt, pri ¢emu je w

neka proizvoljna konstanta. Za transformaciju takvih funkcija koristimo se sljede¢im teoremom.
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Teorem 3.1 (Teorem sli¢nosti). Neka je f funkcija koja zadovoljava uvjete za postojanje Laplace-

ove transformacije. Tada za realnu konstantu w > 0 vrijedi:

1 S
L{fwn==F (). 3.11
{feny=—F (2 (3.11)
Dokaz. Prema definicije Laplaceove transformacije slijedi:
LA{f(wt)} = /f(wt)e_St dt. (3.12)
0
Uvodenjem supstitucije:
u = wt, du = wdt, (3.13)
dobivamo: .
L) = [ fwetdu= 2 (2) (3.14)
wt)} = — u)e ‘v du=—F (— .
w w \w/’
0
¢ime je teorem dokazan. [

Za primjenu Laplaceove transformacije od velike je vaZznosti i svojstvo linearnosti koje je di-

rektna posljedica njene definicije putem integrala, a formalno je iskazano u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.1. Neka su f i g zadane funkcije, a F(s) i G(s) njihove Laplaceove transformacije

te neka su a i b proizvoljne konstante. Tada vrijedi:

LAaf(wt)+bf(wt)} =aF(s)+ bG(s). (3.15)

3.2. [Egzistencija Laplaceove transformacije

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako se izraCunavaju Laplaceove transformacije ne-
kih funkcija direktnim uvrStavanjem u izraz (3.2). Postavlja se pitanje je li moguce taj postupak
napraviti za sve funkcije, odnosno koje uvjete funkcija mora zadovoljavati da bi postojala njena

Laplaceova transformacija.

Ako se pogleda definicija Laplaceove transformacije jasno se uoCavaju dva problema: inte-
grabilnost 1 konvergencija nepravog integrala. Integrabilnost osiguravamo nametanjem uvjeta da
funkcija f(t) mora biti po dijelovima neprekidna, s kona¢nim brojem prekida prve vrste. Ko-
nvergenciju pripadnog nepravog integrala osiguravamo nametanjem uvjeta eksponencijalnog rasta,

odnosno trazimo da postoje konstante M/ > 01 a > 0, tako da vrijedi:

|f(t)] < Me™. (3.16)
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3.3. Temeljna svojstva Laplaceove transformacije

U ovom poglavlju sluzeci se izvorom [4] navesti cemo svojstva Laplaceove transformacije koja
se najcesce koriste. Najprije navodimo i dokazujemo teorem o slici derivacije koji je klju¢an kod

rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi.
Teorem 3.2 (O slici derivacije). Ako vrijedi:
LAf()} = F(s) (3.17)

tada vrijedi i slijedeca tvrdnja:

3
—

LL{fMH)} =s"F(s)— Y s 1r0(0). (3.18)

0

=
Il

Dokaz. Dokaz se provodi metodom matematicke indukcije. Matematicka indukcija je metoda
dokazivanja koja se Kkoristi za pokazivanje da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve. Sastoji se od

dva koraka:

1. Osnovni korak (baza indukcije): PokaZe se da tvrdnja vaZi za pocetni broj (obi¢no n = 1).

2. Induktivni korak: Pretpostavi se da tvrdnja vazi za neki prirodni broj m te se zatim pokaze

da tvrdnja vrijedi i za broj m + 1.

Ako su oba koraka zadovoljena, zakljuCuje se da tvrdnja vaZi za sve prirodne brojeve. Ovaj

postupak je povezan s petim Peanovim aksiomom, koji kaZze:

Propozicija 3.2. Ako skup S sadrzi broj 1 i ako za svaki broj n u skupu S vrijedi da je i broj n + 1

u skupu S, tada skup S sadrZi sve prirodne brojeve.

Pokazimo najprije bazu indukcije, odnosno provjerimo vrijedi li tvrdnja za n = 1. Neka je
funkcija f(¢) derivabilna funkcija, te neka je f’(¢) njena derivacija. UvrStavanjem u izraz (3.2),

dobivamo: .
L{f ()} = /f’(t)e—st dt. (3.19)
0
Uzmemo li da je:
u=e ", du = —se™*, dv = f'(t)dt, v=f(t), (3.20)

primjenom formule parcijalne integracije dobivamo:
L{F®) = [ s seydt - f10), G21)
0

L)} = sF(s) - f(0). (3.22)
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Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n = m:

L{f™(t)} =smF(s) — - smk=1 k) (). (3.23)

0

3

i

Sada dokazujemo korak indukcije, tj. dokazujemo da tvrdnja vrijedi za (n = m + 1), slijedi:

c{fmIn} = L{rm 0} = sL {0} - £00). B.24)

m—1

L{fm @)} =s <smF(s) —

o (3.25)
s"TR(s) = ) ™R f0(0) = f7(0),
k=0
L)} =smTF(s) = > smFF0(0), (3.26)
k=0
¢ime je tvrdnja pokazana. ]

U primjenama se osim Cistih diferencijalnih jednadzbi Cesto koriste 1 integralno-diferencijalne

jednadzbe, a za njihovo rjeSavanje bitan je teorem o slici integrala, koji je u nastavku dokazan.

Teorem 3.3 (Teorem o slici integrala). Neka je f funkcija koja zadovoljava uvjete za postojanje

Laplaceove transformacije. Tada vrijedi:

s /f(T)dT _Fls) (3.27)

S

Dokaz. 1z izraza (3.2) direktnim uvrStavanjem dobivamo:
t o) t
L / f(r)dr p = / f(r)dr | e~ dt. (3.28)
0 0 \o

Na ovaj ¢emo izraz primijeniti formulu parcijalne integracije, uzevsi da je:

¢
u = /f(T) dr, du = f(t)dt, dv = e *dt, v = —e;St. (3.29)
0
Dobivamo slijedeci izraz:
t t o0 )
L /f(T) dr p = —éeSt/f(T) dr —i—é/f(t)e“ dt = Fis)’ (3.30)
0 0 0 0

¢ime je tvrdnja dokazana. [
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Slika 3.1. Shema spoja RLC kruga.

Primjer 3.4. PokaZimo sada primjenu teorema o slici derivacije i slici integrala na RLC krugu,
koji se sastoji od otpornika otpora R, zavojnice induktiviteta L, kondenzatora kapaciteta C' i
nekog naponskog izvora u(t). Takoder ¢emo pretpostaviti da su vrijednosti komponenata kruga

normirane zbog ¢ega ne navodimo mjerne jedinice.

Kako se radi o serijskom spoju prikazanom na slici 3.1, prema drugom Kirchhoffovom zakonu?,

napon u(t) je jednak zbroju padova napona ug, uy, i uc, tj. vrijedi

odnosno .
. di(t) 1 ,
u(t) =i(t)R+ L pr c /z(t) dt, (3.32)
0
gdje je i(t) struja ovisna o vremenu. Primjenom teorema 3.2 i 3.3 slijedi:
117
U(s) = RI(s)+ sLI(s) — Li(0) + 5% (3.33)

Ako pretpostavimo da su energije nakupljene u kondenzatoru i zavojnici na pocetku jednake
nuli, moZemo pretpostaviti da je i(0) = 0. UvrStavanjem tog pocetnog uvjeta i sredivanjem izraza
(3.33) dobivamo:

1
I(s)=U(s) ———. 3.34
Odredimo sada struju i(t) za sljedec¢e komponente kruga:
u(t) =1, R =2, L=1, C =2, (3.35)

Drugi Kirchhoffov zakon glasi: zbroj svih elektri¢nih napona unutar zatvorene elektri¢ne petlje je jednak nuli
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1
Iz primjera 3.1 dobivamo da je U(s) = —. Uvrstavanjem ovih vrijednosti u izraz (3.34) slijedi:
s

1 1

I(s)=-——F— 3.36

&=y (3.36)

I(s) = (3.37)

S) = . .
s?+s+3
Sredivanjem izraza dobivamo:
1
I(s)=2 2 (3.38)

(s+3)°+ ()"

pa koristenjem tablice 3.2 nalazimo original funkcije struje u vremenu:

i(t) = e 2'sin (%t) . (3.39)

Na sljedecoj slici prikazan je ulazni napon u:

u

1.5 |

0.5+

¢
29 4 6 8 10 12 14 16

Slika 3.2. Graficki prikaz funkcije napona u u ovisnosti o viemenu t

0.6 |
0.4 1

0.2

¢
29 4 6 8 10 12 14 16

Slika 3.3. Graficki prikaz funkcije struje i u ovisnosti o vremenu t

Na slici 3.3 prikazan je odziv, odnosno struja i(t) koja protekne krugom u trenutku ukljucenja

napona izvora u.
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Prilikom rjeSavanja diferencijalnih jednadzba pomoc¢u Laplaceovih transformacija moZze se po-

javiti 1 Heavisideova funkcija te njezina Laplaceova transformacija.
Definicija 3.3 (Heavisideova funkcija). Heavisideova funkcija je funkcija definirana s:

1,t>0
u(t) = (3.40)
0,t < 0.

Heavisidova funkcija koristi se u teoriji signala, gdje sluzi za ograni¢avanje djelovanja funkcije

na neki konkretan vremenski interval, kako je prikazano u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.5. Neka je zadana funkcija f(t) = t. Ako djelovanje ove funkcije Zelimo ograniciti na

interval |a, b], primjenom Heavisidove funkcije moZemo zapisati:

f@&)(u(t —a) —u(t — b)), (3.41)

gdje prva Heavisidova funkcija u(t — a) sluZi za ukljucenje funkcije f(t), a druga Heavisideova

funkcija u(t — b) sluzi za iskljucenje.

Ogranicenje funkcije za a = 2 i b = 3 prikazano je graficki na slijedecoj slici.

2 3 4 5
Slika 3.4. Graficki prikaz funkcije f(t) = t Cije je djelovanje ograniceno na interval [2, 3]

Sljedeci teorem koristimo za izracunavanje Laplaceovih transformacija funkcija koje u sebi

sadrze Heavisideovu funkciju.

Teorem 3.4 (Teorem o pomaku originala). Neka je L{f(t)} = F(s), a u(t) Heavisideova funk-
cija. Tada vrijedi:

LAf({t—a)u(t—a)} =e *F(s). (3.42)

Dokaz. Prema definiciji Heavisideove funkcije, koriste¢i izraz (3.2), slijedi:

L{f(t— a)ult —a)} = / £t — a)u(t — a)e—" dt — / F(t = a)e dt. (3.43)
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Supstitucijom:
u=t-—a, du = dt, (3.44)
dobivamo: .
LAf(t—a)u(t—a)} = /f(u)e_s(“+a) du, (3.45)
0
sredivanjem jednadzbe dobivamo konacan izraz:
e / flwe " du =e"*F(s), (3.46)
0
¢ime je tvrdnja dokazana. 0

PokaZimo sada kako se koristi ovaj teorem.

Primjer 3.6. Neka je zadana funkcija f(t) = t ¢ije djelovanje ograni¢avamo na interval [1,3]. U

tom slucaju promatramo sljedecu funkciju:
h(t) = f(t)(u(t —1) —u(t —3)) =t(u(t — 1) —u(t — 3)) =tu(t — 1) —tu(t — 3). (3.47)

Da bi mogli primijeniti teorem o pomaku originala funkciju h(t) zapisujemo na sljedeci nacin:

h(t)=(t—14+Du(t —1) — (t — 3+ 3)u(t — 3), (3.48)
odnosno
h(t)=(t—Du(t—1)+u(t—1) — (t — 3)u(t —3) — 3u(t — 3). (3.49)
Primjenom teorema o pomaku dobivamo:
—5 1 —5 1 —3s 1 —3s 1
LA{h(t)} =e E—l—e S¢ E—Be 5 (3.50)

3.4. Svojstva Laplaceove transformacije povezana s rjeSavanjem toplinske jednadzbe

U ovom poglavlju navesti ¢emo neka specificna svojstva Laplaceove transformacije koja se

primjenjuju u kontekstu rjeSavanja toplinske jednadZbe.

3.4.1. Laplaceova transformacija drugog korijena

Kod rjesavanja toplinske jednadzbe u s domeni Cesto ¢e se pojavljivati funkcije s drugim ko-
rijenom. Za dokaz teorema koji omogucuje rad s funkcijama koje u s-domeni imaju drugi korijen

potrebni su nam sljedeci rezultati.

Propozicija 3.3. Vrijedi jednakost

/ e dr = /7. (3.51)



Dokaz. Neka je:

I = / e dz.
Kako bi izracunali vrijednost integrala / promotrimo sljede¢i dvostruki integral:
/ /e_(IQ’LyQ) dxdy = /e_g”2 dz - /e‘y2 dy = I°.

Prelaskom na polarne koordinate ovaj integral poprima oblik:

27 0 0
I? = / dgo/e_”2 rdr = 27T/€_T2 rdr.
0 0 0

Supstitucijom u = 72, dobivamo du = 2rdr, te uvrstavanjem u izraz (3.54) slijedi:

[e.e]

IQZW/G_“du:W,

0

te je I = /7 Cime je tvrdnja dokazana.

Propozicija 3.4. Vrijedi jednakost

|5

/e_(x_g)ngj‘ =
0

Dokaz. Uvedimo supstituciju:

v:g, r=—, dsc:—%dv
x v
Dobivamo:
00 0 o] o]
)2 a2 a2 a2
[t ar— [t Sao— [tV S [l S
v v x
0 o0 0 0
Sada je
[e.e] ) o0 [ee] ) a o0 ) a
x x
0 0 0 0
pa vrijedi
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)



Sada moZemo uvesti supstituciju

72
Slijedi:
2 1
/e(rr) dr = - / e_ygdy
2
0 —00
Sada, prema rezultatu prethodne propozicije slijedi
2 1 2
o Joru-g
2 2
0 —o0

¢ime je tvrdnja dokazana.
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(3.61)

(3.62)

(3.63)

]

Teorem 3.5. Neka je zadana funkcija f(t) i neka je F(s) njena Laplaceova transformacija. Tada

vrijedi:

£ RV

x@ﬁ/w“ dz.

Dokaz. Prema definiciji Laplaceove transformacije vrijedi
F(s) = /e‘Stﬁ_l {F(s)} dt,
0

odnosno
o0

F(J5) = / L {P(VE)) dt.
0
UvrStavanjem izraza (3.64) u (3.66) dobivamo:

o0

Vo) = [ =

Virto J

Zamjenom poretka integriranja slijedi:

[ee] 1 oo _st
F(y/s) = /—f(z) /ze at dt| dz.

0 4¢3

0

Uvodenjem supstitucije
z 1 =z
T=— dr = —= dt,
Vit 2 V4¢3

ze i f dz| dt.

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)



odnosno

! ~(7+i3)

F(Vs)= | —=f(2) 2e dr| dz
T
0 0
Uocimo da vrijedi:
2 2
A
Tt 472 ( 27 ) A

pa uvrStavanjem (3.72) u (3.73) dobivamo

/Tf zf/ ) 4r| d-.

0

KoriStenjem rezultata prethodne propozicije slijedi:
e 2Vs - Je 2VE
V/'s) f(z dz = / f(z dz,
-G [ [Fe]
¢ime je tvrdnja dokazana.

Pokazimo sada na nekoliko primjera primjenu ovog teorema.

Primjer 3.7. Odredimo original funkcije

1
F(s)= -
(5) ==,
Ciji je original prema tablici 3.2 funkcija
ft) =1

Uvrstavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

) [

Za rjesavanje integrala s desne strane ove jednakosti uzimamo supstituciju

2
— =u, zdz = —2tdu.
4t

El{ } 4m0/ -

cime smo pokazali da vrijedi

Slijedi:
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(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)



Primjer 3.8. Odredimo original funkcije

Original ove funkcije nalazimo primjenom teorema 3.4. Dobivamo
f(t) = u(t —a).

Uvrstavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

ze i uz—a)dz.

{5t - 7

Prema definiciji Heavisideove funkcije slijedi:

1
—1 7af 4t
£ { No } m / 2 dz

Uvedimo supstituciju:

2

T u, zdz = —2tdu.
Dobivamo:

/ I d 1 / v d 1 747622
ze z = e'du = ——=e™at |
VArt3 Vi mf , Vot
it

pa je

£ {%eaﬁ} -
s

21

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)



4. Funkcije pogreske

Funkcija pogreske (engl. error function), x — erf(z) vazna je matematicka funkcija koja
se pojavljuje u razli¢itim podrucjima znanosti i inZenjerstva, kroz ovo poglavlje bit ¢e opisana
funkcija pogreske, njena aproksimacija, te njezina svojstva sluzeci se izvorom [5]. Ova funkcija
izraCunava vjerojatnost da je vrijednost slucajne varijabla s normalnom distribucijom i srednjom

vrijedno$¢u nula' manja od z, a definirana je izrazom:

erf(z) = % / e~ dt. (4.1)
0

Kako je koncentracija topline najveéa oko izvora i postepeno opada s udaljenos¢u, $to odgovara
normalnoj distribuciji, prirodno je ocekivati da ¢e funkcija pogreske biti povezana s toplinskom

jednadzbom.

Funkcija pogreske graficki je prikaza na sljedecoj slici.

11y= erf(x)
0.5
i x |
-3 -2 —1 1 2 3
_ 5 1
_1 1

Slika 4.1. Graficki prikaz funkcije pogreske erf(x)

U definicijskom izrazu funkcija pogreske (4.1) nalazi se integral koji se ne moZe egzaktno
rijeSiti Sto izracun vrijednosti funkcije pogreske ¢ini izuzetno kompleksnim. Drugim rije¢ima,
prakti¢na primjena funkcije pogreSke ovisna je o aproksimacijama.

Graf funkcije pogreske prikazan na slici 4.1 kvalitativno je sli¢an grafu funkcije + — tanh(z)

te se namece ideja da se tanges hiperbolni iskoristi kao osnova za formiranje aproksimacije funk-

cije pogreske [5].

I'Slucajna varijable s normalnom distribucijom i srednjom vrijedno$¢u nula je varijabla Cije su vrijednosti distri-
buirane oko nule u obliku zvonaste krivulje, pri cemu su vrednosti bliZze nuli najverovatnije.

22
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Jedna od najpoznatijih aproksimacija funkcija pogreske dana je izrazom:

erf(r) ~ z(z) = tanh (% (x + %x?’)) : (4.2)

s greSkom aproksimacije manjom od 3.58 x 10~%. Kuvaliteta te aproksimacije prikazana je u slje-

decoj tablici.

Tablica 4.1. Vrijednosti funkcije erf(x) i aproksimacije z(x) za odabrane vrijednosti x.

x erf(x) z(x)

0 0 0

0.02 | 0.022564575 | 0.0225646

0.1 | 0.112462916 | 0.112461

0.3 | 0.328626759 | 0.328583

1 0.842700793 | 0.842374

1.5 | 0.966105146 | 0.966296

3 0.999977910 0.99999

Ako se funkcija pogreske treba evaluirati u vrijednostima koje se pribliZavaju beskonacnosti
kod aproksimacija dolazi do problematike sa stabilnosti uzrokovane prvenstveno preciznos$¢u ra-
cunalnog izraCunavanja. U tim se sluajevima koristi tzv. komplementarna funkcija pogreske

\/— € dt- .3

Graficki prikaz komplementarne funkcije pogreske prikazan je na sljedecoj slici.
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y = erfe(x)
1
0.5+
It x |
-3 -2 -1 1 2 3
—0.5 1"

Slika 4.2. Graficki prikaz komplementarne funkcije pogreske erfc(x)
4.1. Laplaceove transformacije s funkcijom pogreske

U nastavku poglavlja e biti dokazane neke od Laplaceovih transformacija koje ukljucuju funk-

ciju pogreske, a potrebne su za rjeSavanje toplinske jednadzbe

a 1
_ —a+/s
L {erfc (—2\/%) } =<e (4.4)

Dokaz. Ovaj rezultat dokazati ¢emo primjenom teorema 3.5, pri ¢emu koristimo funkciju

Teorem 4.1. Vrijedi jednakost
pri cemu je a realna konstanta.

F(s) = e . 4.5)
Original ove funkcije nalazimo primjenom teorema 3.4. Dobivamo

ft) = (t —a)u(t — a). (4.6)

Uvrstavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

£ {i _“\[} m/ze i (z —a)u(z — a) dz. 4.7)

Prema definiciji Heavisideove funkcije slijedi:

£t {i _“‘[} m/ ze it (z—a)dz (4.8)

o0 o0

/ze4td
47rt

ze it dz 4.9)
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Za rjeSavanje prvog integrala u ovom izrazu koristimo se formulom parcijalne integracije pri cemu

uzimamo
2

2
==z =z
u =2z, du = dz, dv = ze % dz, v = —2te 4 .

Dobivamo:

o0

00 _,2
+2t/e4t dz | =

a

2 —22 —22
et dz = —tze 4t

1 / 1
VAamt3 43

1 [
tae i +2t/e4t dz
4rt3
Sada uzimamo suptstituciju
d
Z - u, o du, dz = 2v/tdu,

2Vt

te dobivamo:

a2
2tae 1t +4t\/¥/e

_a_
2Vt

1
22eic dz =
VArt3 / VArt3

Koristeci (4.3) ovaj izraz moZemo pisati u obliku:

—22
z2e @ dz =

1 1 —a? ﬁ a
tae it + Atv/tY— erfc | —— —
VArt3 VArt3 ( 2 (Qﬂ ) )

a 747&2%— ¢ ( a )
——eat terfc| — ).
vVt 2/t

Sada prelazimo na drugi integral u izrazu (4.9). Njega ¢emo rijeSiti supstitucijom:

2
— =u, zdz = —2tdu.
4t
Dobivamo:
—a a  —a?
ze it dz = edu = —e 4,

vl vt Vit

4t

Konac¢no, uvrStavanjem (4.16) i (4.18) u (4.9) dobivamo:

1 a
£—1 - —(Z\/g} — f ( ) ,
{86 eric _Qﬁ

¢ime je tvrdnja teorema dokazana.

Teorem 4.2. Vrijedi jednakost

At a2 a 1
L ——es —aqaerfc| —= = — _“‘/5,
{me o (M>} SV

pri cemu je a realna konstanta.

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Dokaz. Ovaj rezultat dokazati ¢emo primjenom teorema 3.5, pri ¢emu koristimo funkciju
F(s) = —e . 4.21)
Original ove funkcije nalazimo primjenom teorema 3.4. Dobivamo

L t —a)*u(t — a). (4.22)

£) = 5

UvrStavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

e

Prema definiciji Heavisideove funkcije slijedi:

/ ze# (z —a)*u(z — a) dz. (4.23)
0

ze (2 —a)dz (4.24)

R EC S
S\/g 24/ 4nt3

2 2 _,2
e dz — 2e it dz + ze it dz. (4.25)

1 a a?
B 24/ 4nt3 VArt3 24/ 4nt3

ZarjeSavanje prvog integrala u ovom izrazu koristimo se formulom parcijalne integracije pri cemu

uzimamo
.2 2
u = 2% du = 2zdz, dv = ze % dz, v = —2te"at . (4.26)
Dobivamo:
B d L t2e | 2t7 5 d 4.27)
z = —tz%e 4t + ze 4t qz | = .
24/4 t3 43 a
L ta2e i 2t7 5 d (4.28)
a‘e 4 + ze 4t az | . .
VArt3
Integral u izrazu (4.28) rijeSit ¢emo supstitucijom:
Tl u, zdz = —2tdu. 4.29)
Dobivamo:
—2t 2t a2
ze it dz = e'du = ——e™at . (4.30)
VAart3 / Vi mf , Vot

74t
Uvrstavanjem (4.30) u (4.28) dobivamo:
.2 22 2t a2
3e frdy = L e 4 LT 4.31)

1
2/ 4rt3 o2/t Vvt
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Drugi integral u izrazu (4.25) identiCan je integralu iz (4.11), pa je:

a? a2 a
m /z et dz = ﬁe T 4 gerfe (Q_ﬁ) : (4.32)

Tredi integral u izrazu (4.25) razlikuje se od integrala u (4.18) samo po koeficijentu. Stoga je:

2 2
oy = (4.33)

2\/47rt3 2/t

Konacno, uvrStavanjem (4.31), (4.32) 1 (4.33) u (4.25) dobivamo:

1 2t —a? a
£t —e_a‘/g} = ——e it —qaerfc (—) , 4.34
{ s\/5 Vit 2/t (439
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. ]

Teorem 4.3. Vrijedi jednakost

1 o2t 1
L {ﬁ — ae® "erfc <a\/¥> } = Jita (4.35)

pri cemu je a realna konstanta.

Dokaz. Uo€imo da za primjenu teorema 3.5 trebamo koristiti funkciju

1
F(s) = 4.36
(5) = — (4.36)
¢iji je original prema tablici 3.2 funkcija
f(t) =e . (4.37)

Uvrstavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

1 17 e 17
c = et dz = ) g = 438
{\/§+a} \/4wt3/ze4 ¢ y 47rt3/ze ( )
0 0

2f+“‘[) +a? by = et / 2f+a\[ dz. (4.39)
1/ 3 3
4t 4t J

Za rjesavanje ovog mtegrala najprije uzimamo supstituciju

W +aVt = dz = 2\/Zdu, 2 = 2v/tu — 2at. (4.40)

Slijedi:

1 €a2t T 2
—1 — 2 -2 —uT9 = 4.41
. {\/§+a} 47t3 £< Vi e aan
av/'t
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\/_/2\/_u 2at)e” \/_/ue“du— 7 / —u® quy = (4.42)

2e ’t 2 2
ue™ ™ du — ae® terfc (aﬁ) ) (4.43)
Vim /
av't

Za rjeSavanje preostalog integrala u ovom izrazu koristimo supstituciju:

—u? =, —2udu = dv. (4.44)
Dobivamo:
1 2
L' = / e’ dv — ae®’t erfe (axf) = —— —qae"lerfc (aﬁ) , (445
\vre) ﬁr = )
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. [

Teorem 4.4. Vrijedi jednakost

o2 e
e a _ e
L {_\/ﬁ e erfc (—2\/5 + \/1_5) } WL (4.46)

pri cemu je a realna konstanta.

Dokaz. Uocimo da za primjenu teorema 3.5 trebamo koristiti funkciju

—as

Ciji je original prema tablici 3.2 1 teoremu o pomaku originala funkcija

ft) = u(t —a)e 9, (4.48)

UvrStavanjem ovog para funkcija u (3.64) dobivamo:

L1 o /26 wu(z —a)e”CV dz = se () g = (4.49)
Vs+a m Art?

—_
@\8

() . (4.50)
\/7
Za rjeSavanje ovog 1ntegrala najprije uzimamo supstituciju
= 4 Vt= u, dz = 2\/Edu, 2 = 2Vtu — 2t. 4.51)

2\f
Slijedi:

—ay/s a-+t %
o { ‘ } S / (2vEu — 2)e " 2v/E du = (4.52)

Vs+a Amt3
stV
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eatt r > 20Tt r 2 2eatt r >
(2\/¥u —2t)e ™ du = / ue " du — e du= (4.53)
ty/m / Vit VT

e stV stV
2eatt T 2 ( a
we " du — e*erfc | — + \/%) . 4.54
Vir / 2Vt ( )

Vi
Za rjeSavanje preostalog integrala u ovom izrazu koristimo supstituciju:

—u? =, —2udu = dv. (4.55)

Dobivamo:

—0o0

—a+/s a+t
L1 { ¢ } - / e’ dv — e erfc (a\/g) = (4.56)

- (%Jrath)
— a2
e 4 a+t a
—eerfe | — + V1 4.57
vt (2\/5 ) ( )

¢ime je tvrdnja teorema dokazana. 0



5. Obicne linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koefi-
cijentima

U sljedecem poglavlju ¢emo vidjeti kako se parcijalne diferencijalne jednadZzbe metodom La-
placeovih transformacija svode na obicne diferencijalne jednadzbe. Toplinska jednadZba, koju u
ovom radu rjeSavamo, svodi se na obi¢nu linearnu diferencijalnu jednadzbu s konstantnim koefici-
jentima oblika

y' —a’y =b, (5.1)

gdje su a i b dane konstante.

Postoji viSe nacina rjeSavanja te jednadZzbe, a ovdje je rjeSavamo putem Laplaceovih transfor-

macija. Za pocetak primijenimo teorem o slici derivacije 3.2, slijedi:

b
s*Y — sy(0) — y/(0) — a*Y = " (5.2)
Sredivanjem jednadZbe dobivamo:
b
V(s —a®) = S +sy(0) +4(0), (5.3)
b sy(0) y'(0)
Y(s) = + + ) 5.4
)= a6 ta)  GoaGrd  GaGTa) >4
Uoc¢imo da vrijede slijedeci izrazi:
1 1 1 1
- 5.5
s(s—a)(s+a) s " 2a%(s — a) * 2a%(s +a)’ (5:3)
S 1 1
= 5.6
(s —a)(s+a) 2(s—a)+2(s+a)’ (56)
1 1 1 1 1
(5.7)

(s —a)(s+a) T 2as—a 2as+a
uz pomo¢ kojih sada mozemo zapisati:

b (b ) YO 1 (b y0) g0 1
Y(S)__%_I-(TGQ_}— 2 + 2a>s a+(2_a?+ 2 Za)s—l—a' 58)

Na ovaj izraz primjenjujemo inverznu Laplaceovu transformaciju, te dobivamo konacno rjese-

nje u vremenskoj domeni:

y(t)= -2y <i L0 y’(0)> et 4 (i L0 y/(0)> e, (5.9)

a? 2a? 2 2a

30



6. RjeSavanje toplinske jednadzbe s Dirichletovim rubnim uvjetom

Promatrat ¢emo beskonacno dug cilindri¢ni Stap ¢ija je bo¢na povr$na savrSeno izolirana tako
da toplina kroz nju ne moZe niti uéi niti iza¢i. Radi jednostavnosti, pretpostavit ¢emo da je Stap

napravljen od materijala toplinske difuzivnosti x = 1.

Kako bi mogli modelirati ovaj problem, moramo ga najprije smjestiti u koordinatni sustav.
Stoga ¢emo pretpostaviti da je Stap postavljen duZ pozitivnog dijela z-osi s jednim krajem u z = 0,

a drugim u z = oo.

—————————————————————————————————————— Izolacija

e Izvor toplineu x = 0

Slika 6.1. Graficki prikaz beskonacno dugog cilindricnog stapa i opisanih uvjeta

Prema tome, distribucija topline bit ¢e opisana toplinskom jednadZbom (2.9):

ou(z,t) _ Ou(z,t)

ot ox? 7 ©-1)

na domeni
0 <z <oo, 0<t<oo. (6.2)

Kako bi problem imao jedinstveno rjeSenje moramo postaviti pocetne i rubne uvjete. Radi
jednostavnosti pretpostavit ¢emo da je u trenutku ¢ = 0 temperatura Stapa jednaka wu kroz Citavu

duljinu. Drugim rije¢ima, vrijediti ée pocetni uvjet
u(z,0) = u, 0 <z <oo0. (6.3)
U trenutku ¢ = 0 temperatura lijevog kraja Stapa povecala se na vrijednost C' i i viSe se ne
mijenja. To znaci da Ce vrijediti Dirichletov rubni uvjet
u(0,t) = C, 0<t<oo. (6.4)

Stap je toliko dug da se mogu zanemariti svi uéinci zbog njegovog desnog kraja, odnosno rubni

uvjet za x = oo nije potrebno nametati.

Primijenimo sada Laplaceovu transformaciju na izraz (6.1), pri ¢emu ¢-domenu pretvaramo u

s-domenu. Temeljem teorema o slici derivacije dobivamo:

sU(z,8) — u(z,0) = £ {82“(5”’ ) } . 6.5)

0x?
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Kako je integriranje s obzirom na varijablu ¢ neovisno o deriviranju po varijabli z, slijedi:

0*u(z,t) 0? "
E{ 522 }: agczﬁ{u(:v,t)}:U (z,s). (6.6)

Uvrstavanjem (6.6) 1 (6.3) u (6.5) dobivano obi¢nu diferencijalnu jednadZbu oblika

U'(x,s) — sU(x,s) = —uy. (6.7)

Laplaceova transformacija rubnog uvjeta (6.4) daje

U@@:Q (6.8)

S

Diferencijalna jednadzba (6.7) obiCna je linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim ko-

eficijentima oblika (5.1) koju smo rijesili u prethodnom poglavlju.

Usporedujuci (6.7) s (5.1) moZemo odrediti koeficijente a i b iz prethodne jednadzbe (5.1):
a=+/s, b= —uy. (6.9)

UvrStavanjem ovih koeficijenata u izraz (5.9) slijedi:

Ug U<07 S) U,(Oa 3) /s
s T 2 T Tags )¢

U@$:%+(

6.10
(Lt U0 V0.5 (6.10)
25 2 2\/s ’
Sto mozemo zapisati kao:
Lm%s):<zeﬂﬁ+wzeﬂﬁx+f§, 6.11)
gdje su C i C definirani s:
uy U(0,s) U'(0,s)
C,=—— 6.12
1 25 + 92 + 2\/5 9 ( )
U0 U0
= -t U0 U053 (6.13)

2s 2 2/s

Kako rjeSenje u(z,t) mora ostati ograni¢eno kad x — oo, takvo mora biti i rjeSenje U(z, s).

Zbog toga C'; mora biti postavljen na nula. Sada (6.11) poprima oblik:

Ug

Uz, s) = Che V" 4 (6.14)

S

Odredimo sada Cs. Znaju¢i da je C jednak nuli, koristeci izraz (6.12) mozemo zapisati:

Uo U(0, s) N U'(0,s)

_to - 1
25 2 2/5 0 (6.15)



33

pa vrijedi:
U'(0,s) uy U(0,s)
=— — . 6.16
2\/s 2s 2 (6.16)
Uvrstavajuci izraz (6.16) u izraz (6.13) dobivamo:
up  U(0,s) up  U(0,s)
__* -0 2 1
Co= =95t 73 s T 2 ©.17)
pa iz (6.8) slijedi:
C
Cy=— -2 (6.18)
S s
Konac¢no, uvrStavanjem (6.18) u (6.14) slijedi:
Uz, s) = (Q . @) eV 4 10, (6.19)
s s s

Sada se moZemo vratiti u t-domenu, pri cemu koristimo svojstvo (4.19) i tablicu Laplaceovih

transformacija 3.2. Dobivamo:

u(z,t) = (C — ug) erfc (QL\/E) + uo, (6.20)

Sto je rjeSenje opisanog problema.

Na sljedecoj slici prikazano je rjesenje za ug = 10°C i C' = 50°C, u nekoliko vremenskih

trenutaka.

50 |- —1=0.01 ||

— t=0.1

— t=0.3
401 =0.7 ||
30 :

3

20 :
10 | :

O | | | | | | |

Slika 6.2. Graficki prikaz promjene temperature Stapa kroz vrijeme

Iz grafickog prikaza moZemo uociti da se kroz vrijeme ¢, pocetak Stapa drzi na konstantnoj
temperaturi od 50°C, te da je u ostatku Stapa temperatura 10°C kako je opisano rubnim i pocetnim
uvjetima. Protokom vremena ¢ uoCavamo da se temperatura niz duljinu Stapa povisuje, Sto je

fizikalno 1 oc¢ekivano.

PrikaZzimo rjeSenje ovog problema i na drugi nacin.
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Temperature
50

40

30

20

10

02 04 06 08 1 12 14
t

Slika 6.3. 2D prikaz promjene temperature u, u prostoru x, kroz vrijeme t

Istaknimo da je u ovom primjeru koriSten jednostavni Dirichletov rubni uvjet, a to uvelike
olaksava postupak rjeSavanja problema. Promjenom rubnih uvjeta, Laplaceove transformacije to-
plinske jednadZbe (6.5) ostaju iste, takoder ostaje isto i traZenje rjeSenja diferencijalne jednadzbe
(6.7). Medutim do promjene dolazi kod traZzenja inverzne Laplaceove transformacije, gdje bi pri
drugacijim rubnih uvjetima rjeSenje u s-domeni moglo biti znantno kompleksnije, a time bi i po-

vratak u t-domenu bio sloZeniji.



7. Rjesavanje toplinske jednadZbe s Neumannovim rubnim uvjetom

Ponovno promatrajmo beskonacno dug cilindri¢ni Stap kao u Sestom poglavlju, no ovaj puta
sa drugacijim rubnim uvjetom. Bocna povrSna Stapa i dalje je savrSeno izolirana tako da toplina
kroz nju ne moze niti u¢i niti izaci, a takoder ¢emo pretpostaviti da je Stap napravljen od materijala

toplinske difuzivnosti k = 1.

U prethodnom primjeru pretpostavili smo da je temperatura lijevog kraja Stapa konstantna. U
ovom slucaju situacija na lijevom kraju biti ¢e malo drugacija, odnosno pretpostavit ¢emo da se

toplina dodaje konstantnom brzinom C'.

Geometrijski, problem je modeliran kao 1 u prethodnom primjeru, odnosno pretpostavljamo da

je Stap postavljen duz pozitivnog dijela x-osi s jednim krajem u x = 0, a drugim u x = oc.
Distribucija topline ponovno Ce biti opisana toplinskom jednadzbom (2.9):

ou(z,t)  %u(x,t)
o 02

(7.1)

na domeni
0<z< oo, 0<t<oo. (7.2)

Kao i u prethodnom slucaju, radi jednostavnosti pretpostavit ¢emo da je u trenutku ¢ = 0

temperatura Stapa jednaka ug kroz Citavu duljinu. Drugim rije¢ima, vrijediti ¢e pocetni uvjet

u(z,0) = uy, 0 <z <oo. (7.3)

Ako se toplina dodaje konstantnom brzinom C' (u vatima po kvadratnom metru) na kraju z = 0,
to znaci da je brzina promjene toplinske energije po jedinici vremena na tom kraju konstantna, ;.

da vrijedi
9Q(0,1)
ot
Sto prema Fourierovu zakonu (2.3) moZemo zapisati kao

=C, (7.4)

ou(0,1)

—)\A
ox

=0, (7.5)

gdje je A povrsina popre¢nog presjeka Stapa, a A koeficijent toplinske provodnosti. Zbog jednos-

tavnosti, u nastavku ¢emo pretpostaviti da vrijedi
M =1, (7.6)

te da je
C <0. (7.7)
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S tim pretpostavkama rubni uvjet (7.5) poprima oblik

ou(0,t)
ox

=C, (7.8)

Sto je Neumannov tip rubnog uvjeta.

Kako je toplinska jednadzba jednaka onoj iz prethodnog poglavlja (6.1), vrijede 1 isti uvjeti za
njenu Laplaceovu transformaciju, odnosno u s-domeni dobivamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu
oblika:

sU(x,s) —u(z,0) = U"(x,s), (7.9)

Sto uvrStavanjem pocetnog uvjeta postaje

U'(x,s) — sU(x,s) = —uyp. (7.10)

Takoder ¢emo primijeniti Laplaceovu transformaciju na rubni uvjet, pri cemu dobivamo:

U'(0,s) = g (7.11)

Diferencijalna jednadzba (7.10) oblika je (5.1), pa prema (6.10) i (6.11) slijedi:

Ug

U(z,s) = CheVs® 4+ Coe V5 4 (7.12)

S

gdje su konstante ' i Cy definirane izrazima (6.12) 1 (6.13).

Kako rjesenje u(x,t) mora ostati ograni¢eno kad = — oo, takvo mora biti i rjeSenje U (z, s).

Zbog toga C'; mora biti postavljen u nula. Sada (7.12) poprima oblik:

Ug

U(z,s) = Coe V3" 4 (7.13)

S
Konstantu Cy ¢emo odrediti tako da prvo izrazimo U (0, s) iz izraza (6.12). Kako C; mora biti
postavljen u nula, moZemo zapisati:

uy U(0,s) U'(0,s)
s T2 " Tags

=0, (7.14)

odnosno

2 25 2y/s

Sada je prema (6.13) konstanta C' jednaka:

UQ0,5) _ug U'(0,5) (7.15)

o Uo U'(o,s) U'(0,s)

Cy=— — 7.16
T2 T 2s 2s 2\/5 (7.16)
pa uvrStavanjem izraza (7.11) u (7.16) dobivamo konacan izraz za Cs:
U'(0 C
o= Y09 ¢ (7.17)

Vs sv/s
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Izraz (7.13) sada poprima konacan oblik:

C
Uz, s) = —ﬁe—\/@f + % (7.18)

Koriste¢i teorem 4.2 moZemo zapisati konacnu inverznu Laplaceovu transformaciju izraza

(7.18):
2t —? T
u(z,t) =ug— C (ﬁe — zerfc (2—\/¥)> : (7.19)

Sto je rjeSenje razmatranog inicijalno-rubnog problema.

Radi konkretizacije i grafickog prikaza pretpostavimo da je:

C = —25W/m?, ug = 10 °C. (7.20)

Promotrimo sada promjenu temperature kroz vrijeme na sljedeCem grafu.

—=0.01
401 — t=0.1 ||
— =03
30| t=0.7 |
S
20 |
ol AN |
O | | | | | |

Slika 7.1. Graficki prikaz promjene temperature Stapa kroz vrijeme

Iz grafickog prikaza mozemo uociti da se kroz vrijeme ¢, temperatura pocetaka Stapa stalno
podiZe Sto se moglo ocekivati ako je na tom kraju Stapa izvor topline koji toplinu dodaje stalnom
brzinom. Protokom vremena ¢ uoCavamo da se temperatura niz duljinu Stapa povisuje, Sto je

takoder fizikalno ocekivano.

Naglasimo da je zbog jednostavnih pocetnih i rubnih uvjeta rjeSavanje ovog problema bilo
relativno jednostavno. Nametanje bilo kakvih uvjeta koji nisu konstantni problem bi znatno otezao
kako u vidu transformacije u s-domenu, ali i vrac¢anja u t-domenu. Takoder mozZemo vidjeti i da
je primjena Neumannovog rubnog uvjeta dala sloZenije rjeSenje u usporedbi s rjeSenjem problema

kod kojeg su bili nametnuti Dirichletovi rubni uvjeti.

Na iducoj slici rjeSenje je prikazano putem temperaturne mape Sto daje bolji uvid u samo
rjeSenje postavljenog problema.
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Temperature

0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Slika 7.2. 2D prikaz promjene temperature u, u prostoru x, kroz vrijeme t

MozZemo uoditi da prolaskom vremena kao i u grafu 7., temperatura v raste na pocetku Stapa,
te daljnim prolaskom vremena, raste temperatura kroz duljinu Stapa. Takvo gibanje topline je

pretpostavljeno, te fizikalno ispravno.



8. Rjesavanje toplinske jednadZzbe s Robinovim rubnim uvjetom

Promatrajmo beskonacno dubok spremnik koji sadrZi teku¢inu. Bocne strane spremnika su
savrseno izolirane tako da toplina kroz njih ne moZe udi niti iza¢i, a kao i u prethodnom poglavlju,
radi jednostavnosti, pretpostavit ¢emo da tekuéina u spremniku ima toplinsku difuzivnost Kk = 1.

Ovaj primjer je raden uz pripomo¢ izvora [6]

Smjestimo sada problem u koordinatni sustav. Pretpostavit ¢emo da x os predstavlja dubinu
spremnika, tako da je dno spremnika u x = oo, a povrsina tekucine u x = 0 kako je prikazano na

iducoj slici.

x = 0 (povrSina tekucine)

Izolirane strane

‘(2. 1)

2 (dubina)

Slika 8.1. Graficki prikaz beskonacno dubokog spremnika i opisanih uvjeta

Prema tome, distribucija topline bit ¢e opisana toplinskom jednadzbom (2.9):

ou(z,t)  *u(x,t)
o 022

(8.1)

na domeni
0<z<oo, 0<t<oo. (8.2)

Kako bi problem imao jedinstveno rjeSenje moramo postaviti pocetne i rubne uvjete. Radi
jednostavnosti pretpostavit cemo da je u trenutku ¢ = 0 temperatura tekuéine jednaka uy > 0 kroz

Citav spremnik. Drugim rijeCima, vrijediti ¢e pocetni uvjet

u(zx,0) = uo, 0<z<o0. (8.3)

Kako vrh spremnika nije izoliran, pretpostavit ¢emo da na njemu vrijedi Newtonov zakon

hladenja, odnosno Robinov rubni uvjet (2.16). Referentna temperatura zraka na povrsini je nula,
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0dnosno u... Kako je ug > ., predznak u (2.16) bit e pozitivan, a radi jednostavnosti pretpostavit

¢emo da je o = 1. Prema tome, rubni uvjet na rubu « = 0 poprima oblik:

0u(0,t)

e w(0,t) =0, 0<t<oo. (8.4)

Kako je spremnik toliko dubok da se mogu zanemariti svi u€inci njegovog dna, rubni uvjet za

x = 00 nije potrebno nametati.

Kako je toplinska jednadzba jednaka onoj iz pethodnog poglavlja (7.1), vrijede i isti uvjeti za
Laplaceovu transformaciju. Primjenom Laplaceove transformacije na toplinsku jednadzbu koris-

teci teorem o slici derivacije, dobivamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu oblika:
sU(x,s) —u(z,0) = U"(z,s), (8.5)
Sto uvrStavanjem pocetnog uvjeta postaje

U'(x,s) — sU(x,s) = —uy. (8.6)

Transformacija Robinova rubnog uvjeta daje:
U'(0,s) =U(0, s). (8.7)
Diferencijalna jednadzba (8.6) obiCna je linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim ko-
eficijentima oblika (5.1), kao i u prethodna dva slucaja. Prema (6.10) i (6.11) slijedi:
U(z,s) = Crev™ + Coe™V5 + 20, (8.8)
s

Kako rjeSenje u(z,t) mora ostati ograni¢eno kad ©z — oo, takvo mora biti i rjeSenje U(z, s).

Zbog toga C'; mora biti postavljen u nula. Sada (8.8) poprima oblik:
Uz, s) = Coe V5 + 2. (8.9)
5

Vrijednost Cy ¢emo dobiti tako da izrazimo U (0, s) iz izraza (6.12), uvazavajuéi da C; mora

biti jednak nula. Slijedi:
uy U(0,s) U'(0,s)

— =0 8.10
2s 2 2\/5 ’ ( )
U0 U'(0
( b S) — @ _ ( ) S) . (8.1 1)
2 2s 2¢/s
UvrStavanjem (8.7) 1 sredivanjem dobivamo:
U(0,s) = 20 Vs (8.12)

s s+ 1
UvrStavanjem izraza (8.12) u izraz (6.13), uvaZzavajuci da vrijedi rubni uvjet (8.7), slijedi:

_ Vs~ 1
Cy = 2$+U(O,s)( e ) (8.13)
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odnosno

Up Uo \/5 \/E—l

Co=——+— . 8.14
Y B i RO W ®.14)
Daljnjim sredivanjem dolazimo do kona¢nog izraza za C':
Ug 1
Cy=—— . 8.15
= e (8.15)
Sada je
/51
Ug € Uo
U =+ —. 8.16
(.8) == 27175 (8.16)
Uoc¢imo da vrijedi
! _ ! + ! ! (8.17)
s(vs+1) s s+l /s '
UvrStavanjem ovog izraza u U (z, s) dobiva se
_\/gx _\/Ex 1 _ —\/ECE
Uz, s) = uoe ‘ <. (8.18)

YNSRI
Koristedi ranije dokazan izraz (3.89), te teoreme 4.34 i 4.57 moZemo funkciju U(z, s) vratiti u

vremensku domenu, slijedi:

1 22 6732 x x
— oy | e — et orfe (L 1 —erfe [ -2 1
u(w,t) = ug [\/ﬁe <\/7r_t e erc(2ﬂ+\/f)>+ erC(2\/¥)], (8.19)

sredivanjem izraza dobivamo konac¢nu jednadzbu:

— e — R I G2 o
u(z,t) = uy — ug {erfc <2\/¥> e erfc (2\/%+\/¥>} (8.20)

Postavljanjem pocetnog uvjeta ug = 50°C), te promatranjem grafa temperature u u razli¢itim tre-

nucima u vremenu ¢, dobivamo:

=001
50| 1 —t=01
f — =03
=07
40| :
3
30 |- |
20 | | | | | | |

Slika 8.2. Graficki prikaz promjene temperature u u prostoru x kroz vrijeme t (8.20)
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Temperature
50

40

0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Slika 8.3. 2D prikaz promjene temperature u, u prostoru x, kroz vrijeme t

Promatrajudi sliku 8. moZemo uociti da je temperatura medija 50°C, Sto je sukladno sa pocet-
nim uvjetom wug, prolaskom vremena ¢ uo¢avamo da temperatura u pri vrhu spremnika opada, te
daljnim prolaskom vremena temperatura niz medij opada, ovakva promjena temperature je oceki-

vana 1 pretpostavljena.



9. Toplinska jednadzba u kontekstu elektrotehnike

Toplinska jednadZba, poznata i kao jednadZba difuzije topline, igra vaznu ulogu u elektroteh-
nici, posebno u analizama koje ukljucuju Sirenje topline u elektroni¢kim uredajima, kablovima i

komponentama.

U elektrotehnici, u€inkovito upravljanje toplinom klju¢no je za odrZavanje pouzdanosti, per-
formansi i dugovjecnosti elektronickih uredaja. Razni elektronicki uredaji poput mikroprocesora,
tranzistora, dioda i integriranih krugova, generiraju toplinu tijekom rada. Prekomjerna toplina
moze dovesti do vecih gubitaka ili oSteCenja samih komponenata. Takoder moguci problem stvara
1 negativni temperaturni koeficijent poluvodica, odnosno prilikom prekomjernog zagrijavanja, ot-

por poluvodica opada, §to moZe dovesti do ostecenja komponenata.

Da bi se sprijecilo prekomjerno podizanje temperature, koriste se razliiti naCini hladenja, od
ventilatora do posebnih metalnih okvira (hladnjaka) za Sirenje topline, pri tome toplinske jed-

nadZbe sluZe za modeliranje kretanja topline kroz materijal, hladnjake i prema okolini.

Kako bi toplinska jednadZba posluZzila za opisivanje specifi¢nih situacija kretanja topline, za
modeliranje su potrebni razliciti rubni uvjeti, gdje npr. Dirichletov rubni uvjet moze posluZziti za
modeliranje odrZzavanja konstantne temperature na povrsini komponente, konkretno za hladnjak
postavljen na procesor. S druge strane, prijenos topline s povrSine Cipa na okolni zrak moZe biti

modeliran Robinovim rubnim uvjetom.

Stvaranje nepotrebne topline predstavlja problem u distribuciji elektricne energije, gdje nastaju
gubitci, a moguca su i oSteéenja vodova, komponenata ili izolacije. Da bi se gubitci i rizici mogu-
¢ih oSteenja smanjili, potrebno je unaprijed poznavati potencijalne rizike nastanka prekomjerne

topline, a za takve analize potrebna je upravo toplinska jednadZzba.

U elektrotehnici, rjeSavanje toplinske jednadZbe obicno se provodi koriStenjem numerickih
metoda, poput metode konacnih razlika, konacnih elemenata ili kona¢nih volumena. Ove metode
omoguduju inZenjerima simuliranje sloZene geometrije i razli¢itih materijala kako bi optimizirali
dizajniranje sustava za ucinkovitiji prijenos topline, te smanjili gubitke i moguca oSte¢enja. Me-
dutim, za testiranje numerickih metoda nuZno je imati i empirijska mjerenja 1 analiticka rjeSenja
koja ovim radom dobivamo.

Uspjesna primjena toplinske jednadzbe u elektrotehnici ima znacajne prakticne koristi. Prije
svega dolazi do povecanja pouzdanosti te odredivanja dozvoljenih i sigurnih temperaturnih gra-

nica. Time se produzuje vijek trajanja komponenti, a sa energetskog stajaliSta, znatno im je pove-

¢ana ucinkovitost.
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10. Zakljucak

Kroz ovaj rad ukazano je na bitnost postojanja, a i rjeSavanja toplinske jednadZzbe. Njena
korisnost i jednostavnost u modeliranju generiranja i toka topline, ¢ini je bitnom stavkom u inZe-
njeringu. Smanjenje gubitaka i osiguravanje dugotrajne ispravnosti elektricnih uredaja i kompone-
nata, ¢ini toplinsku jednadZbu veoma bitnom i u elektrotehnici. U tom kontekstu njenim ispravnim
implementiranjem moZemo smanjiti gubitke koji nastaju usred generiranja topline, poput trenja ili
samog toka struje. Time takoder cuvamo elektricne komponente i vodove od pregrijavanja, te

potencijalnih oStecenja i rizika.

U radu su objasnjene Laplaceove transformacije, s naglaskom na Sirinu njihove primjene izvan
analize elektricnih krugova. Ipak moZemo zakljuciti da, iako Laplaceove transformacije mogu
drasti¢no olaksSati diferencijalne jednadZbe, mogu ga i bitno oteZati, a to se najceSée dogada pri

traZenju inverzne Laplaceove transformacije.

Tijekom rjeSavanja odredenih inicijalno-rubnih problema povezanih s toplinskom jednadZbom,
u rjeSenjima se pojavila i funkcija pogreSke. Ona je bila i o¢ekivane, jer kako je koncentracija to-
pline najveca oko izvora, te postepeno opada s udaljenoS€u, takva distribucija topline odgovara
normalnoj distribuciji. Time smo ukazali i na rasprostranjenost funkcije pogreske, te njihovu pri-
mjenu izvan podrucja vjerojatnosti i statistike. Uocili smo da promjenom rubnih uvjeta, iako sama
transformacija jednodimenzionalne toplinske jednadzbe ostaje ista, njezina inverzna Laplaceova

transformacija se bitno zakomplicirala.

Kod rjeSavanja problema povezanih s toplinskom jednadZbom danas se sve viSe koriste nume-
ricke metode, pri ¢emu treba naglasiti da je analiticki pristup prikazan u ovom radu izuzetno bitan

za dobivanje egzaktnih rjeSenja na kojima se numericke metode testiraju.

MozZemo zakljuditi da su Laplaceove transformacije vrlo koristan alat u rjeSavanju diferenci-
jalnih problema, te posjedovanjem opSirnih tablica transformacija, moZemo olakSati postupak tra-
Zenja inverzne Laplaceove transformacije. UnatoC svoj problematici traZzenja inverzne Laplaceove
transformacije, one i dalje ostaju jedne od bitnijih te ceSc¢e koriStenih integralnih transformacija,
kao bitna stavka inZenjerstva, a pogotovo elektrotehnike. Najveca korist Laplaceovih transfor-
macija odraZava se u mogucnosti dobivanja egzaktnih rjeSenja razlicitih diferencijalno-integralnih

problema, pa tako i inicijalno-rubnih problema povezanih s toplinskom jednadZbom.
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Sazetak i kljuCne rijeci

Jednodimenzionalna toplinska jednadZzba jedna je od temeljnih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi, sluzi za modeliranje toka topline, te iz tog razloga ima brojne primjene u inZenjerstvu.
Kako bi se olaksalo rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koriste se brojne metode, jedna
od njih je i primjena Laplaceovih transformacija, odnosno posebne integralne transformacije, koja
diferencijalne probleme u vremenskoj domeni, pretvara u algebarske probleme u kompleksnoj do-
meni. lako Laplaceove transformacije imaju Siroku primjenu, pogotovo u elektrotehnici, te dras-
ti¢no olakSavaju rjeSavanje diferencijalnih problema, traZenje njihove inverzne transformacije je
Cesto problematicno. Unato¢ tom Laplaceove transformacije nalaze svoju primjenu, te se u ovom
radu prikazala njihova primjena na rjeSavanje jednodimenzionalne toplinske jednadZbe s razliitim

rubnim uvjetima, uz pripadne simulacije.

Kljucne rije¢i: Toplina, toplinski tok, toplinska jednadZba, funkcije pogreske, Laplaceove tran-

sformacije.
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Summary and key words

The one-dimensional heat equation is one of the basic partial differential equations, it is used
for modeling the heat flow, and for this reason it has numerous applications in engineering. In
order to facilitate the solving of partial differential equations, numerous methods are used, one of
them is the application of Laplace transformations, i.e. a special integral transformation, which
turns differential problems in the time domain into algebraic problems in the complex domain.
Although Laplace transformations are widely used, especially in electrical engineering, and dras-
tically facilitate the solution of differential problems, searching for their inverse transformation is
often problematic. Nevertheless, Laplace transformations find their application, and in this paper,
their application to solving one-dimensional heat equations with different boundary conditions is

presented, including corresponding simulations.

Keywords: Heat, heat flow, heat equations, error functions, Laplace transforms.
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