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1. Uvod

Geometrija ploha je grana matematike koja proucava oblik, povrSinu i volumen
trodimenzionalnih objekata, poznatih kao plohe. Ploha se definira kao glatka, zakrivljena povrSina
koja moze biti ravna ili zakrivljena u prostoru. Primjeri ploha su sfere, cilindri, stoSci, torusi i
mnoge druge sloZenije strukture. Geometrija ploha bavi se proucavanjem svojstava ovih povrsina,
ukljucujuéi njihovu zakrivljenost, topologiju i nacine na koje se mogu transformirati u prostoru.
Matematicki alati koji se koriste u ovom podrucju ukljuéuju diferencijalnu geometriju, topologiju

1 algebarsku geometriju, Sto omogucava precizno opisivanje i analiziranje razli¢itih vrsta ploha.

Geometrija ploha u matematici ima kljuénu ulogu u mnogim primijenjenim 1 teorijskim
podru¢jima. Ona matematiCarima omogucava da izvrSavaju analize 1 modeliranje oblika u
trodimenzionalnom prostoru, §to je od velike vaznosti za razumijevanje kompleksnih struktura i
sistema. Na primjer, u diferencijalnoj geometriji, matematickoj disciplini koja se bavi
istrazivanjem zakrivljenosti i oblika ploha, matematicari mogu proucavati osobine prostora koji su
visSedimenzionalni 1 kompleksniji od trodimenzionalnog prostora koji je direktno percipiran.
Takoder, ova grana matematike ima znacajnu ulogu u teorijskoj fizici, pomocu koje se modelira
povrsina tijela, povrSina na kojima se odvija gibanje i druge geometrijske strukture, koje imaju

veliki znacaj za teoriju relativnosti i kvantnu fiziku.

Geometrija ploha ima izrazito veliku primjenu u inzenjerstvu jer je od iznimne vaznosti za
dizajn 1 analizu razliCitih inZenjerskih struktura i sistema. U gradevinarstvu, inzenjeri koriste
geometriju ploha za projektiranje mostova, zgrada i drugih konstrukcija koje zahtijevaju precizno
razumijevanje oblika 1 povrSina. U strojarstvu, plohe se koriste za dizajn strojeva i njihovih
dijelova, gdje je neophodno precizno modeliranje trodimenzionalnih oblika kako bi se osigurala
njihova izdrzljivost i pravilno funkcioniranje. U zrakoplovstvu, geometrija ploha je klju¢na za
dizajn aerodinamickih oblika aviona i raketa, jer zakrivljenost i glatko¢a povrSina direktno utjecu
na njihove performanse i efikasnost. Takoder, u podrucju raCunarstva, temelj za razvoj
trodimenzionalne grafike i modeliranja u virtualnoj stvarnosti je geometrija ploha, jer je potrebno

precizno simulirati realisticne oblike 1 povrSine.

Geometrija ploha, koja je osnovna disciplina u matematici, neophodna je u Sirokom spektru
inzenjerskih primjena iz razloga Sto pruza kljucne alate i metode za analizu i dizajn slozenih

trodimenzionalnih objekata.

Tema ovog zavr$nog rada je geometrija ploha i neke primjene ploha u elektrotehnici. Najprije
se navode nacini zadavanja ploha te primjeri nekih vaznijih ploha. Zatim se opisuju osnovni
pojmovi vezani za geometriju ploha te se na primjeru objaSnjava Sto je parametrizacija plohe. U
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nastavku se pojaSnjavaju geometrijske transformacije ploha kao $to su translacija, rotacija,
skaliranje, refleksija i smicanje. Nakon toga navode se primjene numerickih metoda te se opisuju
dvije takve metode, metoda konacnih elemenata i metoda grani¢nih elemenata. Zatim ¢e se u
zavrSnom radu osvrnuti na primjene geometrije ploha u elektrotehnici. Biti ¢e obrazlozena njezina
vaznost u ovoj znanstvenoj disciplini te ¢e se detaljnije opisati kako geometrija ploha utje¢e na
antene 1 kondenzatore. Za kraj ¢e se navesti Maxwellove jednadzbe koje sluze za analizu i

razumijevanje elektromagnetskih polja.

2. Nacini zadavanja ploha

Plohe se mogu zadati, odnosno matematicki opisati 1 predstaviti, na razli¢ite nac¢ine. Osnovni
nacini zadavanja plohe su implicitno, eksplicitno i parametarski. Svaki na¢in ima svoje specificne

primjene, prednosti i nedostatke koji se opisuju u nastavku poglavlja.

2.1. Implicitno

Implicitno zadavanje ploha je na¢in u kojem se u jednoj jednadzbi ukljuCuju sve tri
prostorne koordinate x,y i z, te je ploha definirana kao skup svih tocaka (x,y,z) koje

zadovoljavaju tu jednadzbu. Implicitna jednadzba plohe ima slijedeci oblik:
F(x,y,z) =0. (2.1)

Jednadzba (2.1) povezuje koordinate u prostoru te se ploha sastoji od svih toCaka u
trodimenzionalnom prostoru koje zadovoljavaju tu jednadzbu. Ovim na¢inom zadavanja ploha
jednostavno se odreduje gdje se toCka nalazi, na plohi, unutar nje ili izvan nje, tako da se provjeri

zadovoljava li tocka zadanu jednadzbu [1].

Implicitne jednadzbe omogucuju opisivanje sloZenih i nepravilnih ploha koje bi se tesko
opisale eksplicitno ili parametarski. Takoder, zbog svoje jednostavnosti, Cesto se koriste pri

trazenju presjeka izmedu razli¢itih ploha i drugih geometrijskih objekata.

S druge strane, ovako zadane plohe se mogu teZe vizualizirati 1 interpretirati te se teZe moze
odrediti konkretna tocka na plohi ili izracunati tangenta, normala i druge geometrijske osobine jer

jednadZzba ne daje eksplicitnu formu povrSine.

Implicitno zadavanje ploha ima razliCite primjene u praksi. U optici se ovakav oblik

jednadZzbi koristi za modeliranje povrsina objektiva i ogledala. Isto tako, u topologiji su implicitno



zadane plohe imaju veliku ulogu za opisivanje i proucavanje oblika i njihovih svojstava u

razli¢itim prostorima.

2.2. Eksplicitno

Eksplicitno zadavanje ploha je na¢in u kojem se pomoc¢u funkcije izrazava jedna koordinata
(npr. z) u ovisnosti o druge dvije koordinate (npr. x i y). Ploha je odredena kao skup svih tocaka

(x,y,2) gdje je z funkcija od x iy, a eksplicitna jednadzba ima slijedeéi oblik:

z=f(xy). (2.2)

Funkcija z = f(x, y) za svaku kombinaciju vrijednosti x i y daje odgovaraju¢u vrijednost z, ¢ime

je definirana povrS§ina u trodimenzionalnom prostoru [1].

Eksplicitni oblik jednadzbi pogodan je za vizualizaciju ploha jer omogucava brzo
razumijevanje kako se ploha ponaSa u prostoru. Funkcija (2.2) omogucuje relativno jednostavno

racunanje mnogih svojstava plohe, kao $to su nagib ili tocke presjeka s ravninama xz ili yz.

Eksplicitno zadavanje ploha ima i svoje nedostatke. U nekim slu¢ajevima zadavanje ploha
na ovaj nacin je neprakticno ili nemoguce. Na primjer, sfera se ne moze zadati eksplicitno u
standardnom Kartezijevom koordinatnom sustavu. Moze do¢i do ograni¢avanja mogucnosti

modeliranja slozenih ploha koje imaju visestruke vrijednosti z za iste vrijednosti x 1 y.

Ovaj oblik jednadzbe plohe se cesto primjenjuje u inzenjerstvu kada je potrebno
kontrolirati jednu varijablu u odnosu na druge dvije, kao Sto su povrSine u gradevinskim
konstrukcijama ili modeli terena. Ovaj nacin zadavanja ploha ima primjenu u geometrijskom
modeliranju, obradi signala, racunalnoj grafici, geodeziji i inZenjerskom dizajnu, ponajvise kod
modeliranja terena, valova ili drugih povrSina koje imaju jasnu zavisnost izmedu tri koordinate.
Za primjer se moze uzeti gradevinarstvo u kojem se eksplicitno zadane plohe koriste pri
dizajniranju krovnih konstrukcija, mostova i cesta, gdje je visina plohe definirana u odnosu na njen

polozaj u osnovnom planu.

2.3. Parametarski

Parametarsko zadavanje ploha je nacin koji opisuje plohe u trodimenzionalnom prostoru
pomocu jedne ili viSe parametarskih funkcija koje odreduju sve tri koordinate (x,y, z) u ovisnosti
o jednom ili dva parametra. Parametri, koji se najée$¢e oznacavaju s u i v, koriste se za definiranje
svih toCaka na plohi koja je tada definirana kao skup tocaka (x,y,z) 1 moZe se opisati slijede¢im

1zrazom:

r(u,v) = (x(u, v),y(u,v), z(u, v)). (2.3)
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U (2.3) funkcije x(u,v),y(u,v),z(u,v) odreduju koordinate toCaka na plohi u ovisnosti o

parametrima u i v [1].

Ovaj nacin je pogodan za opisivanje raznih ploha, ukljucujuci slozene plohe koje bi bilo tesko
opisati implicitnim ili eksplicitnim jednadzbama. Oblik plohe moze se precizno kontrolirati ovim

na¢inom zadavanja §to je potrebno pri dizajniranju i analiziranju slozenih struktura.

S druge strane, postoje i neki nedostaci u parametarskom zadavanju ploha. Ovaj na¢in moze
biti izrazito kompleksan i slozen, pogotovo za plohe sa slozenom geometrijom kojima se trebaju
opisati sve toCke. Takoder, pri parametarskom zadavanju ploha moze biti potrebno vise raCunalnih

resursa za generiranje 1 manipulaciju ploha, pogotovo ako se radi o detaljnom modelu.

Primjena u praksi ovog na¢ina zadavanja ploha nije zanemariva. Siroko se primjenjuje u
animaciji, racunalnoj grafici 1 industrijskom dizajnu, gdje se ucestalo koristi za modeliranje
sloZzenih povrsina. Neke od tih sloZzenih povrSina su: automobilski dijelovi, arhitektonske strukture

te avionske povrsine.

3. Primjeri ploha

Plohe su vrlo vazni geometrijski objekti u matematici, fizici, inzenjerstvu i brojnim drugim
znanstvenim disciplinama. Opisuju se kao ravne ili zakrivljene povrSine u prostoru i dolaze u
mnogo oblika. Primjeri nekih ploha su ravnina, sfera, cilindar 1 paraboloid. Svaka od njih ima svoje

jedinstvene geometrijske karakteristike koje se navode u nastavku poglavlja [2].

3.1. Ravnina

Ravnina je ploha koja je potpuno ravna, bez zakrivljenosti, te se u prostoru moze odrediti

na tri na¢ina:

e pomocu tri nekolinearne tocke (koje ne pripadaju istom pravcu),
e pomocu pravca itocke izvan tog pravca,

e pomocu dva usporedna pravca.
Neka od glavnih svojstva ravnine su slijedeca:

e cijeli pravac leZi u ravnini ako ravnina i pravac imaju dvije zajednicke tocke,
e ako dvije ravnine imaju jednu zajedni¢ku to¢ku onda imaju i jedan cijeli zajedni¢ki pravac,

e dvije se razli¢ite ravnine mogu sjeci u jednom pravcu ili mogu biti paralelne.



Zbog svoje jednostavne geometrijske strukture, ravnine su klju¢ne za gradnju zidova,

podova, dijelova strojeva i drugih struktura koje zahtijevaju stabilnost i jednostavnost izgradnje.

Na slici 3.1. svijetlozelenom bojom su prikazane tri ravnine, xy, yz i xz u Kartezijevom
koordinatnom sustavu u prostoru. Ovaj koordinatni sustav je definiran trima medusobno okomitim
pravcima x,y i z koji se sijeku u ishodistu 0. Koordinata na osi x se naziva apscisa, na osi y

ordinata te na osi z aplikata.

ZA

Slika 3.1. Ravnine xy,yz i xz u Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru [3].

Implicitni oblik jednadZbe za ravninu glasi:
ax+by+cz+d=0. (3.1

U jednadzbi (3.1) konstante a, b, ¢ 1 d definiraju nagib i poloZaj ravnine u prostoru. Vektor (a, b, c¢)
je vektor normale ravnine koji je okomit na svaki pravac koji pripada ravnini. Svaka tocka (x,y, z)

koja zadovoljava jednadzbu (3.1) pripada ravnini.
Eksplicitno zadavanje ravnine odreduje se slijede¢im izrazom:
z=ax+ by +c. (3.2)

Najcesci slucaj jest da se koordinata z izrazava kao funkcija od x iy, kao $to je i prikazano u (3.2).

U izrazu (3.2) a, b 1 ¢ su konstante kojima je definiran nagib ravnine i njezin presjek s osi z.



Jednadzba za parametarsko zadavanje ravnine ima slijede¢i oblik:
r(u,v) =ry + uvy + vv,. (3.3)

U ovoj jednadzbi ro predstavlja vektor pozicije pocetne tocke na ravnini, a vektori koji definiraju
smjerove unutar ravnine su vektori vi i v2. Parametarske varijable u i v diktiraju kako se koordinate

mijenjaju duz prethodno spomenutih vektora.

3.2. Sfera

Sfera je vrsta zakrivljene plohe koja se definira kao skup tocaka u prostoru koje su na
jednakoj udaljenosti od sredista iz cega se moze zakljuciti da su ove plohe u potpunosti simetri¢ne
1 imaju istu zakrivljenost u svim smjerovima. Sfere nemaju orijentaciju i iz svakog smjera izgleda
jednako. Tocke sfere su od srediSta udaljene za udaljenost koja se naziva polumjer. Najveca

udaljenost, izmedu tocaka na sferi, zove se promjer.

Ova vrsta plohe ima veliku primjenu u raznim podruc¢jima, kao §to su astronomija 1 optika.
Astronomi nebeska tijela, planete 1 zvijezde, modeliraju kao sferne objekte kako bi precizno mogli
izracunati njihove orbite 1 kretanja. U optici se koriste povrSine sfernih oblika jer su pogodne za
fokusiranje svijetlosti u odredenu tocku sto je klju¢no za teleskope, mikroskope 1 kamere. Na slici

3.2. prikazana je sfera u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Slika 3.2. Sfera u prostoru [3].



Op¢i oblik jednadzbe sfere sa sredistem u tocki (xo, yo, Zo) 1 radijusom r glasi:
(x —x0)* + (¥ —yo)* + (z — 20)* =12 (34)

Ovom jednadzbom se dokazuje da je svaka tocka (x, y, z) koja se nalazi na povrSini sfere jednako

udaljena od njezinog sredista i to za udaljenost jednaku njezinom radijusu.

Sfera se ne zadaje eksplicitno u Kartezijevom koordinatnom sustavu jer se ne moze
prikazati eksplicitnom jednadzbom. Opéenito, eksplicitni oblik ove plohe koristi se u koordinatnim
sustavima kao $to su cilindri¢ni ili sferni. Medutim, postoji situacija kada se sfera presjece
ravninom z = c te se tada presjek, koji je krug, moze zadati eksplicitno u odnosu na koordinate

x 1y. Jednadzba (3.5) vrijedi kada se sfera presjece s ravninom z = 0:

zZ=*1\r? —x2—-y2 (3.5)

Kod parametarskog zadavanja sfere koriste se parametri u i v koji opisuju sve tocke koje
se na njoj nalaze. Op¢i oblik izraza parametarskog zadavanja sfere sa sredistem u tocki (xg, Vo, Zg)

i1 radijusom 7 glasi:
x(u,v) = xy+rsinucosv
y(u,v) = yo + rsinusinv (3.6)
z(u,v) = zy + r cosu.

U pravilu, sfera se parametarski opisuje pomocu sfernih koordinata u kojima su parametri
u i v kutovi. Parametar u pripada intervalu [0, ] i naziva se polarni kut, od vrha do dna sfere, a

parametar v pripada intervalu [0,27] i naziva se azimutalni kut, kruzni kut oko osi.

3.3. Cilindar

Cilindar je vrsta zakrivljene plohe koju opisuje pravac, zvan generatrisa ili izvodnica, kada
klizi uzduz zadane krivulje, koja se zove direktrisa ili ravnalica, te pritom ostaje stalno istog
smjera. MozZe se opisati 1 kao geometrijski objekt koji je sastavljen od dvije paralelne baze, u
pravilu su to krugovi te se tada cilindar naziva pravim ili kruznim cilindrom, i zakrivljene povrsSine
koja ih spaja. Baze leZe u paralelnim ravninama i u potpunosti su iste, a povrSina cilindra je na

konstantnoj udaljenosti od osi koja prolazi kroz srediSta baza.
Cilindri¢ne plohe imaju raznovrsnu primjenu u praksi. U tehnickoj industriji imaju klju¢nu
ulogu pri dizajniranju cijevi, osovina te brojnih drugih rotacijskih dijelova. Takoder, u arhitekturi

imaju veliku vaZnost jer se na temelju njih izraduju stupovi, tornjevi i njima sli¢ni dijelovi. Neke



od vrsta cilindara su elipticki, hiperbolicki i paraboli¢ki cilindar, a na slici 3.3. je prikazan elipticki

cilindar u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Slika 3.3. Elipticki cilindar u Kartezijevom koordinatnom sustavu [4].

Cilindri¢na ploha se Cesto opisuje kao beskonacna, ali se moZe ograniiti na odredeni
raspon visine. Implicitna jednadzba (3.7) odnosi se na cilindar s radijusom 7 i s osi uzduz osi z te

je cilindar beskonacan u smjeru osi z:
x2+y?=1r? (3.7)

Eksplicitno zadavanje cilindra je tesko ostvariti u Kartezijevom koordinatnom sustavu jer
se ne moze jednostavno izraziti pomocu eksplicitne funkcije. Medutim, ako cilindar presijecemo
ravninom koja je paralelna s njegovom osi, tada se presjek, koji je zapravo krug, moze opisati

eksplicitno kao u (3.8).
Z =z, (3.8)
x2+y?=r
U (3.8) z, predstavlja konstantu, a r predstavlja radijus cilindra.

Za parametarsko zadavanje cilindra koriste se dva parametra u 1 v kako bi se opisale sve
tocke koje se nalaze na njegovoj povrsini. Ovaj nacin zadavanja cilindri¢ne plohe se Cesto koristi
jer se njime u potpunosti opise njegov oblik. Op¢i izraz za parametarsko zadavanje cilindra s

radijusom 7, visinom h i osi uzduz osi z glasi:



x(u,v) =rcosu
y(u,v) =rsinu 3.9
z(u,v) =v

U (3.9) parametar u predstavlja kut oko osi z i nalazi se na intervalu [0,2r], a parametar v

predstavlja visinu cilindra duz osi z i nalazi se na intervalu [z, z,].

3.4. Paraboloid

Paraboloid je jedna od ploha drugog reda koja nema srediste 1 ima jednu os simetrije.
Osnovna podjela paraboloida ukljucuje eliptiCke (koji kao podtip obuhvacaju rotacijske
paraboloide) 1 hiperbolicke paraboloide. Na elipti¢kim paraboloidima sve tocke su elipticke, dok
su tocke na hiperbolickim paraboloidima hiperboli¢ke. Realni presjeci eliptickih paraboloida
mogu biti elipse, kruznice ili parabole, dok presjeci hiperbolickih paraboloida mogu biti parabole,
hiperbole ili dva realna pravca. Kada beskona¢no daleka ravnina presijeca paraboloide, to ¢ini duz
dva pravca. Ako su ti pravei imaginarni, paraboloid je elipticki, a ako su realni, paraboloid je

hiperbolicki.

Paraboloidi se primjenjuju prilikom dizajniranja reflektora i antena, kao Sto su satelitske
antene 1 teleskopi, iz razloga Sto imaju mogucnost reflektiranja paralelnih zraka svijetlosti ili

radiovalova u jednu ZariSnu tocku.

Elipti¢ni paraboloid nastaje, na primjer, kada se jedna parabola paralelno pomice dok se
njezino tjeme krece duz druge parabole, pri ¢emu osi obje parabole ostaju medusobno paralelne i
zadrzavaju istu orijentaciju. Presjeci elipticnog paraboloida s ravninama koje prolaze kroz njegovu
os rezultiraju parabolama, dok presjeci s ravninama okomitim na tu os daju elipse. Kada se
parabola rotira oko svoje osi, nastaju specijalni oblici elipti¢nih paraboloida, poznati kao rotacijski

paraboloidi. Ova vrsta paraboloida ima oblik ,,zdjele* 1 prikazana je na slici 3.4.
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Slika 3.4. Elipticki paraboloid u Kartezijevom koordinatnom sustavu [5].

Hiperboli¢ni paraboloid nastaje na slican nacin kao i elipti¢ni paraboloid, ali s razlikom da
dvije parabole imaju osi koje su orijentirane u suprotnim smjerovima. Presjeci ove plohe s
ravninama paralelnim s osi paraboloida su parabole, dok presjeci s ravninama okomitima na tu os
rezultiraju hiperbolama. Hiperboli¢ni paraboloid je takoder pravcasta ploha, koja se moZze opisati
pravcem koji se u prostoru pomice tako da ostaje paralelan zadanoj ravnini dok istovremeno sijece

dva mimosmjerna pravca. Ova vrsta paraboloida ima oblik ,,sedla“ te je prikazana na slici 3.5.

Slika 3.5. Hiperbolicki paraboloid u Kartezijevom koordinatnom sustavu [5].
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Implicitna jednadzba koja opisuje elipti¢ni paraboloid ima oblik:

xZ yZ
zZ = F + b—z (310)
U jednadzbi (3.10) konstante a i b odreduju oblik paraboloida uzduz osi x i1 y. U slu¢aju kada je

a = b paraboloid je rotacijski simetri¢an oko osi z te ima naziv kruzni paraboloid.

Implicitna jednadzba za hiperbolicki paraboloid se razlikuje od (3.10) te glasi:

B xZ y2
Z —F—b—z. (311)

Ovom jednadzbom se opisuje povrSina plohe sedlastog oblika, gdje se parabole u smjeru osi x

zakrivljuju prema gore, a parabole u smjeru osi y prema dolje.

Eksplicitno zadavanje paraboloida izrazava visinu paraboloida z kao funkciju x i y, ¢ime

se olakSava njihova vizualizacija 1 analiza povrsine.

Eksplicitni izraz za elipti¢ni paraboloid glasi:

x2 y2
zZ = ;-I_ﬁ (312)

Eksplicitni izraz za hiperbolicki paraboloid glasi:

2 2

x5y

== (3.13)

Z =
Parametarskim zadavanjem paraboloida opisuju se sve tocke na povrsini plohe koriste¢i
dva parametra, u 1 v.
Elipticki paraboloid se parametarski moze zadati pomocu slijede¢ih izraza:
x(u,v) = ucosv

y(u,v) = usinv (3.14)

2
u
z(u,v) = =

U (3.14) ¢ odreduje oblik paraboloida u smjeru osi z, a parametri imaju slijedece karakteristike:

u=>0ive|0,2m].

Hiperbolicki paraboloid se parametarski moze zadati pomocu slijede¢ih izraza, te u njima

parametri u i v slobodno variraju:
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x(w,v)=u
y(wv)=v (3.15)

u? v
z(u,v) =F—b—2

4. Osnovni pojmovi geometrije ploha

Ovo poglavlje govori o svojstvima ploha, koja se koriste u mnogim znanstvenim disciplinama
(matematici, fizici, inZenjerstvu,...). Glavna svojstva ploha su: povrSina, zakrivljenost 1 njezini

smjerovi, konfiguracija, ravnoteza i simetrija, tangente i normalne te interakcija s valovima.

Postoji mnogo kriterija, kao Sto su oblik, zakrivljenost, geometrija i primjena, po kojima

se odreduju vrste ploha. Najopcenitija podjela plohi jest podjela na ravnu 1 zakrivljenu plohu.

Najjednostavnija vrsta plohe je ravna ploha. Ona se proteze u dvije dimenzije bez
zakrivljenosti u svim smjerovima sto znaci da se u svakoj ravnoj plohi moze povu¢i linija. Ravna
ploha nema kraj, to znaci da se proteze u beskonac¢nost u bilo kojem smjeru. 1z tog razloga se pri
rjeSavanju problema iz stvarnog svijeta koriste ograniceni dijelovi ravne plohe koji imaju
konstantnu debljinu u svakoj tocki, jer bi zakrivljenost izazvala varijacije u debljini. Njezina
primjena je velika i raznovrsna. Koristi se kao temelj za brojne geometrijske koncepte, ukljuujuci
pravilne geometrijske oblike poput pravokutnika, kvadrata i trokuta, te se primjenjuje u mnogim
geometrijskim teoremima i postupcima. Takoder, njezina primjena pojavljuje se i u aspektima
svakodnevnog zivota kao Sto su: konstrukcija gradevinskih objekata, izrada planova i karti,

dizajniranje parketa i plocica, izrada tehniCkih crteza, i mnoge druge primjene [6].

Zakrivljena ploha je povrSina koja nije ravna, ve¢ se razlikuje u obliku i zakrivljenosti u
odnosu na ravnu povrSinu. Ove plohe mogu imati raznolike oblike 1 stupnjeve zakrivljenosti, a
njihova svojstva zavise od specifi¢ne geometrije i nacina na koji su zakrivljene. Zakrivljenost ovih
ploha nije konstantna, ve¢ se mijenja od jedne tacke do druge, pri ¢emu moZze biti pozitivna
(kuglasta), negativna (konkavna) ili nula (ravna). Povr§ina zakrivljene plohe moZze se znacajno
razlikovati od povrSine ravne plohe, a ¢esto se izraCunava pomocu integralnih metoda. Ove plohe
mogu poprimiti razli¢ite geometrijske oblike, kao Sto su kugle, elipsoidi, parabole, hiperbole, 1

mnogi drugi, pri ¢emu svaki od tih oblika ima svoje specifi¢ne karakteristike [6].

U zavisnosti od zakrivljenosti, zakrivljene plohe mogu biti konveksne (zakrivljene prema

vani) ili konkavne (zakrivljene prema unutra) u odnosu na odredeni pravac ili tocku. Svaka tocka
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na zakrivljenoj plohi ima svoj vektor normale, koji je okomit na povrSinu u toj tocki. Ovi vektori
normale igraju kljuénu ulogu u analizi osvjetljenja, refleksije i drugih svojstava povrSine.
Zakrivljene plohe takoder posjeduju razli¢ite topoloske osobine, kao Sto su broj rupa, komponenata
1 druge karakteristike koje se proucavaju u topologiji. Primjeri zakrivljenih ploha ukljucuju sfere,
elipsoide, parabole, hiperbole i druge oblike, svaki sa svojim jedinstvenim svojstvima i

primjenama.

Svojstvo povrSine odnosi se na ukupnu povrSine plohe, te se u matematickom kontekstu
povrS§ina moze izracunati pomocu geometrijskih metoda ili integrala. Promjene u smjeru ili
konveksnosti povrsine plohe opisuje svojstvo zakrivljenosti. Mogu postojati razli€iti smjerovi
zakrivljenosti u odredenim to¢kama ploha te se oni ¢esto opisuju pomocu parametara kao $to su
glavne zakrivljenosti i vektori normale. Konfiguracija plohe je svojstvo koje se odnosi na njezin
oblik 1 polozaj u prostoru. Ono ukljuc¢uje nagib, orijentaciju i polozaj plohe u odnosu na druge
objekte. Izucavanje ravnoteze 1 simetrije plohe pomaze pri analizi kako se promjene u obliku ili
veli¢ini povrSine reflektiraju na njenu ravnotezu i simetriju. Linije ili vektori koji su ortogonalni
na plohu u odredenoj tocki nazivaju se tangente i normale te one imaju klju¢nu ulogu u analizi 1
izraCunima vezanim za plohe. U podru¢jima kao Sto su optika i1 elektromagnetizam, plohe se
koriste za analizu interakcije svjetlosti ili elektromagnetskih valova s povrS§inama, $to ukljucuje

pojave poput refleksije 1 loma.

Proces kojim se opisuje povrSina pomocu matematickih parametara i funkcija naziva se
parametrizacija plohe. Ovim procesom se omogucuje matematicko modeliranje 1 analiza razli¢itih

povrsina, ravnih, zakrivljenih i slozenijih geometrijskih oblika [7].
Ako je zadana neka vektorska funkcija dviju varijabli:
7(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)), (u,v) € Dy, (4.1)

Ova vektorska funkcija 7(u, v) zajedno s domenom D,,, © R? u kojoj leZe parametri (u, v) zove

se parametrizacija plohe (slika 4.1.).

Slika 4.1. Parametrizacija plohe [7].
14



Prilikom parametrizacije plohe uvode se parametarske varijable, koje se obicno oznacavaju
s u i1 v, te se krecu u odredenom rasponu kako bi opisale tocke na povrsini. Pomocu uvedenih
parametara definiraju se parametarske funkcije x(u, v), y(u, v) i z(u, v) i one opisuju koordinate
tocaka na plohi u odnosu na parametre u i v. Ove funkcije Cesto ¢ine sustav parametarskih
jednadzbi. Granice parametarskih varijabli mogu se razlikovati ovisno o obliku plohe te one

odreduju domenu na kojoj parametarske funkcije opisuju plohu.

Parametrizacijom se moZe utjecati na orijentaciju plohe u prostoru, a to je vazno pri analizi
refleksije svijetlosti i drugih fenomena. Takoder, parametrizacija omogucuje opisivanje linija i

krivulja koje leZe na plohi, $to koristi pri analiziranju razli¢itih svojstava plohe.

Za primjer parametrizacije moze se prikazati parametrizacija cilindra polumjera R i visine
h (slika 4.2.), u kojem su u i v parametarske varijable koje opisuju svaku toc¢ku u valjku, a funkcije

x(u,v),y(u,v) i z(u, v) definiraju koordinate tih to¢aka u trodimenzionalnom prostoru.
x(u,v) =R-cosu
y(u,v) =R -sinu (4.2)
z(wv) =v

7(u,v) = (R-cosu,R - sinu,v),0<u<2r,0<v<h

Slika 4.2. Parametrizacija cilindra polumjera R i visine h [7].
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5. Geometrijske transformacije ploha

Geometrijske transformacije se mogu definirati kao matematicke operacije pomocu kojih se
mijenja oblik, veli¢ina, polozaj ili orijentacija plohe u trodimenzionalnom prostoru.
Transformacije se primjenjuju na tocke koje se nalaze na plohama. Ove transformacije su vazne
jer se pomocu njih stvaraju animacije, analiziraju naprezanja i deformacije u raznim strukturama
te se proucavaju simetrije, izometrije i druga vazna svojstva ploha. Neke od geometrijskih
transformacija o kojima se govori u nastavku ovog poglavlja su translacija, rotacija, skaliranje,

refleksija 1 smicanje.

5.1. Translacija

Translacija je jedna od vrsta transformacije plohe kojom se ploha pomice iz jednog mjesta
na drugo, te se pritom ne mijenja njezin oblik, veliina i orijentacija. Ostvaruje se na nacin da se
svaka toCka plohe pomice za istu udaljenost u istom smjeru. Matematicki, tocka r na zadanoj plohi
se translatira za vektor t te je nova pozicija tocke r'. Na slici 5.1. prikazana je translacija plohe

ABCD.
r(x,y,2)

t = (ty ty,t,) (5.1)

r'(x,y,z) =r(x,y,z)+t

Slika 5.1. Translacija plohe ABCD [§].
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5.2. Rotacija

Rotacijom se ploha okrece oko odredene osi u trodimenzionalnom prostoru. Ta os moze
biti os x, 0s y, os z ili bilo koja druga os koja je definirana vektorom. Ploha se moze rotirati u
smjeru kazaljke na satu, Sto predstavlja negativan kut rotacije, ili se moZze rotirati u smjeru
suprotnom od kazaljke na satu, $to predstavlja pozitivan kut rotacije. Ova transformacija se
matematicki moze izraziti pomoc¢u matrica, koje su prikazane u (5.2) i to redom za rotaciju oko

osi X, osi y 1 naposlijetku osi z.

Ed [1 0 0 7rx
y'1=10 cosf® —sinf||y
va 0 sinfd cos@ 1tz
[(x'7] [cos@ 0 sinf]px
va |—sin@ 0 cos@llz
[x'7] [cos@® —sin@ 07X
y'| =|sinf cos@® O||y
7' L 0 0 11tz

U matricama iz (5.2) (X', y', ') predstavljaju koordinate tocke nakon rotacije, (X, y, z) predstavljaju
koordinate toCaka plohe prije rotacije 1 0 predstavlja kut za koji se ploha rotira. Na slici 3.2. je

prikazana rotacija tocke za kut 6 u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

i

o : - X

Slika 5.2. Primjer rotacije tocke za kut 6 [9].
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5.3. Skaliranje

Skaliranje je transformacija kojom se mijenja veli¢ina plohe, te pri tome njezine proporcije
mogu ostati iste ili se mogu promijeniti ovisno o faktorima skaliranja duz razli¢itih osi. U slucaju
kada su faktori skaliranja isti duz svih osi, ploha se proporcionalno povec¢ava ili smanjuje pritom
zadrzavajuci svoj oblik. Ako se faktori razlikuju, dolazi do distorzije plohe. Skaliranje s faktorima
Sx, Sy 18, uzduz osi x, y 1 z prikazano je matricom (5.3).

x' Sy 0 0|mx
y']= 0 sy, 0 [y (5.3)
! 0 0 s,|'z

VA

U izrazu (5.3) (X, y, z) su koordinate tocke plohe prije skaliranja, a (X', y', z') su koordinate nakon.

Na slici 3.3. prikazano je skaliranje plohe u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Slika 5.3. Primjer skaliranja plohe [9].

5.4. Refleksija

Refleksija, zvana 1 zrcaljenje, je vrsta transformacije kojom se ploha preslikava preko
odredene ravnine te tako stvara njezin zrcalni prikaz. MoZe se izvesti preko ravnine xy, yz, xz ili
bilo koje druge ravnine u prostoru. Na primjer, refleksija plohe preko ravnine Xy mijenja predznak
koordinate z $to je prikazano slijede¢im izrazom:

!

x x
y|= [y ] (54)
z' —z
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5.5. Smicanje

Smicanjem se ploha nagiba u smjeru jedne osi dok preostale osi ostaju nepomicne ¢ime
ploha poprima kosi oblik. Ova transformacija je korisna pri modeliranju deformacija ili za izradu

odredenih efekata u grafici.

Na slici 5.4. prikazano je smicanje kocke, koja se nalazi u Karttezijevom koordinatnom

sustavu, u smjeru osi X.

-
~

| 4
' - X E X
> »

Slika 5.4. Smicanje kocke u smjeru osi x [9].

Matrica koja opisuje smicanje u smjeru osi x je

xl
y'| =
Zl

U (5.5) (x', y', Z) su koordinate tocke na plohi nakon provodenja transformacije, (x, y, z) su

1 kyy ky]px
0 1 0 M (5.5)
o o 1llz

koordinate iste tocke prije smicanja, a kxy 1 kx, su koeficijenti kojima je odreden stupanj smicanja.
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6. Numericke metode za analizu ploha

Skup algoritama i tehnika koje se koriste za priblizno rjeSavanje matematickih problema koje
je nemoguce ili tesko rijesiti analitiCkim putem definicija je numerickih metoda. Ovim metodama
rjeSavaju se linearne i nelinearne jednadzbe, diferencijalne jednadzbe, integriraju se funkcije,
provodi se optimizacija i mnogi drugi matematicki zadaci. U ovim metodama Cesto se koriste
iterativni postupci, koji zapoc€inju s pocetnim aproksimacijama i postepeno poboljSavaju tocnost
rjeSenja. Medutim, to¢nost i pouzdanost ovih metoda ovisi o koriStenim algoritama, odabiru
pocetnih uvjeta i raCunalnih resursa. Potrebno je razumijevanje odredenog problema kako bi se
zadali pravilni pocetni podaci na temelju kojih numericke metode dodu do Zeljenih rjeSenja. U
suprotnom, postoji moguénost da se dobiju pogresna rjeSenja Sto moze rezultirati problemima u
praksi. Neke od numerickih metoda su metoda konacni elemenata (FEM) 1 metoda grani¢nih

elemenata (BEM) o kojima se govori u nastavku poglavlja.

Primjena numeric¢kih metoda je od velike vaznosti u mnogim znanstvenim 1 inZenjerskim
disciplinama. U fizici, inzenjerstvu i drugim podruc¢jima cesto se pojavljuju diferencijalne
jednadzbe, integrali ili optimizacijski problemi koje je nemoguce rijesiti ru¢no ili standardnim
matematickim tehnikama. Numeri¢kim metodama se stvaraju racunski modeli koji analiziraju i
predvidaju ponaSanje takvih sloZenih sustava, kao S§to su na primjer simulacija klimatskih
promjena ili optimizacija aerodinamickih svojstava zrakoplova. Ove metode u financijama
olakSavaju proracune cijena opcija, upravljanje portfeljem i procjenu rizika. Korisne su i prilikom
raznih istrazivanja jer numericke metode pomazu u rjeSavanju problema koji zahtijevaju obradu

velikih koli¢ina podataka ili sloZzene modele koji se ne mogu analizirati analiticki.

6.1. Metoda konacénih elemenata

Metoda konac¢nih elemenata (FEM — Finite element method) jedna je od najkoriStenijih
numeri¢kih metoda koja se koristi za rjeSavanje raznih sloZenih problema u fizici, matematici,
inZzenjerstvu i drugim znanstvenim disciplinama. NajceS¢e se koristi za analizu naprezanja u
strukturama, za toplinske i elektromagnetske analize, analizu fluida i mnoge druge probleme koji

ukljucuju parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Osnovni princip ove metode je podjela kontinuiranog problema na manji broj konac¢nih
elemenata. Svaki od tih elemenata ima jednostavnu geometriju i oblik, poput trokuta, ¢etverokuta
ili tetraedra, u trodimenzionalnom prostoru. Problem nad kojim se vrsi analiza, kao Sto moze biti

raspodjela naprezanja u konstrukciji, rjeSava se unutar svakog pojedina¢nog elementa, te se zatim
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rezultati tih elemenata kombiniraju kako bi se dobilo rjeSenje za cijeli sustav. U nastavku ¢e biti

navedeni glavni koraci koji se obavljaju pri primjeni ove metode [10].

RjeSavanje problema metodom konacnih elemenata zapoc€inje diskretizacijom domene,
odnosno dijeljenjem podrucja koje se analizira na konacan broj malih, jednostavnih elemenata.
Svaki od tih elemenata zatim dobiva svoje jednadzbe kojima je opisano njegovo ponaSanje, kao

Sto su naprezanje ili toplinski tok.

Nakon toga, pomoc¢u jednadzbi svih elemenata formira se veliki sustav linearnih ili
nelinearnih jednadzbi koje opisuju cijeli sustav. Ovaj sustav jednadzbi se zatim rjeSava koriStenjem
numeric¢kih metoda, poput metode Gaussove eliminacije ili iterativnih metoda, kako bi se dobilo

kona¢no rjesenje.

Na kraju, slijedi analiza 1 interpretacija rezultata, s naglaskom na vizualizaciju naprezanja,

pomaka, temperatura ili drugih varijabli koje su izraCunate pomocu metode.

Primjena metode konac¢nih elemenata je veoma Siroka. Koristi se za analizu naprezanja,
vibracija 1 deformacija u strukturama kao Sto su mostovi, zgrade, automobili 1 avioni. U
gradevinarstvu sluzi za proucavanje stabilnosti i nosivosti konstrukcija, temelja 1 zgrada. Korisna
je za analiziranje prijenosa topline i toplinskog toka u razli¢itim uredajima i materijalima. U
biomedicini se koristi za modeliranje biomehanickih sustava, poput kostiju, zglobova i protetskih
uredaja. Primjenjuje se 1 u podrucju elektrotehnike, tu se metoda kona¢nih elemenata koristi za

proucavanje elektromagnetskih polja i struja u elektricnim komponentama [11].

6.2. Metoda grani¢nih elemenata

Metoda grani¢nih elemenata (BEM — Boundary element method) je numeri¢ka metoda koja
se primjenjuje za rjeSavanje razli€itih vrsta inZenjerskih 1 fizickih problema, posebno onih koji
uklju¢uju probleme s rubnim uvjetima na granici domene. U metodi kona¢nih elemenata
diskretizira se cijela domena problema, dok se metoda grani¢nih elemenata fokusira samo na
diskretizaciju granica, odnosno ruba problema, §to moze dovesti do znacajnih usteda u racunalnim

resursima za odredene vrste problema.

Osnovna ideja ove metode je da se parcijalne diferencijalne jednadzbe, koje opisuju zadani
fizikalni problem, transformiraju u integralne jednadzbe koje se odnose samo na granicu domene.
Za pretvorbu parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi u integralne jednadZbe koriste se Greenove
funkcije. KoriStenjem ove metode ne rjeSava se problem unutar cijelog volumena, nego se rjesenje
trazi samo na povrsini, odnosno rubu domene. Slijede kljucni koraci koji se provode pri primjeni

ove metode.
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Prvo, granica problema, koja moze biti linija u dvodimenzionalnom ili povr§ina u
trodimenzionalnom prostoru, dijeli se na male segmente ili elemente. U dvodimenzionalnom
prostoru, ovi elementi su obicno linijski segmenti, a u trodimenzionalnom prostoru su trokutasti i

éetverokutni elementi.

Zatim se diferencijalne jednadzbe, kao §to su Laplaceova, Helmholtzova ili Poissonova
jednadzba, kojima je opisan problem, transformiraju u integralnu jednadzbu koristeci
odgovaraju¢e Greenove funkcije. Ova integralna jednadzba, koja opisuje fizikalni problem,
rjeSava se numericki, Sto ukljucuje formuliranje sustava linearnih jednadzbi koje se mogu rijesiti
standardnim numeri¢kim metodama, kao Sto je metoda Gaussove eliminacije. Nakon rjeSavanja
integralne jednadzbe na granici, ako je potrebno i rjeSenje unutar domene, ono se moZze izracunati

pomocu Greenovih funkcija [12].

Metoda granicnih elemenata se primjenjuje u razli€itim znanstvenim disciplinama. U
termodinamici se koristi za analiziranje prijenosa topline u situacijama gdje su potrebni rubni
uvjeti, na primjer prilikom radijacije ili konvekcije na povrSini. U mehanici fluida se primjenjuje
pri analiziranju potencijalnog toka fluida, pogotovo ako se traZi rjeSenje za beskona¢ne domene.
Ova metoda je korisna 1 za podrucje akustike kada se rjeSavaju problemi zvucnih valova te kada
se analiziraju akusticki rezonatori. Problemi rasprSenja 1 zraCenja tijekom analize

elektromagnetskih polja takoder se rjeSavaju metodom grani¢nih elemenata.

7. Primjene geometrije ploha u elektrotehnici

U elektrotehnici, geometrija ploha ima veliki utjecaj u analizi, dizajnu i1 optimizaciji mnogih
elektricnih i elektromagnetskih uredaja i sustava. Postoje mnoge komponente koje u tim uredajima
1 sustavima imaju geometriju koja se mozZe opisati kao ploSna ili je povezana s ponaSanjem

elektri¢nih i magnetskih polja na plohama.

Oblik i veli¢ina plohe uvelike utjeCe na dizajn antena i kondenzatora, na analize
elektromagnetnih polja, radara, komunikacijskih mreza i drugih sloZenijih sustava. Geometrija
ploha se koristi za optimizaciju radnih karakteristika uredaja, fokusiranje i1 usmjeravanje
elektromagnetskih valova i analizu povrSinskih efekata. Za optimizaciju uredaja, kao Sto su antene,
kondenzatori i senzori, geometrija ploha omogucuje precizno modeliranje 1 analizu raspodjele
elektri¢nih 1 magnetskih polja jer oblik i veli€¢ina plohe izravno utjece na efikasnost i druge radne
karakteristike uredaja. Neke vrste ploha se koriste za fokusiranje i usmjeravanje elektromagnetskih

valova te se geometrijom ploha omogucava kontrola nad usmjeravanjem i intenzitetom zracenja
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Sto je od velike vaznosti za prijenos informacija na velikim udaljenostima. Geometrijom ploha se
analiziraju povrSinski efekti, kao Sto su smetnje ili prijenos topline, a to je od velike vaznosti
prilikom dizajniranja zastitnih kudiSta, disipacije topline u elektronickim komponentama i

prilikom sprjec¢avanja elektromagnetskih interferencija.

Primjena geometrije ploha u elektrotehnici ima veliku vaznost zbog sljede¢ih razloga.
Optimizacija i precizno modeliranje ploha rezultira s uredajima koji imaju vecéu efikasnost, $to je
od velike vaznosti kada su potrebne izuzetno dobre radne karakteristike uz minimalnu potrosnju
energije. Geometrija ploha se koristi za kontrolu elektromagnetskih polja na nacin da omogucava
detaljnu analizu raspodjele elektromagnetskih polja. Ovo je od velike vaznosti za kontrolu smetnji,

optimizaciju prijenosa energije te za poboljSanje sigurnosti uredaja.

KoriStenje 1 razumijevanje geometrije ploha sluzi za inovacije u industrijama kao §to u
telekomunikacije, energetika i zdravstvo jer omogucava razvoj novih tehnologija kao $to su visoko
precizne antene, napredni senzori i kompaktni energetski sustavi. Takoder, primjenom geometrije
ploha mogu se smanjiti troSkovi i mase materijala. Ovo je vazno u zrakoplovstvu i automobilskoj

industriji jer su tezina 1 troSkovi u ovim industrijama kljuéni faktori.

Jedna od najvaznijih primjena geometrije ploha u elektrotehnici jest dizajn antena. Tijekom
dizajniranja antena, geometrija ploha ima klju¢nu ulogu u odabiru oblika antene koji ¢e najbolje
odgovarati njezinoj funkciji. Oblik antene, koji je Cesto u obliku zakrivljenih ploha kao S§to su
elipsoidi ili paraboloidi, izravno utjeCe na karakteristike njezinog zraCenja. Optimizacijom
geometrije plohe omogucuje se antenama da primaju ili odaSilju signale s maksimalnom

efikasnos$¢u, smanjujuci gubitke i poboljSavajuc¢i radne karakteristike.

Za dizajniranje kondenzatora gdje oblik 1 raspored ploha odreduju kapacitet uredaja,
geometrija ploha ima veliki utjecaj. Kondenzatori su uredaji koji se sastoje od dvije paralelne plohe
izmedu kojih se pohranjuje elektricna energija u obliku elektrostatskog polja. Promjenom
karakteristika tih ploha, kao S§to su promjena udaljenosti izmedu ploha ili promjena njihove

geometrije, uvelike se moze utjecati na kapacitet i efikasnost kondenzatora.

Geometrija ploha se primjenjuje 1 na vodice. Njihova zakrivljenost i1 raspored utjeCu na
raspodjelu struje 1 generiranje elektromagnetskih polja §to je kljuéno za projektiranje
transformatora, motora i drugih elektrinih uredaja. Takoder, koriStenjem geometrije ploha

prilikom dizajna vodi¢a mogu se optimizirati kako bi se smanjili njthovi otpori 1 gubici.

U nastavku poglavlja ¢e se detaljnije opisati primjene geometrije ploha na ovim uredajima.
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7.1. Antene

Antena se definira kao pasivni ili aktivni element koji u sklopu s elektronickim uredajima,
kao Sto su radarski ili radijski prijemnici ili odasiljaci, pretvara elektromagnetsku energiju, koja je
vezana za elektriéne vodove ili valovodove, u prostorni elektromagnetski val ili obrnuto. Ova
pretvorba se postize u odredenim intervalima frekvencija za koje je antena namijenjena. Sukladno
tome, antene se mogu podijeliti na uskopojasne, odnosno rezonantne, i na Sirokopojasne, odnosno
aperiodske. Izvedba i oblik antene zavisi o energiji koja ju pobuduje, a ponajvise o valnoj duljini
za koju je antena projektirana. Prema ovom kriteriju razlikuju se dugovalne, srednjovalne,

kratkovalne, ultrakratkovalne 1 mikrovalne antene [13].

Geometrija ploha je od klju¢ne vaznosti za dizajn, analizu i optimizaciju antena. Oblik 1
geometrija antena utjeCu na njihove radne karakteristike, kao Sto su ucinkovitost, karakteristike
zraCenja, frekvencijski odziv i mnoge druge karakteristike koje su vezane za njihovo
funkcioniranje. Razli¢ite vrste ploha omogucuju inZenjerima da dizajniraju antene sukladno
njezinoj trazenoj funkciji. Ovime se mogu znacajno poboljSati performanse antena, mogu se
smanjiti smetnje te omoguciti bolji prijenos 1 prijem signala. Nadalje, optimizacija geometrije

ploha moze dovesti do smanjenja troSkova proizvodnje antena, §to je pozeljno u vecini industrija.

Jedna od najucestalijih primjena geometrije ploha na antenama je dizajniranje paraboli¢nih
reflektorskih antena (slika 7.1). U ovim antenama se koristi reflektor u obliku paraboloida, plohe
kojoj je svojstveno da fokusira paralelne zrake u jednu tocku, koja je poznata kao zariste. Ova
geometrijska karakteristika omogucava ovim vrstama antena da imaju visoku usmjerenost. To ih
¢ini idealnim za prijem 1 prijenos signala na velikim udaljenostima, kao S§to su satelitske

komunikacije, radarski sustavi i radioastronomija.

Slika 7.1. Parabolicna antena [14].
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Reflektor, koji je glavni dio antene, ima oblik paraboloida. Njegova dubina, promjer i
zariSna duljina odreduju radne karakteristike antene, kao Sto su njezina direktivnost, dobitak 1
Sirina snopa. Zbog ovakvog oblika reflektora omogucuje se da se sve zrake koje paralelno dolaze
na njega reflektiraju u jednu toéku koja se naziva zariste. Zariste je totka u kojoj se sve reflektirane
zrake konvergiraju te je mjesto na kojem se zariSte postavlja klju¢no za maksimalnu iskoristivost

antene. U njemu se moZe nalaziti prijemnik ili odasilja¢ [15].

Paraboli¢ne antene imaju Siroku primjenu. Koriste se u satelitskim komunikacijama za
prijem 1 prijenos signala izmedu satelita 1 Zemlje. Njihova direktivnost omogucuje koncetraciju
signala prema satelitu, 1 pri tome smanjuje gubitke 1 omogucuje pouzdanu komunikaciju na
velikim udaljenostima. Primjenjuju se u radarskim sustavima jer ova vrsta antena ima mogucénost
usmjeravanja elektromagnetskog snopa prema odredenom cilju te detekciju reflektiranih signala.
Takoder, astronomima paraboli¢ne antene sluZe za prikupljanje slabih radio signala iz svemira,
¢ime se omogucava detekcija galaksija 1 drugih udaljenih astronomskih objekata. Nadalje,
paraboli¢ne antene su svoju primjenu pronasle i u prijemu televizijskih signala sa satelita. Ovime

je omoguceno primanje visokokvalitetnih signala na udaljenim lokacijama.

7.2. Kondenzatori

Elektricni kondenzator je komponenta elektricnog strujnog kruga ¢ija je glavna funkcija
pohrana energije u obliku elektricnog naboja. Ovaj naboj se stvara kada se elektricni napon
primijeni izmedu dvije vodljive plohe, elektrode ili kondenzatorske ploce, koje su odvojene
nevodljivim slojem, izolatorom ili dielektrikom. Ova sposobnost kondenzatora da pohranjuje
energiju naziva se elektricni kapacitet. Elektricni naboj koji se nakuplja na jednoj ploci
kondenzatora jednak je po apsolutnoj vrijednosti naboju na suprotnoj plocCi, ali s obrnutim

predznakom [16].

Kondenzatori se razlikuju prema vrsti izolatora koji moze biti zrak, ulje, papir, tinjac,
staklo, plastika, keramika. Takoder, razlikuju se prema obliku i izvedbi elektroda, pa kondenzatori

na temelju ovog kriterija mogu biti plocasti, cilindri¢ni ili sferni.

Geometrija ploha kondenzatora izravno utjeCe na njegove glavne radne karakteristike.
Oblik 1 veli¢ina kondenzatorskih plo¢a odreduje ukupnu povrSinu koja je dostupna za pohranu
naboja. Sto su ploce veée i §to je udaljenost izmedu njih manja, povecava se kapacitet

kondenzatora te se time omogucava veca pohrana energije.

Udaljenost izmedu ploca i oblik rubova ploc¢a utjecu na napon proboja kondenzatora. Ako

plo¢e imaju ostre rubove moze doci do stvaranja koncentracije elektricnog polja Sto dovodi do
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proboja dielektrika pri nizim naponima. Ako plo¢e imaju zaobljene rubove i ako se pravilno
odabrala udaljenost izmedu ploca, moze se povecati napon proboja, poboljSavajuc¢i pouzdanost
kondenzatora. Geometrija ploha kondenzatora utjece 1 na raspodjelu elektri¢nog polja na rubovima
pri cemu moze doci do pojave efekata koji smanjuju kapacitet kondenzatora i uzrokuju nezeljene

gubitke [17].

Plocasti kondenzator, prikazan na slici 7.2, jedan je od najjednostavnijih i najceSce
koriStenih tipova kondenzatora u elektri¢nim strujnim krugovima. Ovaj kondenzator se sastoji od
dvije paralelne vodljive ploce, elektrode, koje su odvojene tankim slojem dielektrika, odnosno
izolatora. Na kondenzatorske ploc¢e se primjenjuje elektri¢ni napon §to dovodi do nakupljanja
naboja na plo¢ama. Na jednoj plo¢i se akumulira pozitivni naboj, dok se na drugoj plo¢i akumulira
negativni naboj. Na ovaj nacin se stvara elektricno polje izmedu tih dviju ploc¢a ¢ime se pohranjuje
energija u kondenzatoru. Kada bi se izvor napona uklonio, u kondenzatoru bi se zadrzao

akumulirani naboj.

d] A

e

Slika 7.2. Plocasti kondenzator [18].

Elektricni kapacitet plocastog kondenzatora, kojim se definira njegova sposobnost

pohranjivanja elektricnog naboja, definira se izrazom

A
C=¢-~= (7.1)

gdje je

C — kapacitet kondenzatora [F],

€ — permitivnost, svojstvo dielektrika izmedu ploca [F/m].
A — povrsina jedne ploce [m?],

d — udaljenost izmedu ploc¢a [m].

Iz izraza (7.1) se moZe zakljuciti da geometrija plo¢a kondenzatora direktno utjee na

njegovu radnu karakteristiku, odnosno kapacitet. Sto je veca povrsina ploca, to je veéi kapacitet
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kondenzatora. Razlog toga je da veca povr§ina omogucuje vecu koli¢inu naboja koji se moze
pohraniti na plo¢ama. Ploc¢e su Cesto izradene u obliku tankih metalnih listova kako bi se povecala
povrSina unutar ograni¢enih dimenzija uredaja. Smanjenje udaljenosti izmedu ploca povecava
kapacitet kondenzatora jer na manjoj udaljenosti moze postojati jaCe elektricno polje S$to
omogucava kondenzatoru da pohrani viSe naboja za isti napon. Medutim, postoji prakti¢no
ograni¢enje u tome koliko se plo¢e mogu pribliziti prije nego Sto se dogodi elektri¢ni proboj

dielektrika.

Cilindri¢ni kondenzator, prikazan na slici 7.3, se sastoji od dva cilindricna vodica gdje
jedan cilindar djeluje kao unutarnja elektroda, a drugi cilindar djeluje kao vanjska elektroda.
[zmedu njih se nalazi dielektricni materijal koji omogucéava pohranu elektri¢ne energije. Princip
rada cilindricnog kondenzatora veoma je slican principu rada plocastog kondenzatora. Na njegove
elektrode se primjeni napon §to dovodi do nakupljanja naboja na unutarnjoj i vanjskoj elektrodi.
Time se stvara elektricno polje izmedu njih, odnosno u prostoru dielektrika, te se energija

pohranjena u njemu moze iskoristiti kada se kondenzator isprazni.

Slika 7.3. Cilindricni kondenzator [18].

Elektricni kapacitet cilindricnog kondenzatora definira se pomocu sljedeceg izraza:

!
C=2-m-e-—5— (7.2)

In (g—i)
gdje je:
C — kapacitet kondenzatora [F],
€ — permitivnost, svojstvo dielektrika izmedu ploc¢a [F/m],
1 — duljina cilindra [m],
R — radijus unutarnje elektrode [m],

R> — radijus vanjske elektrode [m].
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Iz izraza (7.2) moze se zakljuciti da kapacitet cilindricnog kondenzatora ovisi o
geometrijskim parametrima ploha, odnosno o radijusima i duljini unutarnje i vanjske elektrode.
Omjer radijusa unutarnje i vanjske elektrode obrnuto proporcionalno utjeCe na kapacitet
kondenzatora. Manji omjer radijusa, odnosno smanjenje razmaka izmedu elektroda, povecava
kapacitet, dok ve¢i omjer radijusa, odnosno ve¢i razmak izmedu elektroda smanjuje kapacitet.
Takoder, ovaj omjer utjece i na intenzitet elektricnog polja unutar kondenzatora. Duljina cilindra
ima veliku ulogu u odredivanju kapaciteta. Ako cilindar ima ve¢u duljinu, cilindri¢ni kondenzator
ima veci kapacitet jer moZe pohraniti vise naboja. Iz ovoga se moZe zakljuciti da duljina cilindra,

uz konstantan promjer, proporcionalno povecava kapacitet kondenzatora.

Sferni kondenzator, prikazan na slici 7.4, je vrsta kondenzatora koja se sastoji od dvije
koncentri¢ne sferne vodljive ljuske. Unutarnja ljuska predstavlja prvu elektrodu, a vanjska ljuska
drugu elektrodu. Izmedu tih sfernih ljuski nalazi se dielektri€éni materijal koji se ponasa kao

izolator 1 omogucuje pohranu elektricne energije.

Princip rada ove vrste kondenzatora slican je principima rada prethodno navedenih
kondenzatora. U sfernom kondenzatoru se pohranjuje energija u obliku elektri¢nog polja, a to polje
nastaje izmedu dvije elektrode kada se na njima primjeni elektri¢ni napon. Geometrija ovih
kondenzatora rezultira specificnom raspodjelom elektricnog polja, koje se Siri radijalno od

unutarnje prema vanjskoj ljusci.

Slika 7.4. Sferni kondenzator [18].
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Elektri¢ni kapacitet sfernog kondenzatora racuna se pomocu sljede¢e formule:

Ri - R,

C=4-7"
mw*E& Rz—Rl

(7.3)

gdje je:

C — kapacitet kondenzatora [F],

€ — permitivnost, svojstvo dielektrika izmedu ploca [F/m],
R1 — radijus unutarnje sfere [m],

R> — radijus vanjske sfere [m].

Iz formule (7.3) se vidi da geometrija ploha u sfernim kondenzatorima ima veliku ulogu u
odredivanju kapaciteta kondenzatora. Kapacitet kondenzatora raste s povecanjem radijusa
unutarnje sfere R; 1 vanjske sfere R>. Ako je manja razlika izmedu radijusa, onda dolazi do
povecavanja kapaciteta, jer se omogucuje veca koncentracija naboja u manjem volumenu.
Optimalan izbor radijusa omogucava postizanje visokog kapaciteta uz minimalne dimenzije
uredaja. Debljina dielektricnog sloja izmedu sfera, koja ovisi o razlici R, — Ry, takoder je od
klju¢ne vaznosti za kapacitet. Kada je dielektri¢ni sloj tanji, tada se povecava kapacitet, ali se i
smanjuje otpornost na visoke napone. Odabir odgovarajuce debljine dielektrika je kompromis

izmedu kapaciteta 1 naponske otpornosti.

8. Analiza elekromagnetskih polja

Maxwellove jednadzbe su skup od 4 sloZene jednadzbe koje opisuju svijet elektromagnetike.
Ove jednadzbe opisuju kako se elektri¢na i magnetska polja Sire, medusobno djeluju i kako na njih
utjecu objekti. Maxwellove jednadzbe su kljucne za razumijevanje antena i elektromagnetizma,

iako su same jednadzbe dosta kompleksne i tesko razumljive.

Maxwellove jednadzbe su zakoni, odnosno pravila koja se koriste za upravljanje ponaSanjem
elektri¢nih 1 magnetskih polja. Protok elektricne struje proizvest ¢e magnetsko polje. Ako protok
struje varira s vremenom, kao u bilo kojem valnom ili periodi¢nom signalu, magnetsko polje ¢e
takoder dovesti do elektricnog polja. Maxwellove jednadzbe pokazuju da odvojeni naboj,
pozitivan i negativan, dovodi do elektri¢nog polja, a ako 1 ono varira u vremenu, takoder ¢e dovesti

do Sirenja elektricnog polja, $to dalje dovodi do Sirenja magnetskog polja [19].
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8.1. Gaussov zakon

Gaussov zakon je prva od Maxwellovih jednadzbi koja diktira kako se elektricno polje
ponasa oko elektricnih naboja. Gaussov zakon moze se napisati pomocu gustoce elektricnog toka

D i gustoce elektricnog naboja py u sljede¢em obliku:
V:-D=py (8.1)

Jednadzba (8.1) predstavlja Gaussov zakon u to¢kastom obliku. To znaci da je jednadzba istinita
u bilo kojoj toc¢ki prostora. Odnosno, ako negdje postoji elektri¢ni naboj, tada je divergencija D u

toj tocki razlic¢ita od nule, inace je jednaka nuli.

Kako bi se ovaj zakon malo bolje razumio, prikazat ¢e se njegov integralni oblik.
Pretpostavit ¢e se neki proizvoljni volumen V koji ima granicu S. Integriranjem gore navedene

jednadzbe preko volumena V dobiva se Gaussov zakon u integralnom obliku:
j(V-D)dV = ijdV - jD ~dS = Qenc (8.2)
14 14 s

Kako bi se bolje razumjela ova jednadzba, popratit ¢e se sa primjerom na slici 8.1. Na slici
je prikazana kocka volumena V iploha S predstavlja granicu ove kocke, odnosno Sest ravnih ploha
koje ¢ine granicu volumena. Gore prikazana jednadzba opisuje da je koli¢ina naboja Qenc unutar
volumena V jednaka ukupnoj koli¢ini elektricnog toka D koji izlazi na povrsinu S. To jest, kako
bi se odredio elektri¢ni tok koji napusta podrucje V, potrebno je znati koliko je elektricnog naboja

unutar volumena.

S — Povrsina (sve tocke na rubu kocke)

" y
1
: V — Volumen (sve tocke unutar kocke)

Slika 8.1. Prikaz volumena V s rubnom plohom S [19].

30



8.2. Gaussov zakon magnetizma

Druga Maxwellova jednadzba jest Gaussov zakon magnetizma koji se moze opisati
slijede¢im jednadzbama:
V-B=0 (8.3)
V-H=0
Ove dvije jednadzbe (8.3) govore kako je divergencija gusto¢e magnetskog polja B i divergencija

magnetskog polja H uvijek jednaka nuli kroz bilo koji volumen.

Na slici 8.2 prikazani su slu¢ajevi kada magnetska polja mogu i ne mogu postojati, kao
posljedica Gaussovog zakona magnetizma. Ovaj zakon tvrdi kako magnetski monopoli ne postoje
te kako magnetska polja teku u zatvorenoj petlji. Ovo vrijedi i za ravne valove, koji imaju petlju

beskonacnog radijusa.

/TN \T/
I | -

N

Moguce. Divergencija od B je
nula - polja ne ulaze niti izlaze
iz bilo kojeg volumena - teku
kruzno pa nema divergencije.

/l\

Nemoguce. Divergencija od B
je pozitivna i to se ne moze
dogoditi. To bi zahtijevalo
magnetski nabijene ¢estice.

—
— —
e

Moguce. Divergencija od B je
nula - polja ne ulaze niti izlaze
iz bilo kojeg volumena - teku
kruzno pa nema divergencije.

L.

Nemoguce. U ovom vektorskom polju
velike strelice su jace. Imamo
vektorsko polje koje je uniformno u
osiy, ali opadajuc¢e u smjeru x. To bi
znacilo da divergencija nije jednaka
nuli, jer bi vise fluksa uslo na jednu
stranu bilo kojeg volumena koji bi
napustio drugu stranu.

T

AL

Slika 8.2. Mogucéa i nemoguca magnetska polja [19].

31



8.3. Faradayev zakon

Faradayev zakon pokazuje da promjenjivo magnetsko polje unutar petlje dovodi do
inducirane struje, koja je posljedica sile ili napona unutar tog kruga. Ovaj zakon moze se prikazati

pomocu sljedeéeg izraza:

VXE = 9B 8.4

Jednadzba (8.4) opisuje kako promjena magnetskog polja B u vremenu t inducira vrtlozno

elektri¢no polje E.

Iz Fardayevog zakona se moze zakljuCiti nekoliko stvari. Elektri€na struja stvara
magnetska polja 1 ta polja oko kruga uzrokuju elektricnu struju. Nadalje, magnetsko polje koje se
mijenja u vremenu stvara elektricno polje koje kruzi oko njega. Takoder, cirkulirajuce elektricno

polje u vremenu stvara magnetsko polje koje se mijenja u vremenu.

8.4. Amperov zakon

Amperov zakon moze se zapisati u obliku sljedece jednadzbe:

VXH—aD+ 8.5
_at ]' (')

Izvedba ovog zakona je dosta kompleksna, ali zaklju¢ci koji se mogu izvuci iz ovog zakona su
sljede¢i. Tekuca elektricna struja J stvara magnetsko polje H koje kruzi strujom. Gustoca

elektricnog toka D koja se mijenja u vremenu t stvara magnetsko polje H koje kruzi oko polja D.
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9. Zakljucak

Plohe igraju klju¢nu ulogu u mnogim aspektima naseg svakodnevnog Zivota i profesionalnih
aktivnosti. One ¢ine temeljne koncepte koji omoguéuju razumijevanje i modeliranje prostora i
oblika. Bez ploha, mnoge industrije, uklju¢ujuéi inZenjering, arhitekturu, dizajn i znanstvena
istrazivanja, suocavale bi se s velikim poteSkocama. Plohe nam omogucuju precizno opisivanje i
analizu povrsina, §to je neophodno za razvoj inovativnih rjesenja, dizajn kvalitetnih proizvoda i
pravilno razumijevanje znanstvenih i matematickih koncepata. Takoder, sluze kao alat za
vizualizaciju 1 komunikaciju, te na taj na¢in pomazu u prenosenju ideja i informacija drugima. Na
kraju, razumijevanje ploha i njihova primjena klju¢ni su za napredak u mnogim disciplinama,
omogucuju¢i nam rjeSavanje izazova i postizanje ciljeva u razli¢itim podrucjima ljudskog

djelovanja.

Plohe se mogu matematicki opisati i1 predstaviti na razliite nacine, ovisno o specifiénim
potrebama 1 primjenama. Svaka metoda zadavanja plohe nudi svoje prednosti i koristi se u
razli¢itim kontekstima. Osnovni nacini zadavanja plohe su implicitni, eksplicitni 1 parametarski.
Implicitno zadavanje ploha je metoda u kojoj se ploha opisuje jednadzbom koja povezuje sve tri
prostorne koordinate x, y i z. Eksplicitno zadavanje ploha je metoda u kojoj se jedna koordinata,
najcesce z, izrazava kao funkcija druge dvije koordinate, obi¢no x i y. Parametarsko zadavanje
ploha je metoda koja opisuje plohe u trodimenzionalnom prostoru pomoc¢u parametarskih funkcija
koje odreduju sve tri koordinate (x, y, z) u ovisnosti o jednom ili dva parametra. U zavr§nom radu

su na ove nacine zadane neke vrste ploha.

Geometrijske transformacije, kao Sto su translacija, rotacija, skaliranje, refleksija i smicanje,
su bitne jer se njihovim koriStenjem stvaraju animacije, analiziraju naprezanja i deformacije u

raznim strukturama te se proucavaju simetrije, izometrije 1 druga vazna svojstva ploha.

Numericke metode predstavljaju skup algoritama i tehnika osmisljenih za priblizno rjeSavanje
matematickih problema koji su previSe sloZeni ili nemoguci za analiti¢ko rjeSavanje. Ove metode
omogucavaju rjeSavanje linearnih i nelinearnih jednadzbi, diferencijalnih jednadzbi, integraciju
funkcija, optimizaciju i drugih slozenih matemati¢kih zadataka. Cesto se oslanjaju na iterativne
postupke, koji poc€inju s pocetnim aproksimacijama i postupno poboljSavaju preciznost rjesenja
krozniz iteracija. Medutim, preciznost i pouzdanost numerickih metoda uvelike ovise o koriStenim
algoritmima, pravilnom izboru pocetnih uvjeta te raspolozivim ra¢unalnim resursima. U ovom

zavrSnom radu detaljnije su opisane metoda konac¢nih elemenata i metoda grani¢nih elemenata.
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U elektrotehnici, geometrija ploha igra kljuénu ulogu u analizi, dizajnu i optimizaciji brojnih
elektri¢nih i elektromagnetskih uredaja i sustava. Mnoge komponente unutar ovih sustava imaju
geometriju koja se moze opisati kao plosna ili je izravno povezana s ponasanjem elektri¢nih 1
magnetskih polja na plohama. Oblik i veli¢ina plohe znacajno utjeCu na dizajn antena i
kondenzatora, kao i na analizu elektromagnetskih polja, radara, komunikacijskih mreza i drugih
slozenih sustava. Razumijevanje i primjena geometrije ploha omogucava inZenjerima da
optimiziraju performanse ovih sustava, poboljSavajué¢i njihovu efikasnost i funkcionalnost.
Detaljnije se opisalo kako geometrija ploha utjeCe na antene, ponajvise na paraboli¢ne antene, 1

kako utjece na razli¢ite vrste kondenzatora.

Maxwellove jednadzbe predstavljaju skup od cetiri temeljne jednadzbe koje opisuju svijet
elektromagnetike. Ove jednadZzbe detaljno prikazuju kako se elektricna 1 magnetska polja Sire,
kako medusobno djeluju 1 kako ih razli¢iti objekti mogu mijenjati. Ilako su Maxwellove jednadzbe
sloZzene 1 zahtijevaju duboko razumijevanje za njihovu potpunu interpretaciju, one su klju¢ne za
razumijevanje elektromagnetizma 1 rada antena. Ove jednadZbe funkcioniraju kao zakoni koji
upravljaju ponaSanjem elektriénih 1 magnetskih polja, ¢ine¢i ith neizostavnim alatima u

elektrotehnici 1 fizici.
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Sazetak i kljuc¢ne rijeci

Plohe imaju klju¢nu ulogu u mnogim segmentima naseg svakodnevnog zivota i profesionalnog
rada. One predstavljaju osnovne koncepte koji omogucuju jasno razumijevanje i precizno
modeliranje prostora i oblika. Bez njih bi bilo znatno teze analizirati i opisivati razliCite

geometrijske povrsine, $to je neophodno u industrijama kao $to su arhitektura, inzenjering, dizajn

1 znanstvena istrazivanja.

U ovom zavr$snom radu obradena je tematika geometrije ploha i primjena ploha u
elektrotehnici. Objasnjena su svojstva plohe, naini na koje se ona moze zadati i geometrijske
transformacije. Numericke metode pruzaju moguénost rjeSavanja linearnih 1 nelinearnih
jednadzbi, diferencijalnih jednadZbi, integracije funkcija, optimizacije, kao 1 drugih kompleksnih
matemati¢kih problema. Primjena geometrije ploha je izrazito vazna u elektrotehnici jer uvelike
olakSava analizu, dizajn 1 optimizaciju brojnih elektri¢nih 1 elektromagnetskih uredaja 1 sustava.
Detaljnije su opisane antene 1 kondenzatori te kako razlicite vrste ploha utjecu na njihovo
funkcioniranje. Na kraju zavr$nog rada su spomenute Maxwellove jednadzbe koje se koriste pri

analiziranju elektromagnetskih polja.

Kljucne rijeci: geometrija ploha, ploha, geometrijske transformacije, numericke metode, antena,

kondenzator

37



Summary and key words

Surfaces play a key role in many areas of our daily lives and professional work. They are
fundamental concepts that enable a clear understanding and precise modeling of space and form.
Without them, it would be much more difficult to analyze and describe different geometric
surfaces, which is necessary in industries such as architecture, engineering, design and scientific

research.

This bachelor thesis deals with the topic of surface geometry and the application of surfaces in
electrical engineering. The properties of surfaces, methods for their definition and geometric
transformations are explained. Numerical methods offer the possibility of solving linear and non-
linear equations, differential equations, function integration, optimization and other complex
mathematical problems. The application of surface geometry is particularly important in electrical
engineering as it greatly facilitates the analysis, design and optimization of numerous electrical
and electromagnetic devices and systems. Antennas and capacitors are described in detail, and it

reference to Maxwell's equations used in the analysis of electromagnetic fields.

Keywords: surface geometry, surface, geometric transformations, numerical methods, antenna,

capacitor
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