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1. Uvod

Tema ovog zavr$nog rada su Maxwellove jednadZbe i njihove primjene u elektrotehnici. Ot-
kriée elektromagnetizma jedno je od najvaznijih znanstvenih postignuéa u povijesti covjecanstva.
Razumijevanje elektromagnetizma omogucilo nam je razvoj tehnologije za proizvodnju, distri-
buciju i iskoriStavanje elektri¢ne energije Sto je postalo temelj moderne civilizacije. Upotreba

elektricne energije za pokretanje industrijskih strojeva temelj je druge industrijske revolucije.

NajvaZznije jednadZbe koje opisuju elektromagnetsku pojavu su Maxwellove jednadzbe. Maxwel-
love jednadZbe su Cetiri parcijalne diferencijalne jednadzbe koje u potpunosti opisuju ponaSanje
elektricnih 1 magnetskih polja u prostoru i vremenu. One objedinjuju zakone koje su postavili
Michael Faraday, Andre-Marie Ampere i Carl Friedrich Gauss i daju cjelovit opis elektromagnet-
skog polja. Najveci doprinos Jamesa Clerka Maxwella leZi u uvodenju koncepta pomacne struje,
Sto je omogucilo povezivanje elektricnih 1 magnetskih polja te predvidanje elektromagnetskih va-
lova. Ova predvidanja su eksperimentalno potvrdena kasnijim radovima Heinricha Hertza, ¢ime

je postavljen temelj za razvoj moderne komunikacijske tehnologije.

Maxwellove jednadZbe nazvane su po Skotskom fiziCaru i matemati¢aru Jamesu Clerku Maxwellu.
James Clerk Maxwell jedan od najutjecajnijih znanstvenika 19. stoljeca. Objavio je svoja klju¢na
otkri¢a 1860-ih godina, a njegovo najvaznije djelo, "A Dynamical Theory of the Electromagnetic
Field", sadrzavalo je Maxwellove jednadZbe, koje su unaprijedile razumijevanje elektromagnet-

skih pojava. Pored toga, Maxwell je znacajno pridonio razumijevanju termodinamike.

VaZnost Maxwellovih jednadzbi leZi u njihovoj Sirokoj primjenjivosti u inZenjerskim discipli-
nama, posebice u elektrotehnici 1 elektronici. Teorija koja stoji iza ovih jednadZzbi koristi se u
dizajnu i analizi elektri¢nih krugova, elektromotora, transformatora te u brojnim sustavima koji

koriste elektromagnetske valove, poput antena i radara.

U ovom radu su navedeni 1 objaSnjeni osnovni pojmovi 1 teoremi vektorske analize potrebni
za razumijevanje Maxwellovih jednadZzbi. Zatim su navedeni i objasnjeni fizikalni zakoni na ko-
jima se temelje Maxwellove jednadzbe poput Coulombovog zakona, Faradayevog zakona i Biot-
Savartovog zakona. U zavrSnome dijelu rada izvedene su Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom

obliku, te je prikazana njihova primjena u elektrotehnici na primjerima zadataka.



2. Vektorska analiza

U matematici 1 fizici postoje dvije vrste veliCina, skalari 1 vektori. Skalarne veli¢ine odredene
su samo iznosom, dok vektorske veli¢ine imaju iznos i smjer. U ovom poglavlju definirani su os-
novni pojmovi vektorske analize potrebni za razumijevanje i zapisivanje Maxwellovih jednadZzbi u
diferencijalnom i integralnom obliku. Definirana je vektorska funkcija i integralni teoremi potrebni

za prelazak iz integralnog oblika u diferencijalni.

2.1. Vektor
Da bismo definirali vektor potrebno je prvo definirati usmjerenu duzinu.

Definicija 2.1. Za duZinu PQ kaZemo da je usmjerena ili orijentirana duZina ako znamo koja joj

je pocetna, a koja zavrsna tocka.

Dvije usmjerene duZine su ekvivalentne ako su jednake duljine, leZe na paralelnim pravcima i
imaju istu orijentaciju, odnosno paralelnim pomakom mozemo iz jedne dobiti drugu. KoriStenjem

definicije usmjerene duZine sada mozemo definirati vektor.

Definicija 2.2. Vektor je skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina.

Slika 2.1. Vektor 1@ Izvor: Autor rada

2.2. Vektorska funkcija

Definicija 2.3. Funkcija oblika 7 : I = [a,b] — R3 je vektorska funkcija skalarnog argumenta u

prostoru R3,



Vektorsku funkciju 7(¢) mozemo definirati pomocu tri realne funkcije s parametrom ¢ 7(t) =
()i 4+ y(t)] + z(t)k = (x(t), y(t), z(t)). Vektori 7, j i k su jedinicni vektori u smjeru osi X, y i z

u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Slika 2.2. Jedinicni vektori. Izvor: [5]

2.3. Derivacija i integral vektorske funkcije

U razli¢itim podrucjima fizike potrebno je praéenje promjene vektorske veli¢ine u vremenu.
Na primjer ako poloZaj Cestice u prostoru prikaZzemo vektorskom funkcijom 7(t) tada derivacijom
funkcije 7(t) dobivamo vektorsku funkciju brzine Cestice v(t). Derivacijom funkcije brzine v(t)

dobivamo funkciju akceleracije a(t).

r'(t)

Q
P
\r(r + h) —r(t)

h
/ r(t) r(t +h)

Slika 2.3. Derivacija vektorske funkcije. Izvor: [6]

Vektorska funkcija (¢) je diferencijabilna u tocki ¢ ako postoji sljedeci limes



(8 = lim Ar(t+h) —r(t) _ dr(t)

h—0 h dt - 21

Ako je vektorska funkcija 7(t) zadana sa komponentama x(t), y(¢)iz(t) deriviramo ju tako da

deriviramo zasebno njezine komponente.

Definicija 2.4. Derivacija vektorske funkcije 7(t) = x(t)i + y(t)] + 2()k = (z(t),y(t), 2(¢)).
jednaka je

—y . df(t) o - / 7 / _ ! / /

#(0) = T — )7 /(007 + 2O = (20),5/ (1), 7 1) 2
Primjer 2.1. Zadana je vektorska funkcija ¥(t) = (1, cos(t), tsin(t)). Odredi 7 (t) i 7 (¢).

Deriviramo svaku komponentu zasebno

7' (t) = %(ﬁ) = 2t, (2.3)
: d :
y'(t) = E(cos(t)) = —sin(t), (2.4)
, d, . . :
2'(t) = E(tsm(t)) = sin(t) + tcos(t), (2.5)
7 (t) = (2'(t),y'(t), 2 () = (2t, —sin(t), sin(t) + tcos(t)). (2.6)
Druga derivacija komponenti iznosi
" . d .

2'(t) = = (20) = 2 2.7)

" d .
y'(t) = E(—sm(t)) = —cos(t), (2.8)
2'(t) = %(sm(t) + tcos(t)) = 2cos(t) — tsin(t), (2.9)
7 (t) = (2'(t),y'(t), 2 (1)) = (2, —cos(t), 2cos(t) — tsin(t)). (2.10)

Derivacija vektorske funkcije takoder predstavlja i vektor tangente na funkciju u tocki ¢.

Definicija 2.5. Vektor tangente na funkciju 7(t) jednak je

7

T(t) = @)1 # 0. (2.11)

~~
~—




|7 (¢)]| je duljina vektora 77 (¢) i ratunamo ju pomocu formule

7)) = Vo) +y(t)? + 2(t)?. (2.12)

Primjer 2.2. Zadana je vektorska funkcija 7(t) = (t,t3,t*). Odredi T(2)
Odredimo prvo 7' (t)

7(t) = (2'(t),y' (1), 7' () = (1,3t 2t) . (2.13)
Duljina vektora 7 (t) iznosi
17 ()] = /12 + (3t2)2 + (2t)2 = VOt* + 442 + 1. (2.14)

Vektor tangente u tocki t = 2 sada iznosi

Co(u3e2t) 0 (1,3-222-2) 1
VOt +424+1  /9-244+4-2241 /161

T(2) (1,12, 4). (2.15)

Uz derivaciju potreban nam je i integral vektorske funkcije. Kao §to smo kod derivacije vek-
torske funkcije derivirali svaku komponentu zasebno analogno tome kod integriranja vektorske

funkcije integriramo svaku kumponentu zasebno.

Definicija 2.6. Integral vektorske funkcije i"(t) na intervalu [a, b] jednak je
b b b b
/ Flt)dt = ( / H(#)dt)i + ( / y(B)dt)] + ( / (H)dt)F. (2.16)

2.4. Skalarna i vektorska polja
2.4.1. Skalarno polje

Skalarnim poljem nazivamo funkciju koja svakoj tocki u prostoru pridruzuje skalarnu vrijed-
nost. Skalarnim poljem prikazujemo raspodijelu neke skalarne veli€ine u prostoru poput tempera-
ture, tlaka, gustocCe i elektriénog potencijala. Na slici 2.4 prikazano je dvodimenzionalno skalarno

polje u kojem svaka tocka predstavlja nadmorsku visinu.

Slika 2.4. Skalarno polje. Izvor: [7]



Definicija 2.7. Funkciju f za koju vrijedi f : Q C R® — R nazivamo skalarno polje.

Prilikom analize skalarnih polja Cesto nas zanima u kojem smjeru skalarno polje najbrZe raste
ili pada. Vektor najbrZzeg rasta skalarnog polja nazivamo gradijent skalarnog polja. Gradijent

funkcije f oznacavamo sa grad fili V f. Simbol V zovemo "nabla".

Definicija 2.8. Gradijent funkcije f(x,y, z) je vektorsko polje definirano izrazom

s f = V7 = g+ i+ = (5. 8. 4.

Ako ne trazimo vektor najbrZze promjene nego nas zanima brzina promjene u odredenom smjeru

tada nam je potrebna usmjerena derivacija skalarnog polja.

Definicija 2.9. Usmjerena derivacija skalarnog polja u smjeru vektora p jednaka je

0 -
a—Ji = V[P, (2.17)
P

gdje je py jedinic¢ni vektor u smjeru vektora p.

2.4.2. Vektorsko polje

U vektorskoj analizi uz skalarna polja koristimo joS i vektorska polja. Vektorska polja svakoj
tocki u prostoru pridruZuju vektor. Na slici 2.5 prikazano je trodimenzionalno vektorsko polje ¢ije

silnice predstavljaju gibanje fluida u prostoru.

Definicija 2.10. Funkciju f za koju vrijedi @ : 0 C R? — R? nazivamo vektorsko polje.

2.4.3. Divergencija vektorskog polja

Vektorska polja u fizici najéeSce koristimo za opisivanje i modeliranje elektri¢nih i magnetskoh
polja te za prikaz gibanje fluida. Zbog toga nas Cesto zanima tok polja u nekoj tocki u prostoru.
Skalarna veli¢ina koja nam pokazuje koliko vektorsko polje ponire ili izvire iz neke tocke u pros-
toru nazivamo divergencija vektorskog polja. Na primjeru gibanja fluida, ako vektorskim poljem
prikazujemo brzinu gibanja fluida u prostoru onda pozitivna divergencija u nekoj toc¢ki znaci da

fluid izvire iz te tocke, a negativna divergencija znaci da fluid ponire u tu tocku.

Definicija 2.11. Divergencija vektorskog polja F (x,,2) je skalarno definirano sa

+ . (2.18)



Propozicija 2..1. Svojstva divergencije vektorskog polja
Neka su f i g derivabilna vektorska polja, te \ derivabilno skalarno polje. Tada vrijede sljedeca

svojstva:

div f = 0 za svako konstantno vektorsko polje f.
e div(f + §) = divf + divg
o div(f Qg) =rotf x §—gxrotf

o rot(Af) = gradi x f+ Arotf

2.4.4. Rotacija vektorskog polja

Uz tok vektorskog polja u nekoj tocki, vazno svojstvo je i intenzitet rotacije odnosno vrtloZzenja

vektorskog polja. Rotacija vektorskog polja mjeri smjer i intenzitet lokalnog vrtloZzenja polja oko

neke tocke.

Definicija 2.12. Rotacija vektorskog polja je vektorsko polje definirano sa

oo _ _ (8F, _OFy\: OF, _ OF:\ oF, OF: \ 1
rot 1=V x I' = _(a_y_a_,ZJ)Z""(W_W)J"’_(a_;_a_y)k'

;ﬁ g’lm ~.o
th glm <o
1 Fle

Propozicija 2..2. Svojstva rotacije vektorskog polja
Neka su f i g derivabilna vektorska polja, te )\ derivabilno skalarno polje. Tada vrijede sljedeca

svojstva:

rot f = 0 za svako konstantno vektorsko polje f.

rot(f + §) = rotf + rotg

—

e rot(gradf) =0

. Tot()\f) = grad\ X f+ )\rotf

2.5. Integrali skalarnih i vektorskih polja

Krivuljne i ploS$ne integrale koristimo za sumiranje vrijednosti funkcije duz krivulje i preko
povrSina. Krivuljni i plo$ni integrali potrebni su nam za izracunavanje fizickih veli¢ina poput
mase tijela, rada sile i toka fluida. Ako prilikom integriranja koristimo skalarno polje tada se radi

o integralu prve vrste, a ako koristimo vektorsko polje tada je to integral druge vrste.
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2.5.1. Krivuljni integral prve vrste

Krivuljni integral skalarnog polja moZemo upotrijebiti za izraCun mase Zice. Zicu definiramo
kao krivulju K u prostoru, a gustoca Zice definirana je funkcijom f(x,y,z). Ako je Zica podijeljena
na beskona¢no mnogo malih dijelova Al; tada je ukupna masa Zice jednaka sumi masa svih malih

dijelova $to raunamo pomocu sljedeéeg limesa

JLIEO;f(xi,yi,zi)Ali. (2.19)

Budu¢i da n — oo tada je ovaj limes jednak integralu

/ f(x,y,z)dl. (2.20)
C

Definicija 2.13. Ako je skalarno polje zadano funkcijom f(x,y,z) u podrucju u kojem se nalazi
krivulja C, tada krivuljni integral prve vrste funkcije f(x,y,z) po krivulji C jednak

=0

n—00 4
c

Primjer 2.3. Izracunaj krivuljni integral |, f(x,y, z) dl ako je zadano skalarno polje f(x,y, z) =

(4xy?2) i krivulja C zadana parametarski sa r(t) = (%, ‘/th ,2),0<t <2

Odredimo prvo dl

2 /3t

2’ 2

dl = |F(t)|dt = |( C2)|dt = |(t, {V/3t,0)|dt = V12 + 3t2dt = 2tdt. (2.22)

Uvrstavanjem parametara krivulje r(t) u f(x,y, z) skalarno polje postaje
) 3t 6
flz,y,2) =2t -T-2:3t . (2.23)

Krivuljni integral sada postaje

2 2
2 6 7 3t8
dry“zdl = | 3t°-2tdt = [ 6t'dt = R

0 0

C

2

= 192. (2.24)
0

2.5.2. Krivuljni integral druge vrste

Krivuljni integral vektorskog polja koristimo kada Zelimo izracunati rad koji je izvrSen kada

se Cestica giba po nekoj krivulji C' unutar polja sile ﬁ(x, Y, z). Rad je definiran kao umnozak sile
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i puta. Krivulju C po kojoj se giba Cestica podijelimo na dijelove Cy, C, Cs...,C,,. Na svakom
od tih dijelova odaberemo jednu to¢ku 7;. Rad koji Cestica izvrsi gibanjem po pojedinom dijelu

krivulje jednak je

Wi = F(T)AL, AL = (Axy, Ay, Az) = Cr 1 C (2.25)

Ukupan rad jednak je sumi rada po dijelovima krivulje

WY F(T;)AL (2.26)
i=1
Akon — ooi Al; — oo tada sumu rada po dijelovima krivulje moZemo racunati kao krivuljni
integral
W = / Fdl. (2.27)
c

Definicija 2.14. Ako se krivulja C nalazi u prostoru u kojem je definirano vektorsko polje F =

(A(z,y, 2), B(z,y, 2),C(x,y, 2)) tada je krivuljni integral vektorskog polja F definiran sa

/ Fdl = / Adz + Bdy + Cdz. (2.28)
C C

—

Ako krivulju C' parametriziramo sa [(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t, <t < tyidl = I(t)dt =
(&(t),y(t), 2(t))dt tada je integral jednak

to

/ Fodi= / F(i()) - {t)dt. (2.29)
C t1

Primjer 2.4. Izracunaj krivuljni integral |, Fdl vektorskog polja F (x,y,2) = (emf—i— (y+ 2);) +
221_5) po krivulji C zadanoj sa 7(t) = 2 4 t] + ek, 0<t<3

Odredimo prvo F(7(t))
F(7(t)) = e“i+ (t +2)] + e*k, (2.30)
sada nam je potrebno r'(t)

—
/

F(t) = 2t 4 ] + k. (2.31)

Integral sada glasi
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2 3t |3 9

- . t .9
F(F(t)) -7 (t)dt = 2te” +t +2+ ¥ dt = (et2+§+2t—|—% = 66+§+6+%.
0

—
Rl
o
‘[1

S — .,

2.5.3. Plosni integral prve vrste

Kao §to smo pomocu krivuljnog integrala prve vrste odredivali masu Zice, plo$ni integral prve
vrste moZemo upotrijebiti za odredivanje mase plohe. Neka je P glatka ploha koja se nalazi u
prostoru u kojem je gustoca zadana funkcijom f(x,y,z). Plohu P moZemo podijeliti na n manjih
dijelova Fy, P, Ps...,P,. Na svakom od tih dijelova odaberemo tocku 7;. PovrS§ina dijela plohe P,
jednaka je A(P;). Masa m; dijela plohe P, tada je jednaka

mi = f(T})A(P). (2.33)

Ukupnu masu plohe dobijemo zbrajanjem masa svih dijelova plohe

m=Y "mi=Y_ f(T)A(P), (2.34)
i=1 i=1
odnosno kada n — oo

= lim 3 STIA(P) - [ sy 21ap (235)
=1 P

Definicija 2.15. Ako je P ploha zadana u prostoru skalarnog polja f(x,y,z), te ako je ploha podi-
Jjeljena na n manjih dijelova P; ¢ija je povrSina A(P;) i na svakom od njih odabrana tocka T; tada

je plosni integral skalarnog polja jednak limesu

tiw Y 1B)AR) = [[ 1oy 2)aP 236
i=1 P

Primjer 2.5. Odredi integral [ [ P ——142_ ako je povriina P zadana parametarski sa r(u,v) =
/22 4 y2 422 )

(2cosu, 2sinu,v),0 < u < 27,0 <ov < 3.

Odredimo prvo parcijalne derivacije r(u, v)

r. = (—2sinu, cosu, 0), (2.37)
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r, = (0,0,1). (2.38)
Odredimo sada njihov vektorski produkt
i ik
Fu X Ty = |—2sinu 2cosu 0| =2cosu-i+2sinu-j+0-k. (2.39)
0 0 1
Sada dP racunamo prema formuli
dP = |ry, X r,| dudv = ‘\/(2 cosu)? + (2sinu)?| dudv = 2dudv. (2.40)

Sada integral iznosi

dp 2dudv
_ _ (2.41)
’ 22 + 42 + 22 , V/(2cosu)? + (2sinu)? + 02

o 3 3
2dudv dv dv

= | 2du | —— =14 Eh—— 242

l/ V22 + 92 0/ 0/\/22—1—1)2 W/\/22—|—v2 ( )

drr [m (v n m)}z — 4 [111 3+v22+32) —In 2] ~ 15.0138, (2.43)

0

2.5.4. Plo3ni integral druge vrste

Plos$ni integral vektorskog polja koristimo za racunanje fluksa odnosno protoka vektorskog
polja kroz plohu. Definirajmo gibanje fluida u prostoru vektorskim poljem brzine fluida F, te
definirajmo glatku plohu P podijeljenu na manje dijelove P;, =0,1,2...n. Glatka ploha u svakoj
tocki ima plo$nu normalu kojoj mozemo definirati orijentaciju. Na svakom dijelu plohe sa 7ig( A;)
ozna¢imo jedini¢ni vektor normale, a sa A(P;) povrsinu dijela P;. Volumen fluida koji protjece

kroz dio plohe F; je jednak

Vi = F(A;) - 7ig(A) A(P). (2.44)
Ukupni protok fluida kroz povrsinu plohe P jednak je
V= lim > F(A;) - fig(A) A(P) = //ﬁ -t dP. (2.45)
n—00 1
= P

Definicija 2.16. Ako je definirana glatka ploha P sa vektorom normale 11 i nalazi se u vektorskom

polju F, tada je plosni integral vektorskog polja F po plohi P jednak

//ﬁdﬁ—//ﬁ.ﬁdp. (2.46)
P P
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Primjer 2.6. Izracunaj tok vektorskog polja ﬁ(x, y,2) = (x,2,2) kroz plohu z = 2xcosy,0 <

x < 2,% <y < 7 orijentiranu prema dolje.

Tok vektorskog polja racunamo po formuli

//FdP // 1) dP = //F 1 dxdy. (2.47)

Pyy
Vektor normale 1i jednak je

0z 0z

(%, a—y, —1) = (2cosy, —2zsiny, —1). (2.48)

n =

Uvrstavanjem u formulu dobivamo

//ﬁ - fdxdy = //(QCosy, —2z,—1) - (x,2, 2xcosy)dxdy (2.49)

Pyy Pry
2 ™
// —4z)(siny)dzdy :/ —4x)dx - /sz’nydy (2.50)
Pyy 0 z
2 T 1
= (—227) . (—cosy) = (—8) - (—5) = 4. (2.51)
3

2.6. Integralni teoremi

Zaizvod i razumijevanje Maxwellovih jednadzbi i fizikalnih zakon koji leZe u pozadini Maxwel-
lovih jednadZbi potrebno je razumijeti integralne teoreme koji nam omogucavaju pojednostavljiva-
nje integralnog racuna. U ovo poglavlju upoznat ¢emo se sa teoremom o divergenciji, Greenovim

teoremom i Stokesovim teoremom.

2.6.1. Stokesov teorem

Stokesov teorem dobio je ime po Georgeu Gabrielu Stokesu(1819.-1903.). Stokes je bio irski
fiziCar i matematicar. Proucavao je mehaniku fluida i formulirao zakon koji opisuje otpor fluida
na kuglu koja se krece kroz njega. Baio se i optikom, te je dokazao da svjetlost koja se emitira
tijekom fluorescencije ima niZu energiju od upadne svjetlosti. Njegov klju¢ni doprinos matematici

je Stokesov teorem.
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Slika 2.5. George Gabriel Stokes. Izvor: [16]

Stokesov teorem povezuje krivuljni integral vektorskog polja po zatvorenoj krivulji C'i plo§nog

integrala po nekoj plohi P kojoj je ta krivulja rub.

Teorem 2.1. Neka je zadana glatka orijentirana ploha P u R3? sa jedini¢nim vektorom normale 7i
i kojoj je rub zatvorena pozitivno orijentirana krivulja C, te neka je definirano vektorsko polje f

koje ima neprekidne prve parcijalne derivacije u prostoru koji sadrZi plohu P. Tada vrijedi

jqfﬁdf://(Vxﬁ)-dﬁ. (2.52)

c P
Primjer 2.7. Odredi krivuljni integral fc F - dF ako Jje zadano vektorsko polje ﬁ:(:c +y%y +
23, 2%), a krivulja C je presjek hemisfere z = \/6 — x2 — y? i ravnine z = 1, te je orijentirana u
pozitivnom smjeru
Krivulja C je presjek gornje hemisfere = = /6 — x? — y? i ravnine z = 1. To je kruZnica
radijusa /5 u ravnini z = 1.

Najjednostavnija povrsina kojoj je ova krivulja rub je krug radijusa /5 u ravnini z = 1 i vektora

normale it = (0,0, 1).

Odredimo sada rotF
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VX F= —<a—y—a—§)2+(w—ax)ﬂ+<a—i—a—y)k

E:ij g-’|@ <.
@ﬁj Sl o
= s

V x F = (=322,0,—2y). (2.53)

Parametrizacija povrsine P je
r(z,y) = (z,y,1). (2.54)

Prema Stokesovom teoremu

fﬁ-dﬁ:/ (v><ﬁ)-dﬁ://(—3z2,o,—2y)-(0,0,1)dxdy://—2ydxdy. (2.55)
C P D

D

Prelaskom u polarne koordinate ovaj integral postaje

\/5 2 \/5 2
// —2ydrdy = // —2rsin(f) rdr df = / —2r? dr)( /sin(@) df) = (2.56)
D 0 0 0
V5 2m
/ —2r% dr)(—cos(f))| =0. (2.57)
0
0

2.6.2. Greenov teorem

Greenov teorem nazvan je po engleskom matematicaru Georgeu Greenu (1793.-1841.) koji
je dao temeljne doprinose matematickoj fizici. Njegov najznacajniji doprinos znanosti je rad iz
1828. godine, "An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electri-
city and Magnetism", gdje je prvi put predstavio Greenov teorem i Greenove funkcije. Greenove
funkcije omogucavaju rjeSavanje diferencijalnih jednadZzbi, Sto je kasnije imalo znacajnu primjenu

u kvantnoj mehanici.
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Slika 2.6. George Green. Izvor: [17]

Greenov teorem povezuje krivuljni integral vektorskog polja po zatvrenoj krivulji C' i ploSni

integral po plohi P kojoj je ta krivulja rub, ali u slucaju kada ploha P lezi u XY- ravnini.

Teorem 2.2. Neka je C' zatvorena, glatka i pozitivno orijentirana krivulja u XY ravnini i neka je P
povrsina zatvorena tom krivuljom. Neka su A(x,y) i B(x,y) funkcije koje imaju parcijalne derivacije

u domeni koja sadrzi P. Tada vrijedi

fA(x, y)dx + B(z,y)dy = // <aa—f — %) dxdy. (2.58)
P

C

Primjer 2.8. Odredi krivuljni integral fc 2ydx — 3xdy ako je C kruznica x> + y? = 4.
A=2yiB=-3x
iz toga slijedi

0A - 0B __
Oz 21%— 3.

Uvrztavanjem u formulu dobivamo

fo 2ydr — 3zdy = ffp —3 — 2dxdy = ffP —bdxdy.

Prelaskom u polarne koordinate
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2

[ p —5dxdy = =5 fozﬂ f02 rdrdd = —5(2m) f02 rdr = —=10m(3r?)| = —107(2) = —20m.
0

2.6.3. Teorem o divergenciji

Teorem o divergenciji povezuje integral po zatvorenoj plohi P i trostruki integral po volumenu

V koji ta ploha zatvara.

Definicija 2.17. Neka je P glatka zatvorena ploha u prostoru R3 sa vektorom normale 11 koja ne
presijeca samu sebe i zatvara podrucje V. Neka je F vektorsko polje koje ima prve parcijalne

derivacije u podrucju V. Tada vrijedi

// FidP = ///div(ﬁ) dv.

(2.59)

Primjer 2.9. Odredi plosni integral [[ FdP ako je F = (2%,43,22%), a P povrsina valjka

omedena cilindrom x* + y? = 4 i ravninama z = 0i z = 2.

Odredimo prvo parcijalne derivacije funkcije F

OF, __ 9,2 OFy _ 9 2 :0F, _ ~_2
—ax—Bx,—ay—Bylaz—&.

Sada div F iznosi

div F = 98 4 S0 4 9 — 332 4 3y + 622,

Prema teoremu o divergenciji
[[pFiidP = [[[,, div FdV = [[[ 322+ 3y + 622dV.

Prelaskom u cilindri¢ne koordinate x = rcosf,y = rsinf, z = z

Jf[ 5322 + 3% + 622V = [ [ [2(3r% + 622)rdzdrdd =

2
= 027r f02(37“3z +2r2%)| drdf = 027T f02(67’3 +16r)drd) =
0



2
df = [77(616 4 164)qp

2 4 2
:foﬂ(%"'%)o 4

2

0

= [77(56)df = 566

= 112m7.



3. Fizikalni zakoni u pozadini Maxellovih jednadzbi
3.1. Gaussov zakon za elektri¢no polje

Carl Friedrich Gauss bio je njemacki matematicar, fiziar i astronom. Njegovi doprinosi zna-
nosti pokrivaju Sirok spektar podrucja, od teorije brojeva i statistike do geometrije i astronomije.
Poseban doprinos dao je teoriji brojeva u svome radu "Disquisitiones Arithmeticae" . Takoder prvi
je dokazao da svaka polinomska jednadZba ima onoliko rjesenja koliki je njezin najveci stupanj.
U fizici njegov najpoznatiji zakon, Gaussov zakon zakon za elektri¢na polja povezuje povezuje

elektrivéna polja s raspodjelom elektrivénog naboja.

Slika 3.1. Carl Friedrich Gauss. Izvor: [18]

Gausov zakon za elektricno polje kaze da je elektrini tok kroz zatvorenu povrSinu propor-
cionalan naboju zatvorenom unutar te povrSine. Za izvod Gaussovog zakona za elektricno polje
potrebno je prvo objasniti djelovanje sile izmedu dva naboja u vakuumu. Sila izmedu dva naboja

u vakuumu definirana je Coulombovim zakonom koji glasi

C]lQ272
rz

F=k, (3.1)
Gdje je

* F'sila izmedu naboja.

e Lk, = 4# Coulombova konstanta.
TEQ

20
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* r udaljenost izmedu naboja

* 7 jedini¢ni vektor u smjeru pravca izmedu dva naboja.

F - qu?B

;
0O—--0
I I

€ - ———T-——— >

Slika 3.2. Sila izmedu dva naboja. Izvor: [9]

Coulombova sila djeluje privlatno ako su naboji razli¢itog predznaka i odbojno ako su naboji
istog predznaka. Na slici 3.2 vidimo dva naboja suprotnog predznaka izmedu kojih djeluje priv-

laCna sila.

Slika 3.3. Elektricno polje naboja. Izvor: [10]

Na slici 3.3 vidimo silnice elektricnog polja koje stvara negativan tockasti naboj. Negativan

naboj predstavlja ponor silnica elektri¢nog polja, dok pozitivan naboj predstavlja izvor. Silnice
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elektri¢nog polja ne moraju biti zatvorene krivulje.

e
o

Slika 3.4. Elektricno polje izmedu dva naboja. Izvor: [10]

Na slici 3.4 vidimo dva tockasta naboja razliCitog predznaka. U tom slucaju silnice se ne Sire

jednoliko u svim smjerovima nego izviru iz pozitivnog naboja i poniru u negativni.

Pomocu definicije Coulombove sile mozemo doci do izraza za jakost elektricnog polja.
Jakost elektriénog polja E u nekoj tocki definirana je kao sila F' koja djeluje na testni naboj gy u

toj tocki podijeljena sa vrijednoséu tog naboja qq

. F
E=—. (3.2)
4o
UvrStavanjem izraza za silu u gornju formulu dobivamo
F e (3.3)
do
Sredivanjem ovog izraza dolazimo do formule za jakost elektri¢nog polja
- 1
E=-—14; (3.4)

dregr?
Gdje je
* ¢ vrijednost naboj.
* r udaljenost to¢kastog naboja u prostoru od tocke u kojoj racunamo jakost polja.

* 7 jedini¢ni vektor u smjeru pravca izmedu dva naboja

€o dielektri¢na permitivnost vakuuma.

Gaussov zakon za elektri¢no polje sada moZemo izvesti pomocu primjera tockastog naboja

koji se nalazi su srediStu sfere polumjera r.
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Slika 3.5. Protok elektricnog polja kroz sferu. Izvor: [11]

Primjer 3.1. Izracunaj protok elektricnog polja kroz povrsinu sfere S polumjera r ako se u njezi-

nom sredistu nalazi naboj q kao Sto je prikazano na slici 3.5

Budu¢i da se elektricno polje Siri radijalno prema van, silnice elektri¢nog polja E uvijek su
okomite na povrsinu sfere, odnosno silnice polja E su paralelne sa vektorom normale 7i u svakom
dijelu sfere dS.

¢E://E-d§://E-ﬁdS//ErdST:Er(r)-élwrQ: T 4m2=21 @35
4megr? €0
S S S

Definicija 3.1. Gaussov zakon za elektricno polje u integralnom obliku glasi
//E-d§:9 (3.6)
€o
S

gdje je E Jakost elektricnog polja, S zatvorena ploha unutar koje se nalazi naboj Q, a €, dielek-

tri¢na permitivnost vakuuma.

3.2. Gaussov zakon za magnetsko polje

Gaussov zakon za magnetsko polje kaZe da je ukupni tok magnetskog polja kroz zatvorenu

plohu jednak nuli.

Definicija 3.2. Gaussov zakon za magnetsko polje u integralnom obiku glasi

//E-d§:o. (3.7)
S
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To proizlazi iz Cinjenice da magnetski monopoli ne postoje u prirodi. Magnetske silnice su
uvijek zatvorene krivulje Sto znaci da svaka magnetska silnica koja ulazi u neki prostor mora iz

njega i izaéi.

’

Slika 3.6. Silnice magnetskog polja. Izvor: [12]

3.3. Faradayev zakon elektromagnetske indukcije

Michael Faraday(1791.-1867.) bio je engleski kemicar i fizicar. IstraZivao je elektromgnetizam
1 elektokemiju. Njegov talent prepoznat je kada je postao asistent britanskog kemicara Humphryja
Davyja. Njegova najvaznija otkrica su elektromagnetska indukcija i dijamagnetizam. Faraday je
kroz eksperimentalni rad dokazao vezu izmedu magnetizma i elektriciteta, $to je dovelo do daljnjeg

razvoja zakona elektromagnetske indukcije.

Slika 3.7. Michael Faraday. Izvor: [20]
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Michael Faraday eksperimentalno je dokazao da se elektri¢na struja mozZe inducirati promje-
nom magnetskog toka kroz zavojnicu. Faradayev zakon elektromagnetske indukcije kaze da je
elektromotorna sila u elektricnom krugu proporcionalna brzini promjene magnetskog toka. Na
slici 3.8 vidimo prikaz Faradayevog pokusa u kojem promjena magnetskog toka kroz zavojnicu

inducira struju u zavojnici.

Slika 3.8. Faradayev pokus. Izvor: [13]

Elektromotorna sila predstavlja rad koji obavi elektri¢no polje kada pomice jedini¢ni naboj po
putu

F_:dl—) ﬁ g — —
ems:K:—fC :/—-dl:/E-dl. (3.8)
q q q

Buduc¢i da je elektromotorna sila proporcionalna negativnoj promjeni magnetskog toka u zavojnici

moZemo pisati

ddp d =z

S
Sada mozemo izjednaciti gornje jednadzbe i1 dobijemo

L d L
E-dil=-=[[| B-dS. 1
/ dl = —— // dS (3.10)
S

c

Definicija 3.3. Faradayev zakon elektromagnetske indukcije u integralnom obliku glasi

— — d — —
E.dl = —— B-dS. A1
/ dl dt// as (3.11)
s

c

Na desnoj strani ove jednadZbe imamo izraz

d — —
—— B-ds. 12
I // as (3.12)
S
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Gaussov zakon za magnetsko polje kaze da je

//é-dS*:o, (3.13)
S

medutim u Gaussovom zakonu ploha S po kojoj integriramo je zatvorena ploha unutar koje se
nalazi jednak broj sjevernih i juZznih magnetskih polova sto znaci da je ukupni magnetski tok kroz
plohu S jednak nuli. U Faradayevom zakonu za magnetsku indukciju ploha S je bilo koja ploha

Sto znaci da magnetski tok kroz tu plohu moZe biti razli¢it od nule.

3.4. Amperov zakon

Andre-Marie Ampere(1775.-1836.) bio je francuski fiziCar i matemati¢ar. Njegov doprinos
elektromagnetizmu temelji se na ranijem otkri¢u danskog fizi¢ara Hansa Christiana Orsteda koji
je otkrio da magnetska igla na kompasu mijenja smjer kada se nalazi u blizini vodica kojim tece
struja. Ampere je matematicki opisao povezanost struje u vodi¢u i magnetskog polja koje ona

stvara.

e o 182, ot ©

Slika 3.9. Andre Marie Ampere. Izvor: [21]

Za izvod Amperovog zakona potrebno je prvo objasniti Biot-Savartov zakon. Jean-Baptiste
Biot i Felix Savart eksperimantalno su dokazali da je jakost induciranog magnetskog polja oko

vodica proporcionalna jakosti struje kroz vodic i obrnuto proporcionalna udaljenosti od vodica.

poto. ! (3.14)
2T r

Gdje je



27

* [ jakost struje kriz vodic.
* r udaljenost od vodica.

* 1o permeabilnost vakuuma.

Slika 3.10. Magnetsko polje oko vodica Izvor:[14]

Smjer silnica oko vodica kojim teée struja prikazan je na slici 3.10. Zamislimo sada jednu

zatvorenu magnetsku silnicu na udaljenosti  od vodica kojim tece struja .

Tu silnicu moZemo podijeliti na manje dijalove dl'i izradunati cirkulaciju magnetskog polja B

/é-di:B/df. (3.15)

c c

po cijeloj silnici

Bududi da je promatrana silnica uvijek na istoj udaljenosti  od vodica iznos B je konstantan.

gt ! (3.16)
2T r

Krivuljni integral dl po kruZnici C' je opseg kruZnice odnosno

/ dl = 2rr. (3.17)
c
Uvrstavanjem (3.16) 1 (3.17) u (3.15) dobivamo Amperov zakon u integralnom obliku

/E dl = pol. (3.18)
C

Definicija 3.4. Amperov zakon u integralnom obliku glasi

/é dl = pol, (3.19)
C
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gdje je B magnetsko polje, j1o permeabilnost vakuuma, a I jakost struje kroz vodic.

Amperov zakon u ovome obliku vrijedi za stacionarno stanje, odnosno za konstantnu vrijednost
struje kroz vodi¢. Za promjenjivu vrijednost struje koristimo Ampere-Maxwellov zakon (Cetvrta

Maxwellova jednadZba) koji je objaSnjen u sljede¢em poglavlju.



4. Maxwellove jednadZbe

4.1. James Clerk Maxwell

Slika 4.1. James Clerk Maxwell. Izvor:[15]

James Clerk Maxwell bio je Skotski matematicar i fizicar Ciji su radovi iz temelja promije-
nili nase razumijevanje elektromagnetizma. Roden je Edinburghu 1831. godine. Studirao je na

sveuciliStima u Edinburghu i Cambridgeu, gdje je stekao duboko znanje iz matematike i fizike.

Maxwellov najveéi doprinos znanosti bio je ujedinjenje elektriciteta i magnetizma u jednu
teoriju, te teoretsko predvidanje da je svjetlost elektromagnetski val. Njegove Cetiri poznate jed-
nadZzbe predstavljaju temelj klasicne elektrodinamike i omogucile su razvoj moderne tehnologije

poput radio valova i telekomunikacija.

Maxwell je takoder znacajno doprinio drugim podrucjima fizike, ukljucujuci termodinamiku i
kineticku teoriju plinova. Njegovi radovi iz ovih podrucja pomogli su u razvoju moderne fizike i

kemije.

29
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4.2. Prva Maxwellova jednadzba

Prva Maxwellova jednadZba u integralnom obliku jednaka je Gaussovom zakonu za elektri¢no

//E-d§

S

polje koji glasi

4.1)

QIQ

Ukupni naboj ) koji se nalazi unutar zatvorene plohe mozemo izracunati integriranjem gustoce

naboja p po volumenu unutar plohe. Tada Gaussov zakon mozemo zapisati u sljede¢em obliku
//E §=—///pdv (4.2)
S

primjenom teorema o divergenciji na Gaussov zakon u integralnom obliku

//E-d§:///divﬁdv (4.3)
S Vv

Izjednacavanjem gornjih jednadzbi dobivamo prvu Maxwellovu jednadzbu u diferencijalnom

obliku
///dlvEdV = —///pdV 4.4)

|4

1z ¢ega mozemo zakljuciti da vrijedi

dvE =2 4.5)

€o
Definicija 4.1. Prva Maxwellova jednadzba u diferencijalnom obliku glasi
divE = ﬁ,

€0

(4.6)

gdje je p gustoca elektricnog naboja, €, dielektricna permitivnost vakuuma i E Jjakost elektricnog

polja.

4.3. Druga Maxwellova jednadZba

Druga Maxwellova jednadZzba u integralnom obliku jednaka je Gaussovom zakonu za magnet-

//E-dﬁ:o. (4.7)

sko polje koji glasi

Primjenom teorema o divergenciji
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/yi?dgzjy/dwédvzo, (4.8)
S 1%

iz Cega zakljuCujemo da vrijedi

div B = 0. (4.9)
Definicija 4.2. Druga Maxwellova jednadZba u diferencijalnom obliku glasi

div B = 0, (4.10)
gdje je B magnetska indukcija.

Primjer 4.1. Zadano je vektorsko polje F = (3cos(2x), 6ysin(2x), 3xy). Da li navedeno vektor-
sko polje moZe opisivati magnetsko polje ?

Prema drugoj Maxwellovoj jednadzbi

divB = 0. (4.11)

Divergencija vektorskog polja F iznosi

. = OF, O0F, OF., 03cos(2x) 06ysin(2x) 03xy

div F — y _ = 4.12

v Ox * dy * 0z Ox * dy * 0z (“412)
div F = —6sin(2z) + 6sin(2z) +0 = 0 (4.13)

Buduci da je div F =0. F moZe biti magnetsko polje.

4.4. Trec¢a Maxwellova jednadzba

Tre¢a Maxwellova jednadZba u integralnom obliku jednaka je Faradayevom zakonu elektro-

— — d — —
E-dil=-— [[| B-dS. 4.14
/ dl ﬁ// S (4.14)

c S

magnetske indukcije koji glasi

Primjenom Stokesovog teorema na lijevu stranu jednadzbe dobijemo

//Vxﬁmﬁz—%//édg (4.15)
S S

iz toga zakljucujemo da vrijedi

VxE="" (4.16)
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Definicija 4.3. Treca Maxwellova jednadzba u diferencijalnom obliku glasi

. 4B
VxE=-—". (4.17)

gdje je E Jjakost elektricnog polja.

- . I 2 . g .
Primjer 4.2. Zadano je magnetsko polje B(y,t) = By i—oyz Izracunaj elektromotornu silu induci-
ranu u kvadratnom prstenu koji leZi u xy-ravnini i ima stranicu duljine a. Prsten se nalazi u prvom
kvadrantu i dvije stranice mu leZe na osima x i y.

Inducirana elektromotorna sila iznosi

ems = ——// ds = —— //B Ads. (4.18)

Bududi da je prsten u xy-ravnini i = 2 i dS = dxdy, tada integral glasi

ems = ——//Bo—ydxdy, (4.19)
d [ d t2 y2 ¢
= —— Bo—yd ——a(By—= 4.20
ems = dta/ Otoy Y = dta( 0% g (4.20)
d t2 3
Deriviranjem po varijabli t dobivamo

adt
ems = —Bo— (4.22)

lo

4.5. Cetvrta Maxellova jednadzba

Temelj cetvrte Maxwellove jednadzbe je Amperov zakon koji glasi

/ B-dl = pol. (4.23)
c
Ovaj zakon vrijedi samo kada struja I ima konstantan iznos. James Clerk Maxwell prosirio je ovaj
zakon tako da vrijedi i u dinamickim uvjetima. Struja I u ovoj formuli je ukupna struja koja prolazi
kroz povrSinu S kojoj je krivulja C' rub. U slucaju kada imamo strujni krug sa kondenzatorom
moZemo odabrati povrSinu S koja prolazi izmedu ploca kondenzatora i ne sijeCe vodi¢. Tada je
struja koja prolazi kroz povrSinu jednaka nuli jer struja ne te€e izmedu ploca kondenzatora i prema

originalnom Amperovom zakonu dobili bismo

/ B-dl =0. (4.24)

c
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Ako odaberemo povrSinu koja ne prolazi izmedu ploca kondenzatora nego sijece vodic, a obrub-

ljena je istom krivuljom C' tada integral daje

/ B-dl = pol. (4.25)
c
Integral magnetskog polja po istoj krivulji mora dati isti rezultat bez obzira koju povrSinu odabe-
remo. Maxwell je otkrio da ako kroz kondenzator ne tece struja nesto drugo mora stvarati mag-
netsko polje. Bududi da se na plo¢ama kondenzatora nakuplja naboj, dolazi do promjene jakosti
elektri¢nog polja u kondenzatoru. Jakost elektri¢nog polja izmedu ploca kondenzatora zadana je

sa

E = (0/e), (4.26)

gdje je o gustoca naboja na plo¢ama kondenzatora odnosno

o — % 4.27)

gdje je ) ukupni naboj na plocama kondenzatora, a A povrsina ploce.
Sada moZemo izraCunati elektricni tok kroz povrSinu koja se nalazi izmedu ploc¢a kondenzatora i
paralelna je sa plo¢ama kondenzatora, odnosno okomita na silnice elektricnog polja E primjenom

Gaussovog zakona za elektricno polje.

@E://E-ﬁdA:/ —azA_A6 //dA (4.28)
0
S S

Promjena elektricnog toka u vremenu iznosi

d 5 _d(Q)_1dQ
S

Mnozenjem izraza sa ¢; dobivamo izraz za pomacnu struju

d .
I, = //E-ndA . (4.30)
S

Dodavanjem pomacne struje [, u Amperov zakon dobivamo Ampere-Maxwellov zakon od-

nosno Cetvrtu Maxwellovu jednadZbu u integralnom obliku

/B-df:uo 1+60% //E-ﬁdA . (4.31)
S

C
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Definicija 4.4. Cetvrta Maxwellova jednadzba u integralnom obliku glasi

L d .
C S

Ako struju I zapiSemo kao integral gustoce struje tada Cetvrta Maxwellova jednadzba glasi

/é-df:uo //f-ﬁd5+60% //E-ﬁdA . (4.33)
C S S

Sada primjenom Stokesovog teorema na lijevu stranu jednakosti dobivamo

//rotB~d§:u0 //f—ﬁdSJreO% //E.ﬁdA , (4.34)
S S S

iz Cega dobivamo Cetvrtu Maxwellovu jednadZbu u diferencijalnom obliku

dE
VxB= IU()J + MOEO%- (435)

Definicija 4.5. Cetvrta Maxwellova jednadzba u diferencijalnom obliku glasi

dE
VxB= MoJ + NOEOE. (436)

Primjer 4.3. Odredi iznos magnetskog polja unutar i izvan koaksijalnog kabela polumjera R ako
kroz unutarnji vodica tece konstantna struja I

Koaksijanlni kabel sastoji se od sredisnjeg vodica, vanjskog vodica, dielektricnog izolatora izmedu
unutarnjeg i vanjskog vodica i od vanjske izolacije.

Odredimo iznos magnetskog polja B na kruznici na udaljenosti v od sredista kabela. Buduci
da kroz unutarnji vodic tece konstantna struja, za racunanje magnetskog polja moZemo koristiti

Amperov zakon u integralnom obliku.

/ B-dl = pol (4.37)
C

U slucaju kada je r < R kruZnica polumjera r obuhvaca samo unutrasnji vodic. Tada je
ukupna struja koju obuhvaéa kruznica samo struja u sredisnjem vodicu. Silnice magnetskog polja

paralelne su sa vektorom dl po cijeloj kruZnici. Tada integral glasi

/é-di:/B-dl:B/dl:B(zm) = 1ol (4.38)

C c C

iz ¢ega dobivamo
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_ ol
onr’

B (4.39)

U slucaju kada je r > R kruZnica polumjera r obuhvaca i unutrasnji i vanjski vodic¢. Buduci da
Jje struja koja tece vanjskim vodicem jednakog iznosa i suprotnog predznaka od struje kroz sredisni

vodic¢, ukupna struja I koju kruznica obuhvaca jednaka je nuli. Integral tada iznosi

/é-df:;m]:uo-ozo. (4.40)
C



5. Zakljucak

U ovom radu obradene su Maxwellove jednadZzbe. To su Cetiri parcijalne diferencijalne jed-
nadZbe koje predstavljaju temelj elektrodinamike. Nazvane su po Skotskom fizi¢aru Jamesu Clerku
Maxwellu koji je na temelju poznatih fizikalnih zakona objedinio teoriju elektri¢nih i magnetskih
polja. Za razumijevanje Maxwellovih jednadzbi i fizikalnih zakona na kojima se one temelje po-
trebno je poznavati osnovne pojmove vektorske analize. Zbog toga je uvodni dio rada posveéen
teoriji vektorske analize. Definirani su vektor, vektorska funkcija, te skalarna i vektorska polja.
Zatim su objaSnjeni i na primjerima demonstrirani operatori gradijenta, divergencije i rotacije koje
koristimo prilikom racunanja sa skalarnim i vektorskim poljima. Nakon toga definirani su krivuljni
i ploSni integrali koje koristimo za integriranje skalarnih i vektorskih polja. Na kraju poglavlja o
vektorskoj analizi definirani su i na primjerima objasnjeni teoremi koji povezuju krivuljne i ploSne

integrale.

Nakon vektorske analize obradeni su fizikalni zakoni na kojima se temelje Maxwellove jed-
nadZbe i zapisani u integralnom obliku. To su Gaussov zakon za elektricna polja, Gaussov zakon

za magnetska polja, Faradayev zakon elektromagnetske indukcije, te Amperov zakon.

U zavr$nom dijelu rada izvedene su sve Cetiri Maxwellove jednadzbe i zapisane u diferenci-
jalnom obliku. Takoder navedeni su i primjeri zadataka koje rijeSavamo primjenom Maxwellovih
jednadzbi. Maxwellove jednadzbe, kao temelj klasi¢ne elektrodinamike, predstavljaju jedno od
najvecih ujedinjenja u povijesti fizike. Otkri¢e da se elektromagnetski valovi Sire brzinom svje-
tlosti, izvedeno iz Maxwellovih jednadzbi, predstavlja jedno od najvecih teorijskih dostignuca u

fizici 1 ujedinjuje optiku s elektromagnetizmom.
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Sazetak i kljuCne rijeci

U ovome zavrSnom radu analizirali smo Maxwellove jednadzbe. Navedeni su osnovni pojmovi
iz podrucja vektorske analize. Navedeni su i na primjerima objaSnjeni teoremi koji povezuju kri-
vuljne i ploSne integrale. Zatim su objaSnjeni fizikalni zakoni na kojima se temelje Maxwellove
jednadzbe i zapisani u integralnom obliku. U zavr§Snom dijelu rada izvedeni su diferencijalni oblici

Maxwellovih jednadZzbi.

Kljucne rijeci: vektorska analiza, Maxwellove jednadzbe, Gaussov zakon, Faradayev zakon,

Amperov zakon
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Summary and key words

In this final thesis, we analyzed Maxwell’s equations. The basic concepts from the field of
vector analysis are presented and explained through examples. Theorems that connect line and
surface integrals are also presented and explained through examples. Then, the basic physical laws
on which Maxwell’s equations are based are explained and written in integral form. In the final

part of the paper, the differential forms of Maxwell’s equations are derived."

Keywords: vector analysis, Maxwell’s equations, Gauss law, Faraday’s law, Ampere’s law
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